Corrigé du bac de maths 2024 en Asie Pacifique — Sujet n° 2.

Mathovore.fr

Exercice 1
Partie A : Etude de la fonction f

1. Par croissances comparées, lim z In(z) = 0donc lim f(z) =0
0 T

1
Pour tout réel z > O on a f(z) = x* (1 — n(z) )

T
| e 1o In(z) .
Par croissances comparées lim = 0donc lim f(z)= 400
r—+oo0 T I—+00

2. La fonction f est dérivable sur |0; co[ par hypothése.

Pourtoutréelz > 0ona:

f'(z) =2z —In(z) —z x z

T
=2z —In(x) — 1

3. La fonction f' est dérivable sur |0; co| par hypothése.

Pourtoutréelz > 0ona:

1
@) =2-—
2r —1

&I

4 Le signe de f"(z) ne dépend que de celuide 2z — 1

1 1
Drh—l:ﬂc:»im:lc:»m:;et?m—l“;»D<:>2;1:::=-1«::~m::»E

1
La fonction f est donc strictement décroissante sur ] 0; E} et strictement croissante sur

o]

De plus
F(3) =2l om(1)-s
2 2 2
=1+In(2)-1
=In(2)

=0

On obtient donc le tableau de variations suivant :



1
T 0 = +
2 00
2r — 1 — ﬂ -
() ~ 0+

j‘l

In(2)

1
5. La fonction f' admet donc un minimum en 5 qui vaut In(2) = 0.

Par conséquent, pour tout réel & > 0O ona f'(x) = 0 et la fonction f est strictement croissante
sur |0; +oo|.

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire pour la résolution de I'équation f(z) = =

1. La fonction g est dérivable sur |0; +-o0| par hypothése.
Pourtoutréelz > 0ona:

1
glz)=1-—
£
_r—1

B L

Le signe de g'(x) ne dépend que de celuide ¢ — 1.
r—1=0&zr=1letz—1>0=2>1.
On obtient donc le tableau de variations suivant :



T 0 1 +o00
r—1 — I]' +
g'(z) - 0 +
g
1
2 Soitx > 0.

L'unique solution de I'équation f(z) = z sur |0; +oo|est 1.

Partie C : Etude d’'une suite récurrente

1
1. Pour tout entier naturel . on pose P(n) : ) LUy S Upyy = 1

Initialisation :

uy = f(uo)
Zl_lh(l)
1 272

1 In2

(2)

1 2
~ 0,597

1 .
Par conséquent 5 < up < uy < 1et P(0) estvraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel. On suppose que P(n) est vraie.

Ainsi % S Un = Unil = 1

La fonction f est strictement croissante sur ]i]; +oo[_

Par conséquent f (%) < flun) < flupr) < f(1)

Soit u1 < Up41 < Upsa < 1 car pour tout entier naturel kon a ugpy1 = f(ug).

Tl
1
Ainsi 2 LU S Upyy S Upyo S let P(n+ 1) est vraie



Conclusion : D'aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n on a

E*{mun%un+1%1-

2. La suite (un} est donc croissante et majorée par 1. D'aprés le théoréme de la limite monotone,
la suite (uy,) onverge vers un réel £.

3. £ est zolution de I'équation f(z) = =
D’aprés la question B.2 l'unigue solution de cette équation est 1.
Ainsi £ = 1.

Exercice 2

1. D'aprés I'énoncé :
Pg, (D3) =1— Pg, (G3)
=1-0,7
=0,3

2_0On obtient I'arbre des probabilités suivant :
(i

(n

/ \

0,5 D,



3 (G4, D) forme un systéme complet d’événements fini.
[D"aprés la formule des probabilités totales on a :
92 = P(G2)
=P(G1NGy)+ P(DyNG,)
= P(G1) x Pg, (G2) + P(D1) x Pp, (G2)
=0,5x0,7+0,5x0,2
— 0,45

4 a. On obiient I'arbre des probabilités suivant :

{-"J'H'l
-
0,7
(r -
"
0,3
/ ~

gn Dl‘l+]
1

—&n I“MH



b. Pour tout entier naturel n non nul, (G, Dy) est un systéme complet d'événements fini.
D’aprés la formule des probabilités totales on a :

Ini1 = P (Gny1)
= P(GpNGy1) + P(DpNGpyy)
= P(Gr) x Pg,(Gny1) + P(Dn) x Pp, (Gni1)
=0,7g, +0,2(1 — g,)
=0,7g, +0,2 - 0,2g,
=0,5¢g, + 0,2

5.a. Soitn € N*.
Unyi — Onypa _{]:4
—0,5gn + 0,2 0,4

—0,5g, — 0,2
=0,5(gn — 0,4)
:ﬂ,ﬁﬂn

La suite (v,) est donc géométrique de raison 0,5 et de premier terme vy = 0,5 — 0,4 =0,1.

b. Pour tout entier naturel n non nul on a donc v, = 0,1 x 0,5™ 1.
Org, =v, +0,4
Donc g, = 0,1 x O0n5™ ! + 0,4

6. Soit i un entier naturel non nul.
Gni1—gn=0,1x0,5"+0,4— (0,1 x0,5" ' +0,4)
—0,1x0,5"—-0,1x0,5"1!
—0,1x0,5" (0,5 1)
- —0,1x0,5"
< 0
La suite (g, ) est donc décroissante.

7.0na—1<0,5 < ldonc lim 0,5 ! =0.

400

Ainsi lim g, = 0,4

o0
Sur le long terme, la probabilité que Léa gagne une partie est égale 3 0,4



8. On veut déterminer le plus petit entier naturel n. non nul tel que :
gn — 0,4 < 0,001 < 0,1x0,5™!<0,001
< 0,5 1< 0,01
< (n—1)In(0,5) < In(0,01) croissance de la fonction In

In(0, 01)
eSnzl+ In(0,01)
- In(0, 5)
In(0, 01)
orl+ ———-2 176
"7 (0, 5)

Le plus petit entier naturel n tel que g, — 0,4 < 0,001 est donc 8.

9_0On peut écrire :

<> = B3 [3] Python

Z g= 8.5

3 n=1

4  whileg=>=9.4 + e
5 g=8.5*g+ 8.2
6 n=n+1

i return{n)

Remarque : il manquaitun * alaligne 5|



Exercice 3

1. Pour tout entier naturel n on a :

n? E-I—E—I-i
an-l—dln—i—T_ n n?

6n? + 1 n 1
ﬂz(ﬁ'+—2)
T
4 7
3+ —+ —
- n. n
o 1
0+ =
1 1 In?+4 7 1
Or im — — lim — — Odonc Iim —% =+t 2
noo T ntoo T2 n—oo 6n? +1 2
De pl tout entier naturel oy g M AT
e US, pOUr iout enuer nawdrel i on a — = Uy = .
piis. P g = Un 6n2 + 1

D’aprés le théoréme des gendarmes, lim up = —
o0

L'affirmation 1 est vraie.

2 D'aprés le graphigue, h' semble étre décroissante sur [1, 25; 3]
La fonction h est donc concave sur cet intervalle.
Or [1,25; 3] est inclus dans [—1; 3].
L'affirmation 2 est fausse.

3. Pour le choix des lettres il y a 3 choix possibles pour la premiére et 2 choix possibles pour la

seconde.

Il existe 10* x 3 x 2 = 60 000 combinaisons possibles (il y a 10 chiffres possibles).

Il existe 9% x 3 x 2 = 39 366 combinaisons ne contenant pas de 0 (il y a 9 chiffres difféerents de
0 possibles).

Iy a donc 60 000 — 39 366 = 20 634 combinaisons qui contiennent au moins un 0.
L'affirmation 3 est vraie.

- La fonction f est dérivable sur |0; +oo| en tant que produit de fonctions dérivables sur cet
intervalle.

Pourtoutréelz = 0ona:
1

f'(z) =In(z) + z x =
=In(z) +1
Ainsi :
zf'(z) — f(z) = z(In(z) + 1) — zIn(z)
= zln(z) + z — zIn(z)
=T
f est bien une solution de I'équation différentielle 2y’ — y = = sur ][}; +-:x:-[.
L'affirmation 4 est vraie.



Exercice 4
Partie A

1.240—-3+1=3—3=0: A appartient au plan (P).
4—-2-3+1=5—5=0: B appartient au plan (P).
—8—-12—-15+1=1—35= —34 #£ 0 C n'appartient pas au plan (P).

2
2. Un vecteur normal au plan (P) estni | 2
-3
/4
cCc'l 4 | =20
—6
—

Ainsi C'C" est normal au plan (P).
Deplus0—-4+3+1=4—4=0:C'appartient au plan (P).
C'(0; —2; —1) est le projeté orthogonal du point C sur le plan (P).

. 1
3.0naAB | -1
0
r=1+1
Une représentation paramétrigue de la droite (AB) est donc {y = —t avect € R
z=1

4. 0n note (z;y; 2) les coordonnées de H.

r=1+1

H appartient a (AB). Il existe donc un réel t tel que { y = —t
z=1

—4 -z
HC| -6y
5—z
(AB) et (HC) sont orthogonales. Donc
— —

HC.AB=0«(-4—z)—(-6—9)=0
s —4-z+6+y=0
Sr—y=2



On veut donc résoudre le systéme :

r—y=2 (1+t+t=2
r=1+1t r=1+1t
y=—t ﬁ%*y:—t
z=1 lz=1
(2t =1
{z:l—i—t
=
Y= —1
lz2=1
[ 1
t_ﬂ
. 3
ﬁ{ 2
1
=3
z=1

3
Ainsi les coordonnées possibles pour H sont (E’ _E; 1)_

Verifions que ces coordonnées sont bien les bonnes.

1 _ L .
En prenantt = 2 dans la représentation paramétrique de (AB) on retrouve les coordonnées

3. 1.
2’ 2 )

_ 3 1 p—
SiH E;_E;l alors HC' 11

—r 11 11
HC.AB = — 5 + ) + 0 = 0. (AB) et (HC) sont orthogonales.

3 1
Le points H pour coordonnées (E’ _E; 1).



Partie B

1. 0Ona:
— 11?2 11\?
HC — —_—— I 42
H ‘/( 2) +( 2) ’
121 121
— 4/ — + — + 16
4 ’ 4
B 153
N 2
2.0na:
AB= /12 + (-1)2 4+ 0
— /2
Par conséquent :
AB < HC
5= —---—1—
2 ———
153
«.@x\/_
N 2
N 2
_v153
B 2
Partie C

—
1. CC' est orthogonal au plan (P) et les points C' et H appartiennent & ce plan.
Donc CHC" est un triangle rectangle en C.

Ainsi :
cos(a) = HC
CH
17
V2
V153
2

Lo =



—
2 a0naC'H| 3

;|
\2),

3 3
Par conséquent C'H. AB = 33 +0=10

Les deux vecteurs sont orthogonaux par conséquent les droites sont orthogonales.
Elles appartiennent toutes les deux au plan (P).
Ainsi (C"H) et (AB) sont perpendiculaires.

b.Ona:

o AB xﬂ C'H

v@xE
2
2

V1T

c.0na:

S cos(a)

— g’
Donc Scos(a) = S’



