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1 Exercice 1

Partie A

1) Lorsque & — 400, la fonction présente une forme indéterminée. En effet, lim e ™ = 0 et
T— 400

lim x =400, on est donc dans le cas « 0 X co». Mais 'indétermination est levée par un simple
r—+00

changement d’écriture : pour tout réel x, on a h(x)= :T:’ or on on sait que lim % = +00, donc,
: x— 400
par passage a l'inverse, on a lim e% =0: c’est ce qu'on appelle les « croissances comparées ».
xr— 400
2) On dérive: h/(z)=1xe P+ x(—e ) =e T —ze *=(1—x)e "
On peut ensuite écrire que pour tout réel  on a e=* >0 donc le signe de h'(z) est celui de (1 —z).

On a ainsi le tableau de variations de la fonction h :

r |7 1 +00
B () + 0 —
h / N

3) a) Partons du résultat proposé :

e T —h'(x) = efxf (e]Z’” fxefx)

h(z).

3) b) Décomposons :

e une primitive de z+—e % sur R est z+— —e™%;
3) ¢)

e une primitive de z— h'(z) sur R est z— h(z) ;

par conséquent, une primitive de z+—e~* — h/(z) = h(z) sur R est:
x> —e " —h(z),

c’est-a-dire la fonction H définie par H(z)=—e % — h(z)=—e * —xz e~ %, soit encore:

|H(x):(—1—x)e_z |

Partie B

1) a) La distance M N, appelons-1a d(z), est égale & d(z) = |f(z) — g(z)|, vu que les deux points
M et N ont la méme abscisse (c’est un cas particulier de la formule \/(zar — zn)2 + (yar — yn)?
dans le cas ot zy =z ).

Cette distance vaut donc d(z) = |z e ™ 4+ In(1 + z) — In(1 + z)| = |z e~ *| = x e~ * puisque dans
I'intervalle proposé, a savoir [0; +oo[, les deux facteurs z et e™* sont toujours positifs donc la
quantité h(z) aussi.

Pour connaitre la valeur maximale de cette distance, il suffit par conséquent de connaitre le
maximum de la fonction A. Il est atteint pour x =1 d’aprés la question 2 de la partie A.

Le maximum de la quantité d(x) sur [0; +oo[ est donc égal & h(l)=1xe l=e"1= é.

1) b) Voici le graphique :
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Figure 1. Ecart maximal entre Cy et Cyy sur [0; 4o0].

2) a) Voici le graphique :

o 1 2 3 4 5

Figure 2. Domaine D)
2) b) C’est un calcul d’intégrale :

A
Ay = / (f(z) — g(x)) dz on précise que ceci est valide car f > g sur [0; +oo[;
0

I
o—
>
S
CD\
8
o,
&

H(\) — H(0)
(-1=Ne?—(=1-0)e
(—1—=XNe?+1

= 1—(1+Ne?
1+
= 1- .
oA
A o 1+
2) ¢) Lorsque A — +00, alors e*— +00, et 1+ A — +00, la limite de —~ présente donc une forme
e

indéterminée. Décomposons simplement :
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1 . A ., .
Le terme —— a pour limite 0 lorsque A — +o0. Quant au terme —» ous avons démontré dans
e e
la toute premiére question de ce sujet qu’il avait pour limite 0 lorsque A — +4oo. Ainsi, par
soustraction :

lim A)\Il.

A—r+o0

L’interprétation qu’on peut faire de ce résultat, c’est que l'aire entre les deux courbes Cy et Cy,
bien que correspondant & un domaine infini en largeur, est néammoins finie en mesure, et cette
aire vaut 1. L’illustration n’était pas demandée mais la voici pour bien visualiser :

Figure 3.

3) a) L’algorithme affiche A=3.

3) b) Cet algorithme calcule la premiére valeur entiére de A telle que aire de D) dépasse un S
donné. Ici, cet algorithme a affiché A =3 parce que:

Ax=2=0,5940
Ax=3=0,8009.

2 Exercice 2

1) On remplace dans 1'équation de P par les coordonnées de A :

204 —24—3=2x1—a?—3=—1—a? or nous savons que quelle que soit la valeur réelle de a,
nous aurons toujours a?> 0 (un carré étant toujours positif) donc a?+1>0 donc —a?—1<0. La
quantité —1 — a? n’est donc jamais nulle et donc :

VaeR,A¢P.
2) a) Donnons un vecteur normal de P:
71(2;0; —1).

Nous en déduisons un systéme d’équations paramétriques de la droite D :

r = 142t
Dy = a ,teR.
z = a?—t

Attention, t est une variable muette, c’est la variable qui paramétre la droite, tandis que a est une
constante qui ne dépend que du point A.

2) b) On applique la formule de Pythagore :

AM = /(za—2m)2+ (ya—ym)?
= (2t + ()2
= V55

= VB x|t
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Remarque: on pouvait aller plus vite et dire que puisque M € D avec le paramétre ¢, alors AM=t#n
donc AM =|t| x ||7t|| =|t| x V/5.

3) Ce sujet comporte des questions demandant décidément des prises d’initiative !

Nous devons d’abord déterminer les coordonnées de H, point d’intersection de D et de P.

142t
a ) pour une certaine valeur de ¢.
2

z a“—1

x
H, étant sur D, s’écrit H( y
Mais, H étant sur P aussi, ses coordonnées vérifient I’équation de P:2x —z — 3 =0.
Cela va nous permettre de déterminer la valeur de ¢ correspondant a H :
2o —z—3=0 & 2(1+2t)—(a®>—1t)—3=0
& 2+44t—a?+t—-3=0

& 5t=14a?
1+a?
t= )

< 5

Maintenant, déterminons A H en utilisant la formule établie au 2)b) :

2
AH = 5 x 1—;(1
1+a?
NG

Cette distance, oui, est minimale pour une certaine valeur de a, en 1'occurence pour a = 0. Elle
vaut alors, ce qui n’était pas demandé:

AH=d(A, P)= .

=

3 Exercice 3

Attention, les zones centrales sont numérotées 1 et les zones périphériques sont numérotées 5.

Partie A

1) C’est la proposition C:

Proposition C

40<r<60
et

Teco<l
2 2

2) a) Pour z=70e""/3 on a 60 < || < 80 et —g <arg(z) < —% donc c’est la zone G4.

2) b) Pour z= —45+/3 4 45i, nous devons d’abord trouver le module :

o |z|=45x|—V3+i|=45x/3+1=90;
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Ainsi, c’est la zone D5.

Partie B

1) p(M < 0)=0 d’apres la calculatrice. En effet, on est trés loin de la valeur moyenne qui est 50.
Cela signifie dans notre exercice que la variable M ne prend que des valeurs positives, et cela a du
sens pour nous, vu que M est censée représenter un module.

2) p(40< M <60)=p(p—20 <M < 1+20)=0,9545 d’apreés le cours: pas besoin de calculatrice ici.

3) On nous demande p<(40 <M <60)N (g <T< g)) D’aprés les hypothéses de I’énoncé, ceci

est 6gal & p((40 < M < 60)) x p(g <T< g) — 10,9545 x 0,819~ 0, 782.

La probabilité que ce soit bien B3 est donc 78,2% environ.

4 Exercice 4 (obli)

Partie A

1) Arbre des deux premiéres semaines en partant d’un individu S':

B
0%

é g5 Mz

2) On a:

p(l2) = p(SiNla)+p(MiNIla)+ p(IiNly)
0,85x0,104+0,05x0,354+0,10 x 1
0,085+ 0,0175+0, 10

— 0,2025.
3) On demande:
_ p(MiNIy)
pr(M) = p(12)
~0,0175
~ 00,2025
~ 0,086.
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Partie B

1) Pour une semaine donnée, tout individu est d’aprés ’énoncé, soit susceptible d’étre atteint, soit
malade, soit immunisé, ainsi p(S,) + p(M,,) + p(I,) =1.

2) a)

On remarque que le tableur nous permet de vérifier notre résultat p(Iz) =0,2025 trouvé question 2
partie A.

En C3 on écrira:
=0.65%C2+0.05%*B2
2) b) Cette question teste la capacité du candidat & bien lire une feuille de calcul.

Le pic est atteint d’aprés le tableur pour la ligne 6, soit N =4 avec une valeur 0,0859. La probabilité
d’étre malade cette semaine-1a est donc 8,59%.

3) a) Un individu susceptible d’étre atteint en semaine n+ 1 était forcément aussi susceptible d’étre
atteint en semaine n car s’il était malade, une semaine aprés il est soit encore malade soit guéri
donc immunisé, et s’il était immunisé il le reste.

Ainsi, 41 :p(5n+1) :p(Sn) X pSn(S’ﬂ-‘rl) =1up, % 0,85.

La suite (uy,) est donc géométrique de premier terme up=1 et de raison ¢ =0, 85 d’ou son terme
général :

Uy =0,85".
3) b) Raisonnons par récurrence :

e g = 0 puisqu’on part d’une population ou le virus n’a pas encore sévi. D’autre part, 0,
850 — 0,65 est aussi égal & 1 —1=0 et donc la formule est vraie au rang n=0.

e Partons de cette hypothése de récurrence :
Up = %(O, 85" —0,65"),
et de cette relation de récurrence :
Up41=0,65v,+0,05up,

et «mélangeons » les deux, cela nous donne:

Uny1 = 0,650, +0,05u,

0,65 x %(0, 85™ —0,65") 40,05 x 0, 85™

0,1625 x 0,85™ — 0,65 x i x0,65"+0,05 x 0, 85"

0,2125 % 0,85™ — 0,65 x % x0,65™

0,2125 x 0, 85" — i %0, 6571

et nous, nous voudrions montrer que :

Ung1= i(o, 857+ —0,65"+1).
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Il nous suffit alors de vérifier que :

0,2125=0,85 x% & 0,2125=0,2125,

c’est bon, nous avons montré la formule par récurrence.

4) Lorsque n — +00, les quantités 0, 85™ et 0, 65" tendent vers 0 car 0,65 et 0,85 sont deux réels
de Yintervalle ]0; 1], et ainsi lim (u,,) =lim (v,) =0.

Puisque pour tout n nous avons u,, + v, +w, =1, nous en déduisons que lim (w,)=1: a la fin, tout
le monde a été malade, puis a guéri, et s’est donc immunisé.
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