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Remarque : dans la correction détaillée ici proposée, les questions des exercices sont presque intégralement réécrites pour faci-
liter la lecture et la compréhension du lecteur. Il est cependant exclu de faire cela lors de I'examen, le temps est précieux! Il est
par contre nécessaire de numéroter avec soin vos questions et de souligner ou encadrer vos résultats. Pour plus de précisions et
d’astuces, consultez la page dédiée de math93.com : présenter une copie, trucs et astuces.

Exercice 1. Fonction 6 points

Commun a tous/toutes les candidat/e/s

Dans une usine, un four cuit des céramiques a la température de 1000 °C. A la fin de la cuisson, il est éteint et il refroidit. On
s'intéresse a la phase de refroidissement du four, qui débute des l'instant o1 il est éteint. La température du four est exprimée en
degré Celsius (° C). La porte du four peut étre ouverte sans risque pour les céramiques des que sa température est inférieure a
70° C. Sinon les céramiques peuvent se fissurer, voire se casser.

Partie A

Pour un nombre entier naturel n, on note T, la température en degré Celsius du four au bout de n heures écoulées a partir de
Uinstant oix il a été éteint. On a donc Ty = 1000. La température T,, est calculée par l'algorithme suivant :

T — 1000

Pour i allantde 1 an
T—0,82xT+3,6

Fin Pour

1. Déterminer la température du four, arrondie a I'unité, au bout de 4 heures de refroidissement.
La variable T prend successivement les valeurs suivantes (arrondies a 'unité) :

i 1 2 3 4
T | 1000 | 824 | 679 | 560 | 463

Au bout de 4 heures de refroidissement la température du four est d’environ 463 degré Celcius.

2. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n,on a: T,, = 980 x 0,82" + 20.
Montrons par récurrence que Ty, =980 x 0,82" +20.
« Initialisation : Si 7 = 0 alors 980 x 0,82° + 20 = 1000 = Ty. La propriété est vraie au rang 0
e Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n : T,, = 980 x 0,82" + 20. Montrons qu’elle est également vraie au
rang n+ 1, c’est-a-dire que T,+1 = 980 x 0,821 4+ 20.
T,+1=0,82Tn+3,6
=0,82(980 x 0,82" +20) +3,6
=980x0,82"*" +16,4+3,6
Tpe1 =980 0,82+ +20

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

e Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire. Par conséquent, pour tout entier naturel n on a
T,=Tn<70.
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3. Aubout de combien d’heures le four peut-il étre ouvert sans risque pour les céramiques ?
On veut déterminer la valeur du plus petit entier naturel n tel que : Tn < 70 soit :

Tn<70 < 980x0,82" +20<70

. 50
Th<70 < 0,82" < —
980

*

On compose par la fonction In qui est définie et strictement croissante sur R}, 'ordre est inchangé :

n 50
Tn<70 < In0,82" <ln—
980

50
Tn<70 < nln0,82 <Iln—
980

On divise alors les deux membres par In 0,82 qui est négatif

50
In—
980

Tn<70 < n=
Ino0,82

=~ 14,99

Le four peut étre ouvert sans risque pour les céramiques au bout de 15 heures.

Partie B

Dans cette partie, on note t le temps (en heure) écoulé depuis l'instant ot le four a été éteint. La température du four (en degré
t
Celsius) a l'instant t est donnée par la fonction f définie,pour tout nombre réel t positif, par: f (t) = ae”5 + b ot a et b sont deux

1
nombres réels. On admet que f vérifie la relation suivante : ' (1) + = f)=4.

1. Déterminer les valeurs de a et b sachant initialement, la température du four est de 1000 °C, c’est-a-dire que f(0) =
1000.

e D’unepart:
13
f(0)=1000 < ae 5+ b=1000 < a+ b=1000

e D’autre part:
La fonction f est dérivable sur R, avec f'(f) = — ¢ e~5 donc pour ¢ = 0 on obtient en utilisant la relation fonction-

nelle f'(1) +éf(t) =4:

1 a 1 a a+b
"0)+=f0)=4 <= ——e B+ —(ae P +bh)=4 = ——+ =4
ro 5f() 5 5( ) 5 5

e Ilreste alors a résoudre le systéme :
a+b=1000 a+ b =1000
a a+b A a 1000
-+ =4 —_—t — =4
5 5 5 5
a+b=1000
a=-5x(4-200) =980
b=20
—
a =980

Pour tout nombre réel positif ¢ : f(¢) = 980e_5t +20.
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2. Pour la suite, on admet que, pour tout nombre réel positif £ : f(£) = 980e "5 +20.

2.a. Déterminer lalimite de f lorsque ¢ tend vers +oo.

[Propriété 1 (Limites liées a la fonction exponentielle )j

e (1) limites usuelles : * (2) croissances comparées : e (3) (nombre dérivé en 0) :
lim e*=+c0 e e¥_1
rore lim = =+oo lim =1
xlim e*=0 = =0 X
e N ;
lim xe*=0
X——00
. t
lim —-—-=-00 .
t—+o0 5 = lim 980e 5 =0= lim f(#) =20
lim eX=0 t—+00 t=+00
X——-00

Et donc la limite de f lorsque ¢ tend vers +oo est 20.

2.b. Etudier les variations de f sur [0; +oo[. En déduire son tableau de variations complet.
Pour toutréel tdeR; ona:

980
f’(t) — _?e—t/S — —1966_”5

La fonction exponentielle étant strictement positive sur R, la fonction dérivée f' est strictement négative sur R, et f
est strictement décroissante sur R, .

Signe de f'(1) -

1000

Variations de f 70

\

20

2.c. Avec ce modele, aprés combien de minutes le four peut-il étre ouvert sans risque pour les céramiques? On
cherche a résoudre sur R, I'inéquation f(¢) < 70.

F(H) <70 <> 980”5 +20 =70
50

L
N<70 <= e 5 <—
f@ 980

On compose par la fonction In qui est définie et strictement croissante sur R}, I'ordre est inchangé :

r 50

N<70 < lne 5 <ln—

F@ 980
t 50
HN<70 & ——<ln—
Fo 5 =980

50
f()<70 <= t=-5xIn——~ 14,878
980

Or
50 50 . .
—5xIn— h=-5x%xIn— x60min ~ 892,3min
980 980

On peut donc ouvrir le four sans risque au bout de 893 minutes.
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1 (e
3. Latempérature moyenne (en degré Celsius) du four entre deux instants #; et £, est donnée par : p f®dte.
2~ Jy

3.a. ATlaide de lareprésentation graphique de f ci-dessous, donner une estimation de la température moyenne
du four sur les 15 premieres heures de refroidissement. Expliquer votre démarche.
La valeur moyenne de la fonction f sur [0; 15] est donnée par la formule :

15
X f(x) dx
0

m=
15-0

La fonction étant positive sur cet intervalle, il suffit d’obtenir une valeur approchée de I'aire située sous la courbe, au
dessus de I'axe des abscisse et entre les droites d’équation x =0 et x = 15.

température en°C) o 1 1 L L 1 1 1 = 1 1 1 1
T e T T (Y Y AR IR
T T T A [ N (N Y Y A N IR SN I B
1000 F—r—7—- 7771~~~ Cr"r" T T~ T~ 7~~~ 71—~ "I
T Y N (R Y Y (N KN Y AN NN IR SN I
T T T T A (Y Y AN I R
T ([ Oy Ay Iy Y It I N [ U PR SRR N
5 T T T 1 e Y AN IR B
(T T T (Y N (Y Y Y AN N KN SN IR B
T e 1 T e A N
800 - TTTTTTTT i B | iy e B | I I e
[ T B o [ I T B [T I
[ I B o [ I T B [T I
-+ — 4 — — === b+ — 4 — — = ==
[ T o [ T T B [T I
[ T o [ T T B [T T
o I [ o
600 -7 —7T\T- 771" N T T O I IR R [ I I
o [T I
o [T I
e e e e el
o ([ T
o [T T
I [
400 | | | | |
I I [T I
I I [T I
o B + e i T S
I I ([ T
™ I ([ T
I I I I
200 o I o
e e I I [T I
O O I I | [T I
—rt—t—t—t—d4— "~ F—t=T = === -
e e I B B (R I I B L
Y e S Y B (R I I B I
0 e B R e A
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

temps écoulé (en heure)
On peut simplement compter les rectangles appartenant au domaine considéré. En les dénombrant ligne par ligne on

en compte environ :
14+114+7+5+4+3+2+1+1=48

Laire peut donc étre estimée par : 48 x 100 u.a..
La valeur moyenne de la fonction f sur [0; 15] est donc estimée par :

15 4800

3.b. Calculerla valeur exacte de cette température moyenne 0 et en donner la valeur arrondie au degré Celsius.
La fonction f est continue sur [0; 15] donc y admet des primitives. Une primitives de f sur [0; 15] est par exemple :

F(f) = -5 x 980e 5 +20¢

Onadonc:

15

1 1
0=15% ) S dx=ox (F(ls) —F(O))

1
:Ex(—sxgsoe‘? +20x15—(—5x980e‘§])

—4900e3 + 5200
= %33

6 o
15
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4. Dans cette question, on s’intéresse a 'abaissement de température (en degré Celsius) du four au cours d’'une heure,
soit entre deux instants ¢ et (£+1). Cet abaissement est donné par la fonction d définie, pour tout nombre réel ¢ positif,
par:d(t)=f(t) - f(t+1).

[SIEN

4.a. Vérifier que pour tout nombre réel ¢ positif: d(z) = 980 (1 -e” %) e s,
Pour tout nombre réel ¢ positif :
din)=f() - fr+1)
= 980e™5 +20—980e~"5 —20
= 980e 5 —980e "5 x5
= 98075 (1-¢73)

4.b. Déterminer lalimite de d(f) lorsque ¢ tend vers +oco. Quelle interprétation peut-on en donner?

[Propriété 2 (Limites liées a la fonction exponentielle )j

e (1) limites usuelles : * (2) croissances comparées : * (3) (nombre dérivé en 0) :
lim e*=+o00 x e*—1
oo im & =+c0 lim =1
th e*=0 X—+00 X x=0 X
——00
lim xe*=0
X——00
. t
lim —--=-00 ¢ ¢ 1
t—+co 5 = lim_980e™5 =0 = lim 98075 (1-e™5] =0
lim eX=0 t—+00 =+
X—-00

Donc tlim d(t) = 0. Cela signifie que I'écart de température entre deux instants séparés d'une heure devient de plus
—+00

en plus proche de 0 et donc, qu’au bout d'un certain temps, la température du four se stabilise.
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Exercice 2. Complexes 4 points

Commun a tous/toutes les candidat/e/s

Le plan est muni d’'un repere orthonormé (O, u, v ) Les points A, B et C ont pour affixes respectivesa=—4, b=2 et ¢ = 4.

V3

1
1. A/, B’ et C' d’affixes respectives a’ = ja, b’ = jb et ¢’ = jc ot j est le nombre complexe — >t i?'

1.a. Donner les formes trigonométrique et exponentielle de j. En déduire celles de a’, b’ et ¢'.

1

1 3 cosf =——

e Onaljl=41/-+-=1donc 2
4 4

sinf =

]S

2n 27 i
j= cos(—) +sin(—) =3
3 3

¢ Onobtient donc:

a/:ja=_4(_§+i§) (2213 =~ e2nis — geznisiin g

1 3 .
1 blzijZ(—E+i§) :‘—l+i\/§:2e21”/3‘

1 V3 :
c'=jc=4(—5+i§) =\ —2+21\/§=4e2‘”/3‘

1.b. Lespoints A, B et C ainsi que les cercles de centre O et de rayon 2, 3 et 4 sont représentés sur le graphique fourni
en Annexe. Placer les points A’, B’ et C' sur ce graphique.

q

yd
/

[/

MNARY
avav.

<

=

AN

IWANR

AN
S
~_

2. Montrer que les points A’, B’ et C’ sont alignés.
/ !/

— - est une mesure de I'angle (A’C’ ; A'B ) Orona:
a

Un argument de —
o —

b-da _ 2j+4j _6j 3

c—a  4j—(-4j) 8j 4

—_—— 3
Donc I'angle (A’ C'; A'B ) est de mesure nulle puisque un argument de " est 0 (modulo 27).

Les points A’, B’ et C' sont alignés.
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3. Onnote M le milieu du segment [A’C], N le milieu du segment [C'C] et P le milieu du segment [C'A]. Démontrer que

le triangle MNP est isocéle.

Calculons les affixes des milieux des segments :

=2-2j
=2+1-iV3
=3-iV3

Donc M (3-iv3)

c+c
2
_4+4j
2
=2+2j
=2-1+iV3

=1+iV3

ZN =

Donc N (1+iv/3)

=2j-2
=-1+iV3-2
=-3+iV3

Donc P(-3+iv3)

On est dans un repere orthonormé donc le calcul des distances est 1égitime avec les formules usuelles :

{MN: lzn - z2ml = [1+1V3 - B-iV3)| = |-2+2iv3| = /22 + 2V3)2 =4

PN =|zn—zpl = [1+iV3 - (-3+iV3)| = 4| =4

Le triangle MNP est isocele en N.

www.math93.com /www.mathexams.fr

©ISSN 2272-5318

7120


http://www.math93.com/
www.math93.com
www.mathexams.fr

Correction Bac S 2018 - Pondichéry

Math93.com
; Obli. et Spé. - 4 Mai 2018

Exercice 3. Probabilités 5 points

Commun a tous/toutes les candidat/e/s

Une entreprise conditionne du sucre blanc provenant de deux exploitations U et V en paquets de 1 kg et de différentes qualités.
Le sucre extra fin est conditionné séparément dans des paquets portant le label « extra fin . Dans tout l'exercice, les résultats
seront arrondis, si nécessaire, au millieme.

Partie A

Pour calibrer le sucre en fonction de la taille de ses cristaux, on le fait passer au travers d’'une série de trois tamis positionnés les
uns au-dessus des autres et posés sur un récipient a fond étanche. Les ouvertures des mailles sont les suivantes :

Tamis 1 : 0’8 mm O

Tamis 2 : 0,5 M =— g

Tamis 3 : 0,2 mm
Récipient a fond étanche

Les cristaux de sucre dont la taille est inférieure a 0,2 mm se trouvent dans le récipient a fond étanche a la fin du calibrage. Ils
seront conditionnés dans des paquets portant le label « sucre extra fin ».

1. On préleve au hasard un cristal de sucre de 'exploitation U. La taille de ce cristal, exprimée en millimetre, est modé-
lisée par la variable aléatoire X y qui suit la loi normale de moyenne p y = 0,58 mm et d’écart type o y = 0,21 mm.

1.a. Calculer les probabilités des événements suivants: Xy < 0,2 et 0,5 < Xy <0,8.

e Calculons P(Xy<0,2).

(Propriété3 (P(X<a) ; a<p))

Sila variable X suit une loi normale A (u; ) alors :

P(X<p)=0,5=P(X>p)
PX<a)

De plus pour toutréel aavec a < i : HL=4l 5
P(X<a)=0,5-P(a<X<p)
a i
La variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance p = 0.58 et d’écart-type o = 0.21. La calculatrice donne
21073 pres :
X ~ A4 (0585 0.21%) = P (0.2 < X < 0.58) = 0,465
Calculatrices

m  Surla TI Voyage 200 : TiStat.normFDR(0.2, 0.58 , 0.58 , 0.21) = 0,464 815
m  Sur TI82/83+ : normalcdfl0.2 , 0.58 , 0.58, 0.21) ou (fr.) normalfrép(0.2 , 0.58 , 0.58, 0.21)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/INORM/Ncd = NormCD(0.2, 0.58, 0.21, 0.58)

On a donc d’apres la propriété :

P(Xy<0,2)=0,5-P(0,2=< Xy <0,58) =0.035

e Calculons P(0,5< Xy <0,8).
La variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance p = 0.58 et d’écart-type o = 0.21. La calculatrice donne
21073 pres:

X ~ .4 (0.58; 0.21%) = P(0.5< X <0.8) = 0,501
Calculatrices

m  Surla TI Voyage 200 : TIStat.normFDR(0.5, 0.8, 0.58, 0.21) = 0,500974
m  Sur TI82/83+ : normalcdfl0.5, 0.8, 0.58, 0.21) ou (fr.) normalfrép(0.5, 0.8, 0.58, 0.21)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/INORM/Ncd = NormCD(0.5, 0.8, 0.21, 0.58)
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1.b. On fait passer 1800 grammes de sucre provenant de I'exploitation U au travers de la série de tamis. Déduire
de la question précédente une estimation de la masse de sucre récupérée dans le récipient a fond étanche et une
estimation de la masse de sucre récupérée dans le tamis 2.

Tamis 1:0,8 mm AT T e LTI

Tamis 2 : 0,5 MM =—— i,

Tamis 3 :0,2 mm
Récipient a fond étanche

¢ Dans le Tamis 2 : Dans le tamis 2 on récupere les cristaux de sucre dont la taille est comprise entre 0,5 et 0,8 mm.

D’apres la question précédente on obtient :
P(0,5< Xy <0,8) x1800 = 0,501 x 1800 = 901,8

On peut donc estimer récupérer 901,8 g de sucre dans le tamis 2.

Dans le récipient a fond étanche : Dans le récipient a fond étanche on récupeére les cristaux de sucre dont la
taille est inférieure a 0,2 mm . D’apres la question précédente on obtient :

P(Xy=0,2) x1800 = 0,035 x 1800 = 63

On peut donc estimer récupérer 63 g de sucre dans le récipient a fond étanche.

2. On préleve au hasard un cristal de sucre de I'exploitation V. La taille de ce cristal, exprimée en millimétre, est mo-
délisée par la variable aléatoire Xy qui suit la loi normale de moyenne py = 0,65 mm et d’écart type oy a déterminer.
Lors du calibrage d’'une grande quantité de cristaux de sucre provenant de 'exploitation V, on constate que 40 % de ces
cristaux se retrouvent dans le tamis 2. Quelle est la valeur de ’écart type oy de la variable aléatoire Xy ?

Propriété 4

Soit u un réel et o un réel strictement positif.

X _
La variable aléatoire Xy suit la loi normale A (u g a%,) si et seulement si, la variable aléatoire Z = WIS suit la
oy
loi normale centrée réduite A (0 ; 1).
.. . . . 2 Xv—-0.65 . .
Donc ici, puisque Xy suit la loi normale A (0.65 ; UV) Java. Z = Y suit la loi normale centrée réduite A (0; 1).

On cherche ici une valeur approchée 4 1073 de oy sachant que P (0.5 < Xy < 0.8) = 0.4, or :

0.5-0.65 Xy—-0.65 0.8-0.65
< < =0

P0.5<Xy<0.8) =0.4(:>P(

oy oy oy
-0,15 0,15
P <Zs—|=04
oy oy

Or lav.a. Z suit laloi normale centrée réduite et on rappelle que :

1
Soit Z une v.a. qui suit la loi normale centrée réduite A (0 ; 1).
2.a. Lafonction ® est définie sur R par ®(¢) = P(Z < t).
2.b. Pourtoutréelaona:
e (1) : PZ=s—-a)=P(Z=a) a a
e (2) : D(-a)=1-D(a)
e (3) : P(—rasZ<a)=2®(a)-1
—-a 0 a
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De ce fait en appliquant la relation (3) de la propriété 5 :

-0,15 0,15

P0.5<Xy<0.8) =0.4(:>P(

La calculatrice nous donne alors avec la fonction répartition normale réciproque :

)

Z~N(0;1)= ~0,524401

oy

Soit arrondi a 1073 pres :

Calculatrices

m  Surla TI Voyage 200 : TIStat.invNorm(0,7, 0, 1) = 0,524401
m  SurTI82/83+ : invNorm(0,7, 0, 1) ou (fr) FracNormale(0,7, 0, 1)
m  Sur Casio 35+ ou 75 : Menu STAT/DIST/NORM/InvN = InvNormCD(0,7, 1, 0)

Partie B

Dans cette partie, on admet que 3 % du sucre provenant de I'exploitation U est extra fin et que 5% du sucre provenant de
I'exploitation V est extra fin. On préléve au hasard un paquet de sucre dans la production de I'entreprise et, dans un souci de
tracabilité, on s’intéresse a la provenance de ce paquet. On considere les événements suivants : U : « Le paquet contient du
sucre provenant de 'exploitation U »; V : « Le paquet contient du sucre provenant de I'exploitation V»;E : « Le paquet porte
le label "extra fin" ».

1. Dans cette question, on admet que I'entreprise fabrique 30 % de ses paquets avec du sucre provenant de I'exploita-
tion U et les autres avec du sucre provenant de ’exploitation V, sans mélanger les sucres des deux exploitations.

1.a. Quelle estla probabilité que le paquet prélevé porte le label « extra fin » 2

E
PU(E)=0,03/
U—___
_— Py|E| =097
PWU)=0,3 U( ) T 3
/
\
P(V)=0,7

E
~_ PuB=005—
i

e Py (E) =0,95

On cherche la probabilité de I'évenement E.
Les évenements U et V formant une partition de I'univers, on a d’apres la formule des probabilités totales :

PE)=PENU)+P(ENV)
P(E)=P(U) x Py (E)+ P (V) x Py (E)
P(E)=0,3x0,03+0,7 x 0,05

P (E)=0,009+0,035

P(E)=0,044

La probabilité que le paquet prélevé porte le label « extra fin » est 0,044.
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1.b. Sachant qu'un paquet porte le label « extra fin », quelle est la probabilité que le sucre qu’il contient provienne
del'exploitation U?
La probabilité cherchée est Pg(U).

P(EnU) 0,3x0,03
Pe(U) = = =0,205
P(E) 0,044 -

2. Lentreprise souhaite modifier son approvisionnement aupres des deux exploitations afin que parmi les paquets
portant le label « extra fin », 30 % d’entre eux contiennent du sucre provenant de 'exploitation U. Comment doit-elle
s’approvisionner aupres des exploitations U et V? Toute trace de recherche sera valorisée dans cette question.

E
PyE) =003 —

U=—___
_— Py (E)=0.97 —

PWU)=x
T
PU|=1-x E
P—(B)=005—
\ 5 _ U
\Pﬁ(E]:O.%
On cherche x pour que Pg(U)=0,3.Orona:
P(ENnU) 0,03x
Pr(U)=0,3 < ———=0,3 < =0,3
P(E) P(E)

Par ailleurs, d’apres la formule des probabilités totales on a :
P(E)=P(UNE)+P(VNE)=0,03x+(1-x)0,05=0,05-0,02x

On obtient donc :

7

o 0,05—0,02x 0,3(0,05—0,02x) =0,03x

0,03x 0,03x 0,05-0,02x #0
— = =
P(E)

xX#2,5
0,036x =0,015

0,015
=—=0,417
0, 036 12 ——

5
1l faut donc que I'entreprise fabrique o de ses paquets avec du sucre provenant de I'exploitation U et les autres avec du
sucre provenant de 'exploitation V.
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Partie C

1. Lentreprise annonce que 30 % des paquets de sucre portant le label «extra fin» qu’elle conditionne contiennent du
sucre provenant del’exploitation U. Avant de valider une commande, un acheteur veut vérifier cette proportion annon-
cée. Il préléve 150 paquets pris au hasard dans la production de paquets labellisés « extra fin » de 'entreprise. Parmi ces

paquets, 30 contiennent du sucre provenant de ’exploitation U. A-t-il des raisons de remettre en question 'annonce
de I'entreprise?

* Analyse des données :

— «Sur un échantillon de n = 150 des paquets de sucre . Il est constaté que 30 d’entre eux sont «extra fin». ».
Donc la fréquence observée des paquets de sucre «extra fin» est

f=30+150=0,2 soit f=0,2
- Onveut tester 'hypothése : «la proportion de des paquets de sucre «extra fin» est p =30% ».
¢ Intervalle de fluctuation :

[Théoréme 1 (Intervalle de fluctuation asymptotique)]

v n=30
Si les conditions suivantes sont remplies: { v np=5
v n(l-p)=5

Alors un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% de la fréquence F; d’'un caractere
dans un échantillon de taille 7 est si p désigne la proportion de ce caractére dans la population :

v pd- vpad—
vn vn

On a pour le cas étudié, n = 150, p = 30 %. Vérifions les conditions d’application du théoréme :

v n=150=30
v np=150x0,3=45=5
v n(l-p)=150x0,7=105=5

Un intervalle fluctuation asymptotique au seuil de confiance de 95% est alors :

vp(l-p) Vpl-p) v0,3x0,7 Vv 0,3%0,7
I,=|p-1,9%6———; p+1,96——|=103-1,96 ——+—;0,3+1,96 —————
vn Vvn V150 V150
Soit puisque les borne sont :
vpl1-p) . el . 5 10=3 e s
m p—1,96 ——— = 0,22666 . On arrondit la borne inférieure par défaut a 10™° pres soit 0,226.

Vn
vpra-p)

m p+1,96 T ~0,37334 . On arrondit la borne supérieure par exces a 10~ pres soit 0,374.
0 o=

Iiso ~ [0,226 ; 0,374]

¢ Conclusion

La fréquence observée n'appartient pas a l'intervalle, f = 0,2 ¢ I donc le résultat du contréle remet en question
I'hypotheése, au seuil de 95%.
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2. Lannée suivante, I'entreprise déclare avoir modifié sa production. Lacheteur souhaite estimer la nouvelle propor-
tion de paquets de sucre provenant de 'exploitation U parmi les paquets portant le label « extra fin ». 11 préleve 150
paquets pris au hasard dans la production de paquets labellisés « extra fin » de 'entreprise. Parmi ces paquets 42 %
contiennent du sucre provenant de I'exploitation U. Donner un intervalle de confiance, au niveau de confiance 95 %,
de la nouvelle proportion de paquets labellisés « extra fin » contenant du sucre provenant de I'exploitation U.

* Analyse des données :
— «Surun échantillon de n = 150 paquets de sucre. Il est constaté que 63 sont « extra fin ».». Donc la fréquence
observée de paquets de sucre « extra fin » est

f=63+150 = 0,42 soit f =0,42
- Onaaffirme que p =3% des paquets de sucre sont « extra fin ».
¢ Intervalle de confiance :
On a pour le cas étudié, n = 150, f = 0,42. Vérifions les conditions d’application du théoréme :
v n=150=30
63
v nf=150x Tog = 0325
v n(l-f)=150 87 87=5
— = X — = =
150

Un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95% de la proportion p est alors :

(831 e 1
150 /150 150 /150

1 1

Vi I

In=|f- NG

Soit puisque les borne sont :

1 63 1
mf—-—=—— —— =0,33835. On arrondit la borne inférieure par défaut 2 1073 pres soit 0,338.
! \/lﬁ 16530 0 ’ ’ -
nf+—=— ~0,50165 . On arrondit la borne supérieure par exces a 10~ pres soit 0,502.

+ +
vn 150 /150

Iis0 ~ [0,338 ; 0,502]

¢ Conclusion
Cet intervalle contient la proportion p des paquets de sucre «extra fin», au niveau de confiance 95% (ou au risque
d’erreur de 5%). La proportion des paquets de sucre «extra fin» se situe donc, au niveau de confiance 95%, entre

33.8% et 50.2%.
a=0,338 ~0,33835 ~0,50165 b= 0,502
L H ]
| 8 d
63 1 63 1
150 /150 150 /150
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Exercice 4. Espace 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

—_ - —

Dans l'espace muni du repere orthonormé (O, 1, ], k) d'unité 1 cm, on considere les points A, B, C et D de coordonnées
respectives (2;1;4), (4; =1;0),(0; 3; 2) et (4; 3; -2).

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CD).
La droite (CD) passant par le point C (0; 3; 2) et de vecteur directeur CD (4;0; —4) est’ensemble des points M del'espace
tels que le vecteur CM soit colinéaire a CD . On a alors :

x—0 4
(CD)=<M(x;y;2);CM|y-3|=tCD| 0], teR
z—2 -4

Une représentation paramétrique de la droite (CD) est donc :

x =4t
(CD) : y=3 , teR
z2=—4t+ 2

2. Soit M un point de la droite (CD).

2.a. Déterminer les coordonnées du point M tel que la distance BM soit minimale.
Soit M un point de la droite (CD), il est donc de coordonnées M (4t ; 3; —4t+2), avec ¢ réel. On est dans un repere
orthonormé donc puisque B(4; —1; 0)ona:

BM=vV(@4r—42+3+1)2+(2-41)2

= \/16t2—32t+ 16+16+4—16¢ + 1612
BM = V3212481 +36

La fonction racine carrée étant strictement croissante sur R., la fonction x — V322 — 48t + 36 est minimale quand
x— 3212 — 481 + 36 I'est aussi.

Le coefficient principal de cette expression du second degré de la forma at? + bt + c est a =32 > 0.
Lexpression posséde donc un minimum en

-b 48 3
A=—=—=—
2a 6 4
x=4t=3

Ainsi la distance BM est minimale pour = a = 1 soit{ y=3
z=—-4t+2=-1
Donc le point correspondant est M(3; 3; —1).

2.b. On note H le point de la droite (CD) ayant pour coordonnées (3 ; 3 ; —1). Vérifier que les droites (BH) et (CD)
sont perpendiculaires.

B4; -1;0)
-1 4
H@3;3;-1) — —
—BH| 4 |.CD| 0 |=-4+0+4=0
C(0;3;2)
-1 -4
D@4;3; -2)

Les vecteurs sont donc orthogonaux. Par ailleurs les droites (BH) et (CD) ont le point H comme point d’intersection.
Elles sont donc bien perpendiculaires.

2.c. Montrer que Paire du triangle BCD est égale a 12 cm?.
D’apres ce qui précéde, (BH) est la hauteur issue de B dans le triangle BCD puisque (BH) et (CD) sont perpendiculaires
en H. Laire du triangle BCD peut donc s’obtenir par :

CDxBH

</ (BCD) = >
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On est dans un repere orthonormée, donc en unités de longueurs :

CD=V42+42=/32=4\2
BH=+v/(-1)2+42+(-1)2=v/18=3V2

Soit :
42 x3y2
</ (BCD) = # - 12 cm®
3.
2
3.a. Démontrer que le vecteur n | 1 | est un vecteur normal au plan (BCD).
2
-1 2
B4; -1;0) — —
BC|l4]|.n|1|=-2+4-2=0
C0;3;2)
-1 2
4 2
C(0;3;2) — —
=CD|0]|.n|1|=8+0-8=0
D4; 3; -2) 4 )

Les vecteurs CD et BC sont non colinéaires puisque par exemple CD présente une coordonnée nulle et pas BC . Le
vecteur n est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (BCD). Il est donc normal au plan (BCD).
3.b. Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

Soit vecteur # non nul et un point A de 'espace. Lunique plan & passant par B et de vecteur normal u est
I'ensemble des points M tels que BM . u =0.

Dans un repere de I'espace, son équation est alors de la forme :

X— XB a

BM|y-ys| . u|b|=0= ax-xp) +b(y—ys)+c(z—z5) =0
Z—2ZR Cc

Donc d’apres la propriété 6 avec B(4; —1; 0) :
x—4 2
M(x;y;2€BCD)<=BM |y+1]|.u|l1]|=0
z—0 2

M(x;y; 2€(BCD) <=2(x-4)+(y+1)+2z=0
M(x; y; 20€(BCD) <= 2x+y+2z—-7=0

(ABC) : 2x+y+2z-7=0

3.c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par A et orthogonale au plan (BCD).
La droite A passant par A et orthogonale au plan (BCD) est par exemple de vecteur directeur 7 .

La droite A passant par le point A(2; 1;4) et de vecteur directeur n (2; 1; 2) est 'ensemble des points M de 'espace
tels que le vecteur AM soit colinéaire a n . On a alors :

x=2 2
A={Mx;y;2); AM|y-1|=kn|1], keR
z—4 2
Une représentation paramétrique de la droite A est donc:
x=2k+2
A y=k+1 , keR
z=2k+ 4
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On injecte les coordonnées d'un point de la droite A dans I'équation du plan.

x=2k+2
y=k+1

—=2R2k+2)+(k+1)+22k+4)—-7=0
z=2k+4

2x+y+2z-7=0
—4k+4+k+1+4k+8-7=0
:>9k=—6

:>k=—g
3

On obtient donc les coordonnées du pont d’intersection :

4. Calculer le volume du tétraéedre ABCD.
D’apres ce qui précede, la hauteur du tétraedre ABCD relative a la face BCD est (Al). On adonc:

_Alx ABcp
- 3

Avec

i

Donc le volume du tétraedre ABCD est :

2 2 (g 2
+|=-1] +{=-—-4] =2cm
3 3

Al xfgcp 2x12 3
= 3 = 3 =8 cm
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Exercice 5. Arithmétique 5 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
A toute lettre de l'alphabet on associe un nombre entier x compris entre 0 et 25 comme indiqué dans le tableau ci-dessous :

Lettre A B C D E F G H I J K L M
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Lettre N o p Q R S T U \% w X Y zZ
X 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Le «chiffre de RABIN » est un dispositif de cryptage asymétrique inventé en 1979 par l'informaticien Michael Rabin. Alice veut
communiquer de maniere sécurisée en utilisant ce cryptosysteme. Elle choisit deux nombres premiers distincts p et q. Ce couple
de nombres est sa clé privée qu'elle garde secréte. Elle calcule ensuite n = p x q et elle choisit un nombre entier naturel B tel que
0 < B < n— 1. Si Bob veut envoyer un message secret a Alice, il le code lettre par lettre. Le codage d'une lettre représentée par le
nombre entier x est le nombre y tel que :

y=x(x+B) [n] avec0< y<n.

Dans tout Uexerciceon prendp =3, g=11 doncn=px q=33 et B=13.

Partie A : Cryptage
Bob veut envoyer le mot « NO » a Alice.

1. Montrer que Bob code la lettre « N » avec le nombre 8.
La lettre « N » correspond a x = 13 et donc avec le codage :
y=x(x+B) [n] avec0<sy<n.
p=3etg=11 <~ y=13(13+13) [33] avec 0< y <33
n=33 et B=13
< y=338[33]
<~ y=8(33]
Bob code la lettre « N » avec le nombre 8.

2. Déterminer le nombre qui code lalettre « O ».

La lettre « O » correspond a x = 14 et donc avec le codage :

y=x(x+B) [n] avec 0<sy<n.
p=3etg=11 <~ y=14(14+13) [33] avec 0< y <33
n=33 et B=13

< y=378[33]

< y=15[33]

Bob code la lettre « O » avec le nombre 15.

Partie B : Décryptage

Alice a regu un message crypté qui commence par le nombre 3. Pour décoder ce premier nombre, elle doit déterminer le nombre
entier x tel que :
x(x+13) =3 [33] avec 0 < x < 26.

1. Montrer que x(x + 13) = 3 [33] équivaut a (x + 23)2 =4 [33].

(x+23)°> =4 [33] < x* +46x+529 =4 [33]
— x* +46x = —525 [33]
— x*+13x=3 [33]
— x(x+13) =3 [33]
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i 2 \ A (x+23) 4[3] e
2.a. Montrer que si (x +23)“ = 4 [33] alors le systéme d’équations 2 est vérifié.
(x+23)° = 4/[11]

Si (x +23)? = 4 [33] alors il existe un relatif k tel que :

(x+23)% =4+33k

Or
(x+23)2=4+33k < (x+23)2=4+3x(11k) =4 [3]
(x+23)2=4+33k < (x+23)2=4+11x (3k) =4 [11]
+232% = 473
Donc si (x +23)% = 4 [33] alors le systeme d’équations (x )2 3] est vérifié.
(x+23) = 4]11]
.. | x+23)2 = a3 )
2.b. Réciproquement, montrer que si 2 alors (x +23) =4 [33].
(x+23) = 4][11]
(x+23)2% = 4[3] (x+23)%2=4+3k
) = ) keZ,peZ
(x+23)° = 4][11] (x+23)°=4+11p
=3k=11p

On va alors appliquer le théoréme de Gauss.

[Théoréme 2 (Carl Friedrich Gauss, 1777- 1855)]

Soit a, b, ¢ des entiers.
a divise le produit bc

Si et , alors adivise c.

a et b sont premiers entre eux

Remarque : Le mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss énonce et prouve ce théoréme (sous forme de
lemme en fait) en 1801 dans son ouvrage « Disquisitiones arithmeticae ».

3k=11p
3 divise 11p = 3 divise p
3 premier avec 11

De ce fait il existe un entier g tel que p =3q donc:

(x+23)2=4+11p=4+11x3g=4+33g =4 [33]

| x+23? = ,
Donc si ) alors (x+23) =4 [33].
(x+23) = Zred) 7o
232 = 1[3
2.c. Endéduire que x(x +13) =3 [33] — (x+ )2 [31
(x+23) = 4[11]

Donc:

x(x+13) =3 [33] < (x+23)%> =4 [33]

(x+23)2=4 [3]
(x+23)2=4 [11]

(x+23)2=1 [3]
(x+23)2=4 [11]
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3.

3.a. Déterminer les nombres entiers naturels a telsque 0 < a < 3 et a?=1[3].
e Poura=0,ona:a’=0%=0 [3];
e Poura=1,0ona:a®=1%=1 [3];
e Poura=2,0ona:a®=2%2=1 [3];

Les entiers naturels vérifiant 0 < a < 3 et a® = 1 [3] sont let2.

3.b. Déterminer les nombres entiers naturels b telsque0< b <11 et p2E=4111l.
e Pourb=0,0ona:b?>=0%2=0 [11];
e Pourb=1,0ona:b?>=1%2=1 [11];
e Pourb=2,0na:b?>=22=4[11];
e Pourb=3,0ona:b*=3%2=9 [11];
e Pourb=4,0ona:b*>=16=5 [11];
e Pourb=50na:b?>=25=3 [11];
e Pourb=6,0na:b*>=36=3 [11];
e Pourb=70na:b?>=49=5 [11];
e Pourb=8,0ona:b?>=64=9 [11];
e Pourb=9,0ona:b*>=81=4 [11];
e Pourb=10,0ona:b?>=100=1 [11].

Les nombres entiers naturels b tels que 0 < b < 11 et b%=4[11] sont 2et9.

4.,

4.a. Endéduireque x(x+13)=3 [33] équivaut aux quatre systemes suivants :

{x52[3] {x50[3] {x52[3] {x=0[3]
u u ou
x = 8 [11] x = 1 [11] x = 1 [11] x = 8 [11]
D’apres ce qui précede, x(x+13) =3 [33] équivaut a:
(x+23)%2 = 4[3]
x(x+13)=3 [33] < )
(2% (x+23) = 4111]
(x+23)% = 13
=
(x+23)2 = 4[11]
{(x+23) =1[3] ou (x+23)=2 [3]
—
) [(x+23) =2][11] ou (x+23)=9[11]
{x =-22[3] ou x=-21 [3]
— x(x+13)=3 [33]
x =-21][11] ou x=-14[11]
{x =2[3] ou x=0 [3]
—
x =1][11] ou x=8[11]
Donc on vient de montrer que x(x + 13) =3 [33] équivaut aux quatre systemes suivants :
{xszm {xEO[S] {xEZ[S] {xEO[S]
ou ou ou
x = 8 [11] x = 1 [11] x = 1 [11] x = 8 [11]

4.b. On admet que chacun de ces systémes admet une unique solution entiére x telle que 0 < x < 33. Déterminer,

sans justification, chacune de ces solutions.
Pour x entier, 0 < x<33:

x = 2 [3] . = 2 [3] .
— une solutionest: x=8 — une solution est: x =23
x = 8 [11] = 1 [11]
et
x = 0 [3] . = 0 [3] .
= une solution est: x =12 = une solution est: x =30
x = 1 Q11 — = 8 [11] .
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5. Compléter I'algorithme en Annexe pour qu'il affiche les quatre solutions trouvées dans la question précédente.

Pour x allant de 0 432
Sile reste de la division de x(x + 13) par 33 est égal a 3 alors
Afficher x
Fin Si
Fin Pour

6. Alice peut-elle connaitre la premiére lettre du message envoyé par Bob? Le « chiffre de RABIN » est-il utilisable pour
décoder un message lettre par lettre ?

Alice a recu un message crypté qui commence par le nombre 3. Pour décoder ce premier nombre, elle doit déterminer le
nombre entier x tel que :

x(x+13) =3 [33] avec 0 < x < 26.

On vient de montrer que pour x entier avec 0 < x < 33, les solutions de I'équation x(x+13) =3 [33] sont au nombre de
quatre : 8, 12, 23 et 30.

Le «chiffre de RABIN » n’est donc pas utilisable pour décoder un message lettre par lettre.

e» Fin du devoir e
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