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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats
1. a.

Solution :
f est dérivable sur ]0; 1] comme produit de fonctions dérivables sur ]0; 1].

—

f=uv? = f'=u'v’>+2uv'vavec
v(x)=1-In(x)

V' (x) = —i
Vxelo; 1], f/(x) = (1 —1n(x))2 —2(1 —ln(x)) = (1 —ln(x)) (1 ~In(x) —2)

Onadoncbien Vx€]0; 1], f'(x) = (ln(x) + 1) (ln(x) — 1).

b.
Solution :
Sur]0; 1], In(x) <0d’ ot (ln(x) = 1) <0
f'(x) est donc du signe contraire de (ln(x) + 1)
In(x)+1>0 < x>e~!, on en déduit le tableau des variations de f
x |0 e”! 1
f'(x) + 0 -
4e7!
f(x) / \
0 1
2. a
Solution: ONy 2 = 0,5 et OPy » = 2,6
s ,os . , . 05x26 PSR
On en déduit que 'aire du triangle O Ny 2 Py 2 est d’environ = 0,65 unités d’aire.
b.

1
Solution: Vx€]0; 1]g'(x) = —.
X

1
dy 2 est de coefficient directeur g'(0,2) = o =5.0nadoncdy, : y=5x+b

’

Or dy » passe par My (0,2 ; ln(0,2)), on en déduit b =1In(0,2) — 1 = -1 —1n(5)
Finalement dp, : y=5x—-1In(5)-1

Solution: OPy, = [In(0,2) —1| =1 +1n(5)

1+In(5 1+In(5
5x+In(0,2)-1=0<x= ( )doncONO_Z: 5( )
1+In(5))2
L'aire du triangle ONp » Py » est donc % ~ 0,681 unités d’aire.

3. <f(a) est maximale. Déterminer cette aire maximale.
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Solution :

1
On remarque que < (a) = > f(a) donc l'aire sera maximale si f(a) est maximale

1 2
n en déduit que 'aire est maximalesia=e " etona </ (e”")=-f(e ") =2e™ " = — = 0,74 unités d’aire.
On en déduit que 1 t 1 et dlz 1) =2e7! 0,74 unités d
e
Exercice 2 4 points
Commun a tous les candidats
1. a.
Solution :
1 1 1-i 1 1,
ZAI == - = - = === =]l
-1+i 1-i 2 2 2
b.
Solution :
1 x ) ) . . x
y = -7 = —2e™'s qui n'est pas I'écriture exponentielle; or —1 = e'”; donc zg =2 x e xe™'s =
2
227
2e's .
c.
Solution :
- P Il zpa = —1+1idonc A se place sans probleme.
»~ T~ ~
s N
. : \\
0 N oLz 1 i\/§
/Al . B=500 =gty
)/ s N donc Blse situe sur le cercle de centre O et de
/) | 7 B \\ rayon 5 a l'intersection de la droite d’équa-
1 | P
- hf \ . 1 .
ll : / | ™\ \‘ tion x = i dans le premier cadran.
| ! ! | ;
l\ e BT ,l
v ’
\ S - / 1 1 R
\ FToe, ! z, = -~ — ~idonc A’ se place sans probleme.
\ A / 2 2
\ /
\ /
\ /
AN / = —2e715 =2e%5 = ~1+iV3
\\\ /// donc B’ se situe sur le cercle de centre O
AN -7 et de rayon 2 a l'intersection de la droite
Tl _-- d’équation x = —1 dans le deuxieme cadran.
2. a
Solution :
i 1
LT e
__ Lo
r
— le—ieein
=
_ Lm0
-
b.
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Solution :

Si M, distinct de 0, appartient au disque de centre 0 et de rayon 1 sans appartenir au cercle de centre
0 etderayon 1, alors OM < 1

OM<1 < |z]<1
1

z

— >1

1

Z
= OM'>1

On en déduit donc que I'affirmation est vraie : si un point M, distinct de O, appartient au disque de

centre O et de rayon 1 sans appartenir au cercle de centre O et de rayon 1, alors son image M’ par la

fonction f est al'extérieur de ce disque.

= >1

3. a
Solution: On pose z=x+1iy
Méthode 1 :
1
M) el < MI<2=Z
— |z—-z |2—l
K7y
12 1
= |z+-| =-
2 4
1 2
— [x+=-+iy| ==
2
1)2 , 1
= |x+=-| +y°=-
2 4
1 1
= +x+-+y>==
4 4
OnadoncbienT : x*>+x+y%=0.
Méthode 2 :
) 2 (1) 1
T (x—xx)*+(y-yx) = > oer:EetyKZO
2
21 2 2
DoncT : x+5 +y :Z — T :x*+x+y =0.
b.
Solution : .
o 1 __ Xy
x+iy  x2+y?
Doncz'=-———+ 2y 5
X*+y° x°+y
c.
Solution :
M un point de T, distinct de O alors x? + x+ > =0 = x2+3y?=—-x#0
o ; x X
Onen déduit que Re(z') = -—5—— =-—— =1
xX*+y -X
Donc I'image M’ du point M par la fonction f appartient a la droite d’équation x = 1.
Exercice 3 6 points
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Commun a tous les candidats
Partie A

1.

Solution :
d est orthogonale a P donc elle est orthogonale a toute droite de ce plan et en particulier a (AC).
(AC) est perpendiculaire a (AB) car ABC est rectangle en A.

(AC) est donc orthogonale a deux droites sécantes du plan (BAD), on en déduit que (AC) est orthogonale
au plan (BAD).

Solution :
d est perpendiculaire a P donc ABD et CBD sont rectangle en B.

ABC est rectangle en A d’apres I’énoncé et on a montré dans la question précédente que ACD est rectangle
enA.

Finalement, ABCD est bien un bicoin.

3. a.

Solution :

[CD] est 'hypoténuse de BCD et de ACD donc [CD] est plus grand que [BC], [BD], [AC] et [AD].
Or [AD] est I'hypoténuse de ABD donc [AD] est plus grand que [BD].

Finalement [CD] est la plus longue aréte du bicoin car elle est plus longue que les 5 autres.

Solution :

I est le milieu de I'hypoténuse dans BCD rectangle en D donc il est le centre du cercle circonscrit a
BCD on a alors IB=IC=ID.

De méme dans ABC rectangle en A on a IB=IC=IA.
Finalement I est équidistant des 4 sommets du bicoin ABCD.

Partie B

Solution :
2

u | -2 | est directeur de d donc normal a P.
1
M(x;y;z)EP@m-ﬁ:O
x—3 2
— |y—-1]1-2|=0
zZ+5 1
— 2(x-3)-2(y—-1+z+5=0
Finalementona P : 2x—-2y+z+1=0

Solution :

En posant ¢ = 2 dans la représentation paramétrique de d on obtient les coordonnées de B donc B € d.
2xg—2ys+2z3+1=10—-10—1+1=0doncBe P.

Finalement d perce bien P en B
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3.
Solution :
2xc—2yc+zc+1=14-6-9+1=0donc CeP.
AC*=42+2%+(-4)2=36 , AB? =22 +42+4% =36 et BC* =22+ (-2)*+(-8)* =72
On a alors AC? + AB? = BC? donc ABC est rectangle en A d’apreés la réciproque du théoréme de Pythagore.
4. a.
Solution :
MedetBeddoncd=(MB).
De plus B et A sont deux points distincts de P donc (AB)c P et on sait que d est perpendiculaire a P
donc orthogonale a toute droite de P. On en déduit que (MB) est perpendiculaire a (AB).
Finalement on a donc bien ABM rectangle en B
b.
Solution :
ABM est isocele en B si et seulement si BM =AB
BM =AB < BM? = AB?
= Qt-4*+(-2t+4*+(t-2)*=36
< 4r*-161+16+41* - 161+ 16+ 1 — 41 +4 =36
< 92-361=0
— ?-4t=0
c.
Solution :
t=0
2-41=0 < t(t-4)=0 < {ou
r=4
Donc M;(1;9; —3) et M>(9; 1; 1) sont les points de la droite d tels que les triangles rectangles ABM;
et ABM, soient isoceles en B.
Partie C

Solution : ABCD est un bicoin car ABC est rectangle en B (voir question 3.) et D est un point de la perpendiculaire
au plan (ABC) passant par B.

D’apres la question 3.b. de la Partie A, on sait alors que le milieu I de [CD] est équidistant des quatre sommets
du bicoin.

Le centre de la sphere circonscrite a ABCD est donc I(8; 2 ; —4) milieu de [CD].

Le rayon de la sphere est IC= \/(xc —x?+ (yc- yI)2 +(zc—2z)%=v27=3V3

Exercice 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. a.

Solution : L'énoncé donne p (R;) =0,9 , Pr, (R») =0,95 et P (Ry) =0,2.

095 g
R —
0,9 P~ _
0,05 R
0,2
0,1 R_/RZ
1
Py
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b.

Solution : On cherche p (R; N Ry)
p(R1NRz) =p(R1) x p,, (R2) =0,9x0,95=0,855

Solution : On cherche p (R,)
R; et R, forment une partition de 'univers donc, d’aprés les probabilités totales on a :

pRy) =pR1NRy)+ P(R_lﬂRz)
=0,855+p (R_l) x Py (Ro)
= 0,855+ 0,1 x 0,2
= 0,875

Solution : On cherche p,, (R_l)

S /) RiNR
Pk, (Rl) —(p ERZ) 2)

(R_) 002 _ 4 0023
P \")= 0875 " 175

Solution :

'n

Solution :
R, et R, forment une partition de I'univers donc, d’apreés les probabilités totales on a :
Tn+1 =P (Rps1)

= P(Rn " Rys1) + P (Ra R

= Py, Rus1) X P (Re) + P (Ru1) x p (R

=0,95r,+0,2(1—r1ry,)

=0,75r,+0,2

Solution : On procede par récurrence
Initialisation : r; = p (R;) =0,9 et 0,1 x 0,75°+0,8=10,9

Hérédité : Soit 7 un entier naturel non nul tel que r, = 0,1 x 0,751 +0,8
I'n+1 = 0,751, + 0,2 d’apres la question précédente
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=0,75(0,1 x 0,75"1 +0,8) + 0,2 d’apres 'hypothése de récurrence

=0,1x0,75"+0,6+0,2
=0,1x0,75"+0,8

A.P.M.E.P.

On en déduit que la propriété est héréditaire a partir du rang 1 or elle est vérifiée a ce méme rang.

Par le principe de récurrence on peut donc conclure que Vn e N* , r, = 0,1 x 0,751 +0,8

d.
Solution :
|0,75| < 1 donc nliIP 0,75""! = 0 et par opération sur les limites on a nhrf rn=0,8
On en déduit qu’avec le temps, la probabilité pour un client de rendre la bouteille se stabilise a 0,8
Exercice 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
1.
Solution :
D’apres I'énoncé, on a
1 3
Any1 = -G+ an +2 - {an+1 =0,5a, +0,75b, +2
bn+1:an+3 bn+1:O)25bl’l+3
0,5 0,75 2
Ce systeme se traduit par U+ = MU, +Cou M = etC=|_[.
0 025 3
2. a
Solution :
1 0
pP? = ( 0 1) = I, avec I, la matrice identité d’ordre 2.
On en déduit que P est inversible et P~1 = P
b.
Solution :
1 3 0,5 0,75 1 3) (05 15 1 3) (05 O
PMP = (o —1) 8 ( 0 0,25) 8 (o —1) - ( 0 —0,25) 8 (o —1) - ( 0 0,25)
O 05 0
Donc PMP = D avec D la matrice diagonale 0 025
c.
Solution :
PDP=13XO,50><13=0,5 0’75><1 3=0,50,75=
0 -1 0 025 0 -1 0 -0,25 0 -1 0 0,25
d.
Solution :
Initialisation : M° = I, et PD°P = PI, P = P?> = P d’aprés la question 2.a.
Hérédité : Soit n un entier naturel tel que M" = PD" P
M1 = PD"P x M d’aprés 'hypothese de récurrence
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= PD"P x PDP d’apres la question précédente

= PD"[,DP d’apres la question 2.a.

— PDn+lP
On en déduit que la propriété est héréditaire a partir du rang 0 or elle est vérifiée a ce méme rang.
Par le principe de récurrence on peut donc conclure que Vne N, M" = PD"P

3.
Solution :
0,5 0,75 10 2
Mx+c=" "
e ( 0 0,25) ) (4)+(3)
_(8), () _ (0
1) \3) |4
Onadoncbien X=MX+C
4. a.
Solution :
VneN, Vi1 =Up1— X
= MU, + C - X d’apres la question 1.
= MU, — MX d’apres la question 3.
=MU,-X)
=MV,
b.
Solution :
VneN,V,=U,-X < U,=V,+X
U, =V, +X
-9
=M"Vy+X avecVy=Uy—X= (_3)
0,5" 3x0,5"—-3x0,25" -9 10
= X =+
0 0,25" -3 4
_[—18x 0,5" +9x0,25" +10
B -3x0,25" +4
5. a
Solution :
vneN, b, =—-3x0,25"+4donc b,+1—b, = —3%0,25"1 +3x0,25" =3x0,25" (1 -0,25) =9x0,25"*! >
0
On en déduit que (b;,) est croissante.
De plus, YneN, 4 -3 x0,25" > 4 donc (b;,) est majorée par 4.
10,25| <1 donc lim 0,25" = 0 et par opération sur les limitesona lim b, =4
n—+oo n—+oo
b.

Solution :

10,25| < 1et]0,5/ <1donc lim 0,25" = lim 0,5" =0 et par opération surles limitesona lim a;,=10
n—-+00 n—+00 n—-+
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Solution :

nl_lgloo an = 10 et (a,) est croissante donc elle est majorée par 10. On sait d’autre part que (b,) est
majorée par 4.

Finalement il suffit de prévoir une contenance de 1000 litres pour le bassin A et 400 litres pour le
bassin B.
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