Chapitre 13

Espaces vectoriels

13.1 Structure de corps

DEFINITION 13.1 : Corps
On considere un ensemble K muni de deux lois de composition interne, notées + et x. On dit que
(K, 4 ,%) est un corps si et seulement si:

1. (K, +,X) est un anneau;

2. tout élément non-nul de K est inversible pour la loi x.

Exemple 25. (Q,+,x), (R,+,%), (C,+,X) sont des corps, mais (Z,+,%x) n’en est pas un car les seuls éléments
inversibles sont 1 et —1.

PROPOSITION 13.1 : Un corps est un anneau integre
Dans un corps (K,+,x), si deux éléments (z,y) € K? vérifient x xy = O, alors 2 = O ouy = Ox.
En particulier, on peut « simplifier par un élément non nul »:

V(a,z,y) €EK3 a #0g, axz=axy=>z=y

N

(DiFiNiTION 13.2 : Sous-corps
Soit K’ C K un sous-ensemble d’un corps (K, +,x). On dit que la partie K’ est un sous-corps du
corps K si et seulement si:

1. K’ est un sous-anneau de 'anneau (K, + ,x);

2. l'inverse de tout élément non-nul de K’ est dans K.

[DiéFNiTION 13.3 Morphisme de corps
Une application f entre deux corps (K,+,x) et (K’,4+,X) est un morphisme de corps si et seulement
si ¢’est un morphisme d’anneaux.

( - = 2 o )
THEOREME 13.2 : Calcul d’une somme géométrique dans un corps

Soit un élément k¥ € K du corps (K, + ,Xx). Alors la formule suivante permet de calculer une
progression géométrique de raison k :

n , 1— -1 1_ n+1 . 1
Yk =1+k+k++k" = 1=k (1 = k) si b
=0 (n+ 1)1k sik=1




F1G. 13.1 — Addition de vecteurs dans R2.

13.2 Espaces vectoriels

(DEFINITION 13.4 Espace vectoriel )
Soit (K, + ,x) un corps commutatif. On appelle espace vectoriel sur le corps K tout ensemble E
muni d’une lci + et d’une loi de composition externe

KxFE — E
Nx) — Az

vérifiant :
1. (FE,+) est un groupe commutatif,
2. Y(\pu) € K2, V¥(z,y) € E*
(a) At p) w=A-a4p-a
(b) A (z+y)=A-z+A-y
(© (xp)-z=XA-(u-a)
3.V e E,1g -x==x
On dit aussi que E est un K-espace vectoriel. Les éléments de E s’appellent les vecteurs et les
@éments de K les scalaires. L’élément neutre pour +, est noté Og et s’appelle le vecteur nul. )

Exemples

a) Si K est un corps commutatif, on définit une loi externe en posant pour A € K et x € K, A - z = A X x.
Muni de « + » et « - », K a une structure de K-ev.

b) Si K = R et E = R?, on définit I'addition de deux vecteurs: X = (z1,72), Y = (y1,y2) X+Y = (21+y1,72+y2)
et la multiplication d'un scalaire par un vecteur: Si A € R, A - X = (Ar1,A\z2). Muni de ces deux lois, R? a une
structure de R-ev. On peut représenter un vecteur X = (x1,22) de R? par une fleche joignant le point (0,0) au
point (z1,z2). L’addition de deux vecteurs s’obtient en tragant un parallélogramme.

(- .
ProposiTION 13.3 : Espace produit
Soit K un corps commutatif et Fy,...,E, des K-ev. On définit sur Fq X --- X E,, les lois:

(@15 5n) + (W15 yn) = (@1 + Y1, Tn + Yn)

A (@1, ymn) = (A - 21,00 - ay)

et alors (E7 X -+ x E,,+,-) est un K-ev. Le vecteur nul est (0g,,...,0g,).

En particulier, R™ est un R-ev et C" est un C-ev.

(PROPOSITION 13.4 : Espaces de fonctions )

Soit A un ensemble quelconque et E un K-ev. On note F(A,E) Pensemble des fonctions de A vers
E. On définit alors deux lois sur F(A,E):

) A — E
V(f.9) € F(AE), (f+9)'{ r = f(z)+g(x)

A — FE

VfeF(AE)VYEK, )\'f:{x = A f(x)

Alors (f(A,E), +, ) est un K-ev.
g




COROLLAIRE 13.5 : Espace de suites
Si F est un K-espace vectoriel, ’ensemble des suites & valeurs dans K, muni des lois + et - est
également un K-espace vectoriel (S(E), +,-).
(PROPOSITION 13.6 : Regles de calcul dans un ev )
pour tout (\,u) dans K2, pour tout (x,y) dans E?, on a:
A=p)-z=X-z—p-x
OK X = OE
A-(z—y)=A-z—X-y
A-0p=0g
(=N z==(A-2)=X (-2
L A 2)=0g <= (A=0x ouz =0g) )

On écrira désormais Ax a la place de A - = lorsque la confusion ne sera plus a craindre.

13.3 Sous-espaces vectoriels

DEFINITION 13.5 : Sous-espaces vectoriels

Soit (E,+,-) un K-ev et F' C E une partie de E. On dit que F est un sev de E si et seulement si:
1.0g e F

2.V(z,y) € F?,V(\p) € K%, Ax+ py € F (on dit que F est stable par combinaisons linéaires).

ProproSITION 13.7 : Un sev a une structure d’espace vectoriel
Si F est un sev de F, alors muni des lois restreintes a F', F' est un K-ev.

Remarque 129. Si E est un espace vectoriel, alors les parties {Og} et E sont toujours des sev de E.
Exemple 26. Les sous-espaces vectoriels de R? sont: {0}, R?, toutes les droites passant par I'origine:

F={Xzo.yo) ; A€ R}

N Frercice 15-1 I
Soit [ ’ensemble des suites réelles convergeant vers 0. Montrer que c¢’est un R-ev.

EE Frercice 15-2 M
Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sev de I’espace vectoriel E = F(R,R)?

1. F=C"(R);

F={feF[f1)=2f0)};

F={feF[f0)=f1)+1};
F={feF|VeeR f(z)= (1 -2)};

F={feF|fdérivable et Vz € R, f'(z) = a(x)f(x)} ol a € E.
F={feF|fdérivable et Vx € R, f'(z) = a(z)f?(x)} o a € E.

Bl

THEOREME 13.8 : L’intersection de sev est un sev
Soit (F;)ier une famille de sev de E. Alors (), F; est un sev de E.

N Frercice 15-3 I
Montrer que C™(I,R) et C*°(I,R) sont des R-ev.

~

(DéFINITION 13.6 : Espace vectoriel engendré par une partie
Soit un K-ev E et une partie A C E de E. On appelle sous-espace engendré par la partie A, le
plus petit sev de E contenant A. On note F4 ’ensemble des sev de E contenant A, alors:

Vect(A) = ﬂ F

FeFa




THEOREME 13.9 : Caractérisation de Vect(A)
Si A # (), Vect(A) est 'ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A :

Vect(A) = {A\1a1 + -+ Apxn 5 n € N* (A\q,...,A\,) € K™ (aq,...,a,) € A"}

I [xercice 13—4 |
Dans R?, déterminer le sev engendré par A = {(1,1,1),(1,0,1)}

EE Frercice 15-5 I

1. Si A C B, montrer que Vect(A) C Vect(B).
2. Si F est un sev, montrer que Vect(F) = F.
3. Montrer que Vect(Vect(A)) = Vect(A).

N Frercice 15-6 I
Dans l'espace S(R), on définit pour n € N la suite:

en =(0,0,...,0,1,0...)

(tous les termes de la suite sont nuls sauf le nieéme qui vaut 1). Déterminer le sev engendré par la partie
A={e,; ne N}

[DéFINITION 13.7 ©  Somme de sev
Soit F un K-ev et Fi,...,F, des sev de E. On appelle somme des sev F;, 'ensemble

Fi+-+Fo={m+ +a,; 11 €F,....z, € Fp}

[ THEOREME 13.10 : Caractérisation de Vect(Fy + - - -+ F},)
Fi +---+ F,, est un sev de F et

Fi+---+F,=Vect(FLU---UF,)

N Frercice 15-7 M
Dans l'espace R?, on considere les parties F' = {(2,0,0) ; x € R} et G = {(z,2,0) ; = € R}. Montrer que ce sont
des sev et déterminer le sous espace F' + G.

DEFINITION 13.8 : Somme directe

Soient deux sev F}, Fy de l'espace vectoriel . On dit que la somme F; + F5 est directe si et
seulement si tout vecteur de F} + F5 s’écrit de fagon unique x = x1 + w2 avec x1 € F} et x9 € Fb.
LOn note alors F; @ F5 cette somme.

THEOREME 13.11 : Caractérisation d’une somme directe

Soient deux sous-espaces vectoriels F; et F5 d’un espace vectoriel E. On a la caractérisation suivante
P P

d’une somme directe :

|H+E=H@E¢$EHE=mﬂ

\ J

[DiriNiTION 13.9 - Sous-espaces supplémentaires
On dit que F} et F5 sont deux sous-espaces supplémentaires d’un espace vectoriel E si et seulement
si:

E=F&F

Remarque 130. Cela signifie que tout vecteur de E s’écrit de fagon unique sous la forme

T =2x1+ 29 avec 1 € I, x50 € Fy

Pour montrer que E = F; & Fy:
1. Montrons que la somme est directe, c’est & dire F; N Fy = {0}. Soit 2 € F1NF; ...donc
xr = OE.
2. Montrons que £ = Fy + Fy: soit ¢ € E. Posons 1 = ... et 3 = .... On a bien
1 € F, 20 € Fy et x =21 + 2.




Remarque 131. Ne pas confondre supplémentaire avec complémentaire: le complémentaire d’un sous-espace
vectoriel n’est jamais un sous-espace vectoriel (il ne contient pas le vecteur nul).

Remarque 132. 11 existe en général une infinité de supplémentaires d’un sous-espace vectoriel. Ne pas parler du
supplémentaire d’un sev.

N [rercice 153-8 I
Dans l'espace E = R*, on considere les sev

F = Vect((1,2, — 1,0),(0,2,0,1)) et G = Vect((2,0,0,1),(1,0,0,1))

Ces deux sous-espaces sont-ils supplémentaires dans E7

N [rercice 15-9 I
Dans l'espace E = F(R,R) on consideére 'ensemble P des fonctions paires et 'ensemble Z des fonctions impaires.
Montrer que

E=P®T

13.4 Sous-espaces affines

(DiFiNITION 13.10 - Sous-espace affine )

On dit qu'une partie F d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace affine de F si il existe un
élément a de E et un sous-espace vectoriel F' de E tel que

F={a+ f|feF

\On note alors F = a + F. On dit que: le sev I est la direction du sous-espace affine F;

a+ f

FiG. 13.2 — Sous-espace affine

LEMME 13.12 : Indépendance d’un vecteur particulier
Si F est un sous-espace affine de direction F', alors pour tout élément a’ € F, F =a’ + F.

DEFINITION 13.11 : Sous-espaces affines paralléles
On dit que le sous-espace affine G de direction G est paralléle au sous-espace affine F de direction
F lorsque G C F.

Remarque 133. Dans R3, une droite peut étre parallele & un plan, mais il est incorrect de dire qu’un plan est
parallele a une droite.

THEOREME 13.13 : Intersection de sous-espaces affines
Soient F et G deux sous-espaces affines de directions F' et G. Si 'intersection F NG n’est pas vide,
alors F N G est un sous-espace affine de direction le sous-espace vectoriel F'N G.




g
Frg |9----_ 6

Og FnaG

(a) Sous-espaces affines paralleles (b) Sous-espaces affines
supplémentaires dans le plan

F1c. 13.3 — Intersection de sous-espaces affines

(ProPOSITION 13.14 : Intersection de deux sous-espaces affines de directions |
supplémentaires
Soient deux sous-espaces affines F et G de directions F' et G, avec

E=Fa&ad

Alors leur intersection est un singleton: 3a € F NG tel que F NG = {a}.
(&

13.5 Systemes libres, générateurs

DEFINITION 13.12 : Systéme de vecteurs
Un systeme de vecteurs est un n-uplet S = (z1,...,z,) de vecteurs de E.

Remarque 134. On parle également de famille finie (x;);cr de vecteurs o I est un ensemble fini.

(DiFiNITION 13.13 - Systéme libre
On dit qu'un systeme de vecteurs S = (1, ...,x,) est libre si et seulement si

V(/\l,...,)\n)EK”,/\1$1+-'-+/\TL{E”:0E:>/\1:-":/\n:OK

Sinon, on dit que le systeme est [ié.

Pour montrer qu’un systeme est libre:
1. Soient (A1,...,An) € K™ tels que Myz1 + -+ + Az, =05
2. ...donc A\ =--- =X\, =0

(PROPOSITION 13.15 : Propriétés des systemes liés
Soit S = (x1,...,x,) un systeme de vecteurs de E.
a. Sil'un des vecteurs est nul, le systeme est 1ié;
b. Si I'un des vecteurs du systeme apparait plus d’'une fois dans S, le systeme est 1ié;
c. Si le systeme est 1ié, 'un des vecteurs s’exprime comme combinaison linéaire des autres
vecteurs du systeme:

di e [1,TL], 3()\1, RPN VI, P PR 7)\n) e Kt tq z; = Z )\jxj
1§j§n

. s J

B [zercice 15-10 M

Dans I'espace R?, on considere les vecteurs z; = (1,0,2), 22 = (1,1,1) et 23 = (1,1,1). Le systéme (z1,72,23)

est-il libre?




E Frercice 15-11 M

Dans 'espace F(R,R), on considere les deux fonctions définies par f(z) = cosz et g(z) = sinz. Montrer que le
systeme (f,g) est libre.

Les trois fonctions définies par f(z) = 1, g(z) = cos? z et h(z) = cos 2z forment-elles un systeme libre?

N [xercice 13-12 M
Dans l'espace E = F(R,R), on considere les fonctions définies par Vk € N,

R — R
fk:{ x +— sin(kx)

Montrer que Vn € N*, le systeme S = (f1,...,fn) est libre. On calculera d’abord pour (p,q) € N2, I'intégrale:

2
/ sin(pz) sin(gz) dr = dpq
0

N Fiercice 15-13 I
Dans l'espace E = F(R,R), on pose pour k € N,

fki{R — Rk

T = T

Montrer que Vn € N*| le systeme S = (f1,...,fn) est libre.

-

DEFINITION 13.14 : Systémes générateurs
On dit qu'un systeme de vecteurs S = (z1,...,x,) est générateur d'un espace vectoriel E si
et seulement si tout vecteur de F peut s’exprimer comme combinaison linéaire des vecteurs du
systeme :

Ve e E, 3( A1, ..., ) E K" tqxz =Mz + -+ A

Remarque 135. Cela signifie que Vect(S) = E.

Pour montrer qu’un systeme est générateur:
1. Soit z € F;
2. posons A\; = ... .\, =...;
3. on abien x = A\x1+ -+ A

N [rercice 15-1/ I
Dans I'espace R?, montrer que les trois vecteurs x; = (1,1), 1o = (2,3) et z3 = (2,2) forment un systeme
générateur.

(DéFINITION 13.15 : Base
On dit qu'un systeme de vecteurs S = (x1,...,2,) est une base de l'espace vectoriel F si et
seulement si:

1. le systeme S est libre;

2. le systeme S est générateur.

.

Remarque 136. Cela signifie que tout vecteur de E s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de
vecteurs de S.

Pour montrer qu’un systeme est une base:
1. Montrons que S est libre ...

2. Montrons que S est générateur ...

DEFINITION 13.16 : Base canonique de K"
Si E = K™, il existe une base privilégiée, la base canonique e = (e, ... ,e,) ol

e1=(1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),..., en = (0,...,0,1)

Remarque 137. Ne pas parler de la « base canonique » d’un espace vectoriel quelconque . ..

N [rercice 153-15 M
Montrer que dans I’espace R?, le systeme formé des vecteurs e; = (1,0,1), ez = (1,—1,1) et e3 = (0,1,1) est une
base.




13.6 Applications linéaires

N

(DiFiNITION 13.17 - Application linéaire
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K et une application v : E +— F. On dit
que P'application u est linéaire si et seulement si:

1. Y(z,y) € B2, u(z +vy) = u(z) +u(y);

2. Vz € ENV) € K, u(Ax) = du(x).

\

PRrROPOSITION 13.16 : Caractérisation des applications linéaires
L’application u est linéaire si et seulement si:

V(z,y) € B2, V(\p) € K2 u(hx + py) = Au(z) + pu(y)

;

Remarque 138. Si lapplication u est linéaire et si e = (eq,...,e,) est une base de E, on connait complétement
I’application u si I’on connailt 'image par u des vecteurs de la base.

N Frcrcice 13-16 M
Déterminer toutes les applications linéaires de R vers R.

N Fiercice 15-17 I
Déterminer toutes les applications linéaires de R? vers R2.

N [rcrcice 13-18 I
Soit 'application
{ C([0,1R) — R
o : 1
f = o fla) dz

Montrer que ¢ est une application linéaire.

[ THEOREME 13.17 : Image directe, réciproque d’un sev par une application linéaire
Soit u : E — F une application linéaire, V un sev de E et W un sev de F. Alors:

1. u=Y(W) est un sev de E;
2. u(V) est un sev de F.

(DiFNITION 13.18 - Image, noyau d’une application linéaire )
Soit u : E — F une application linéaire. On appelle:
1. noyau de u: Keru={z € E|u(z) =0r} =u"t({0r}) (sevde E);
2. imagede u:Imu={ye F|Ix € E, y=u(x)} =u(F) (sev de F).
E = F
L Ker u Imu )

[ THEOREME 13.18 : Caractérisation des applications linéaires injectives et surjectives
Soit une application linéaire u : F +— F.

1. L’application u est injective si et seulement si Keru = {0g};

2. L’application u est surjective si et seulement si Imu = F.

N [xcrcice 13-19 I
Déterminer le noyau et I'image de I'application linéaire

) R3 — R?

Est-elle injective? Surjective?

N [rercice 13-20 I
Soit I'espace E des fonctions indéfiniment dérivables sur R. On considere 'application :

F — F
D.{fo,

Montrer que application D est linéaire et déterminer son noyau.




. . N
THEOREME 13.19 : Equation u(z) =b

Soit une application linéaire u : E — F. On considére un vecteur b € F', et on note Sg ’ensemble
des solutions de 1’équation u(z) = b. Alors

1. sibgImu, Sg =0;
2. si b € Imu, il existe une solution particuliere zo € Sg. L’ensemble des solutions s’écrit alors

Sg={x0+k; keKeru}

On dit que c’est un sous-espace affine de 1’espace vectoriel E.

Keru

Imu

FiG. 13.4 — Equation u(x) = b

THEOREME 13.20 : Composée d’applications linéaires
Soient E,F,G trois K-evet u: E+— F, v: F+— G deux applications linéaires. Alorsvou : £ — G
est une application linéaire.

N [rercice 15-21 I
Soient (u,v) les deux applications linéaires définies par:

{ (EZ) -~ <§i> { (EZ) - &3)

Déterminer uw o v et v o w.

N [xercice 13-22 I
Soient u,v : F — E deux applications linéaires vérifiant u o v = 0. Comparer Imv et Ker u.

THEOREME 13.21 : Inverse d’une application linéaire bijective
Soit u : B+ F une application linéaire bijective et u~"' sa bijection réciproque. Alors u=! : F +— E
est une application linéaire.

(DiFINITION 13.19 : endomorphisme, Isomorphisme, automorphisme
Soient E, F' deux K-ev. On note L(FE,F) ’ensemble des applications linéaires de E vers F.
1. Un endomorphisme de E est une application linéaire u : F — E. On note L(E) = L(E,E)
I’ensemble des endomorphismes de F ;
2. Un isomorphisme de E vers F' est une application linéaire u : E — F' bijective ;
3. Un automorphisme de E est un endomorphisme de E' bijectif. On note GL(E) I'ensemble des

L automorphismes de F. )

THEOREME 13.22 : L(E,F) est un espace vectoriel
L’ensemble des applications linéaires d’un espace E vers un espace F, (L(E B+, ) est un K-ev.




13.7 Structure d’algebre

N

(DiFINITION 13.20 :  Structure d’algebre
Soit un corps commutatif K et un ensemble F muni de deux lois de composition interne +, x
et d’une loi de composition externe « - ». On dit que (F, 4+, X ,-) est une algébre sur K si et
seulement si:

1. (E,+,.) est un K-ev;

2. (E, 4+ ,x) est un anneau;

3.VANEK,V(zy) e B2, (V- 2)xy=ax(A-y)=X-(zxy).

Remarque 139. Si E est une algebre, alors (E, +,-) est un e.v. et (F, + ,X) est un anneau.
En particulier, on dispose des regles de calcul dans ces deux structures (binéme, factorisation).

Exemples fondamentaux d’algébres:
1. (C,+,x,-) (ou - désigne la multiplication d’un complexe par un réel) est une R-algebre;
2. (F(I,R),+, x,-) est une R-algebre.
3. (S(R), +, x,-) (suites réelles) est une R-algebre;
4. K" est une algebre si 'on définit la multiplication par

(T1 e sn) X (Y15 -+ 5Yn) = (T1Y15 - - - TnYn)

(DiFINITION 13.21 - Sous-algeébre )

Soit une K-algebre (E, +, X ,-) et une partie A C E de cette algebre. On dit que A est une
sous-algebre de E lorsque:

1. 0pe A, 1 e A;

2. A est stable par CL: V(z,y) € A%, V(\,u) € K2, A\x + uy € A;

3. A est stable pour la loi x: V(z,y) € A2, z x y € A.

\Alors munie des lois restreintes, A est une algebre. )

~

(DiFiNTION 13.22 - Morphismes d’algébres
Soit f : E — E’ une application entre deux algebres. On dit que f est un morphisme d’algebres si
et seulement si:

1. f est une application linéaire: V(z,y) € E?, V(\,u) € K2, f(0x + uy) = Mf(x) + uf(y);

2. V(z,y) € B2, f(z xy) = f(z) x f(y);

3. f(lE) = 1F- J
Remarque 140. En d’autres termes, un morphisme d’algebres est un morphisme d’anneau et une application
linéaire.

N [xcrcice 13-25 I
Montrer que C"(R,R) est une algebre.

EE Frercice 15-2/ I
Montrer que f : C +— C défini par f(z) = Z est un morphisme d’algebres.

(DEFINITION 13.23 : Application identité h
Soit F un K-ev on définit ["identité de E par:

. EFE — F

ldE . { x — 2
Soit @ € K. On appelle homothétie vectorielle de rapport o I’application

ho = aidg : { E— B
T = a-z

\C est un endomorphisme de E. )
THEOREME 13.23 : Algebre L(E)
Soit E un K-ev. (L(E),+ ,0,-) est une K-algébre.




THEOREME 13.24 : Groupe linéaire
(GL(E),0) est un groupe (non-commutatif) d’élément neutre idg. C'est le groupe linéaire.

Remarque 141. En général, si (u,v) € GL(E)?, on n’a pas (u+ v) € GL(E). Si u € GL(E), alors VA € K*,

Au € GL(E) et (\u)~t = %.ufl.

Remarque 142. Puisque algebre (L(E), + ,o) est un anneau (non-commutatif), on a les formules de calcul
suivantes: Si u et v sont deux endomorphismes tels que , on dispose des formules suivantes :

1. Binome: | (u+v)" = Y1 (7)uFv" " |;

2. Factorisation: |u" —v" = (u —v) o (u" ' +u" 20w+ - +uov 2ty )|

3. Cas particulier de factorisation: |[id —u" = (id —u) o (id +u + u? + - - - + u" 1) |.

EE Frercice 15-25 I
Soit un K-ev E et deux endomorphismes u,v € L(E).

a) Développer (u + v)?;
b) Développer (id —u) o (id +u) ;

¢) Si u? = 0, montrer que (id —u) est bijective.

N [rercice 13-260 I
On considere les deux endomorphismes de E = R? suivants:
{ R? — R2 ¢ { R2 — R2
U et v :
(@y) —  (©0) (@y) —  (0y)

Calculer u o v, vou, u? et v2. Conclusion? Montrer que I'endomorphisme (id —u) est inversible et déterminer
son inverse.

EE Frercice 15-27 I
Soit un R-ev E et un endomorphisme u € L(E) vérifiant :

W4 u?+2idg =0

Montrer que u € GL(E) et déterminer son inverse u~!. Soit A € R. Trouver une condition suffisante sur le
scalaire A pour que ’endomorphisme u + \id soit inversible.

N Fiercice 15-28 I
Soit un K-ev E et un endomorphisme k € GL(E). On considére I'application

m:{ L(E) — L(B)

u — kouw

Montrer que ¢y € GL(L(E)), puis que I'application

[ GL(E) — GL(L(E)
w.{ ® G

est un morphisme de groupes injectif.

EE Frercice 15-29 I
Soit un R-ev E et un endomorphisme u € L(E). Montrer que:

a) Imu = Imu? < E = Keru + Imu
b) Keru = Keru? < Keru N Imu = {0}.

N [rercice 13-30 I
Soit un endomorphisme u € L(E) tel que u™~! # 0 et u™ = 0. Montrer qu’il existe un vecteur z € E tel que le
systeme S = (z,u(z),...,u""(z)) soit libre.




13.8 Projecteurs

[ DiFiniTION 13.24 - Projecteurs
Soit un endomorphisme p € L(FE). On dit que p est un projecteur si et seulement si il vérifie
Iidentité
poep=p

(THEOREME 13.25 : Décomposition associée & un projecteur )
Soit un projecteur p d’'un espace vectoriel E. Alors

1. on a la caractérisation suivante de Imp:

Im(p) = {z € E'| p(x) = 2} = Ker(idg —p)
2. E=Imp® Kerp et la décomposition d'un vecteur x € E s’écrit
z = p(z) +|z —p(z)
~—

S clmp €Kerp )

Ker(s +idg)

Ker(s —idg)

Or p(x)

Imp

(a) Décomposition associée & un projecteur (b) Décomposition associée & une symétrie

Fia. 13.5 — Projecteur, symétrie

THEOREME 13.26 : Projecteur associé a deux sev supplémentaires
Soient F' et G deux sev de E supplémentaires: £ = F & G. Alors il existe un unique projecteur p
vérifiant :

F=Imp G=Kerp

On dit que p est le projecteur sur le sous-espace F' parallelement au sous-espace G.

N Fiercice 15-31 I
Dans l'espace R?, on considére les sous-espaces E; = Vect(1,1,1) et By = {(z,y,2) € R® | 2 +y + 2 = 0}.
Déterminer I'expression analytique du projecteur sur Fy parallelement a Ej.

N [rercice 13-32 I
Soit un projecteur p d’un espace vectoriel E. Montrer que ’endomorphisme (id —p) est aussi un projecteur de
E et que l'on a Ker(id —p) = Im p, Im(id —p) = Ker p.




N Fiercice 15-33 I
Soit un projecteur p d’un espace vectoriel E et un scalaire A € K. On définit ’endomorphisme v = p + Aidg.
Exprimer pour n € N, 'endomorphisme u™ a ’aide de p et de idg.

N [rercice 15-5/ I

Soient deux projecteurs p et ¢ d’un espace vectoriel E. Montrer que ’endomorphisme (p + ¢) est un projecteur
de E si et seulement si l'on a pog=gop=0. Si c’est le cas, montrer qu’alors Im(p + ¢) = Imp ® Im g et que
Ker(p + q) = Kerpn Kerg.

DEFINITION 13.25 : Symétries
Soit un endomorphisme s € L(E) de E. On dit que cet endomorphisme est une symétrie vectorielle
si et seulement s’il vérifie:

sos=1idg

(THEOREME 13.27 : Décomposition associée a une symétrie
On suppose que le corps K est Q, R ou C. Soit une symétrie vectorielle s . Alors
1. E = Ey @ E; ou E; = Ker(s — id) (vecteurs invariants) et Ey = Ker(s + id) (vecteurs
transformés en leur opposé);

2. si p est la projection sur F; parallelement a Es, on a id +s = 2p.

N [rercice 15-35 I
Dans ’espace R?, déterminer ’expression analytique de la symétrie par rapport au sous-espace F; parallelement
au sous-espace Fy oli:

Ey = Vect((1,0,0),(1,1,1)) et E» = Vect(1,2,0)

N Fiercice 15-36 I
Soit un R-ev E et un endomorphisme u € L(E). Soient deux réels distincts (a,b) € R? tels que:

(u—aid)o (u—bid) =0
a) Montrer que E = Ker(u — aid) ® Ker(u — bid).

b) Déterminer la restriction de u a Ker(u — aid) et & Ker(u — bid).

EE Frercice 15-37 I
On consideére un projecteur p d’'un R-espace vectoriel E et un réel A € R\ {0,1}. Soit un vecteur b € E. Montrer
que I’équation vectorielle

(E) plx)+rxz=b

possede une unique solution = € F.

13.9 Formes linéaires

[ DéFINITION 13.26 : Formes linéaires, dual
Soit un K-ev E. On appelle forme linéaire sur E, une application linéaire ¢ : £ +— K. On note
E* = L(E,K) I'ensemble des formes linéaires sur E. E* s’appelle l'espace dual de l'espace E.

[ DiFiNITION 13.27 - Hyperplan
On appelle hyperplan de E, le noyau d’une forme linéaire non-nulle:

H =Ker¢

N Fiercice 15-38 I
Déterminer toutes les formes linéaires de I'espace R3. Quels-sont les hyperplans de R3?

N [rercice 13-39 I
Soit 'espace vectoriel E = F(R,R) et 'application

5{? = o)



Vérifier que § est une forme linéaire sur E et déterminer un supplémentaire de H = Ker .

THEOREME 13.28 : Caractérisation des hyperplans
Soit H un sev d’un K-ev E tel que H # E. Alors H est un hyperplan si et seulement s’il existe un
vecteur a € F tel que H admette la droite vectorielle Vect(a) comme supplémentaire :

(H est un hyperplan ) <= (Va € E\ H, E = H & Vect(a))

EE Frercice 15-40 M
Soit F = {(z,y,2,t) € R* | 3z — 2y + z = t}. Déterminer un supplémentaire de F.

E Frercice 15-41 M
Soit E=CO([0,1],R) et H={f € E | fol f(t) dt = 0}. Déterminer un supplémentaire de H dans E.

THEOREME 13.29 : Deux formes linéaires sont proportionnelles si et seulement si elles
ont méme noyau

Soient ¢ et 1) deux formes linéaires non-nulles sur E. Alors le systeme (¢,7)) est lié dans E* si et
seulement si Ker ¢ = Ker ).




