Chapitre 18

Développements limités

18.1 Définitions

(DerFNTION 18.1 : DL h
Soit une fonction f : I — R définie sur un intervalle I et un point zg € I. On dit que la fonction
f admet un développement limité a 'ordre n en xg s’il existe un polynéme

F(z) =ao+ai(x —xo) + -+ + an(z — x0)"
de degré < n et une fonction ¢ : I — R tels que

Veel, f(r)=F(z)+ (xr—xo)"e(x) avec e(r) —— 0

T—xT0

On dit alors que F'(z) est la partie réguliére du DL et (x — xo)"e(x) est le reste du DL. On écrit
\1e reste sous la forme o((z — z0)").

J
Remarque 204. Par un changement de variables h = & — 29 ou h = 1/x, on peut toujours se ramener au cas oll
g = 0. Dorénavant, nous parlerons uniquement de DL en 0.

( )
THEOREME 18.1 : DL de

11—z

définie sur | — c0,1[ admet un DL(0,n) quel que soit n, et 'on connait explici-

La fonction 1

tement le reste:

1 JJ”+1
—— =l4z+a®+--+a"+
1—x 1—2x
n+1
ot = S et e(x) = L o
L 1—=x 1—2x l1—x z—0 )
On en déduit d’autres DL :
1
—  =l-—z+22 -+ (=D)"2" + o(z"
T2 r+zt—x (=1)"z"™ + o(z™)
1 _1_’_2_’_4_’_“._’_271_’_(271)
T2 T T T o(x

(THEOREME 18.2 : Unicité d’un DL et applications
Soit une fonction f admettant un DL(0,n). Alors:
1. la partie principale est unique;
2. Vk <n, f admet un DL(0,k) obtenu en tronquant la partie principale du DL(0,n) & Pordre
k;
3. Si f est paire (reps. impaire) sur un voisinage de 0, alors la partie principale du DL est un

L polynéme pair (resp. impair). )

Remarque 205. Si la fonction f est paire, et si elle admet un DL a 'ordre (2n + 1), alors son DL s’écrit

fl@)=ao+ asr? + agxt + -+ agnr®™ + 0(x2"+1)



THEOREME 18.3 : Combinaison linéaire de DL
Soient deux fonctions f et g qui admettent des DL(0,n) de partie réguliere F(x) et G(x). Soient

deux scalaires (A,u) € R2. Alors la fonction Af + g admet un DL(0,n) de partie réguliere AF(z) +
uG(z).

18.2 Développements limités classiques.

18.2.1 Obtention par Taylor-Young

THEOREME 18.4 : Si une fonction f est de classe C™ sur un voisinage de 0, alors f possede un
DL(0,n) donné par la forule de Taylor-Young:

" (n)
f(x) = £(0)+ f(0)x + f—(o)mz + -+ J0) + o(z")

2! n!
On obtient alors les DL suivants:
xT '7;2 ”n n
e :1+x+§+---+m+0(9€ )
.733 ,7}5 I2n+1 o2
ShJJ:I—Fg—Fa—F""Fm—FO(ZE )
2 I,C4 xQn —
chez =1+ 51 +E+ + @n)! +o(z )
23 2 p2n+l )
: _ oz . n n+2
sinw =z = gpd g et (CU gy o)
2 4 2n
o _I_ I_ . _1\n €z 2n+1
cosx =1 51 + o +---+ (1) o) +o(z )
ala—1 ala—1)(a—2 ala—1)...(a—n+1
(].+(E)a:].+a(£+ (2 )£C2+ ( 3)|( )$3++ ( ) n'( )$n+0($n)

1 1
ol « € R. Deux cas particuliers lorsque a = 3 et a= —5°

2

\/1+x:1+£—x—+o(x2)

2 8

1 r 3
1% 2.2 2
— 2—1—895 + o(z?)

N Frercice 15-1 M
Exprimer les coefficients ay, et by des DL(0,n) de

T et de v/1 — x que 'on exprimera & ’aide de coefficients

8

bindmiaux.

18.2.2 Obtention de DL par primitivation

(THEOREME 18.5 : Primitivation d’un DL )

Soit un intervalle I contenant 0 et une fonction f : I — R de classe C! sur I. On suppose que la
fonction f’ admet un DL(0,n) de la forme

fl(x) =ao+ a1z + -+ apz™ + o(z")

Alors f admet un DL(0,n + 1) obtenu en primitivant la partie réguliere et en ajoutant f(0):

anrl

4 O($n+1)

L f(:v):f(0)+a0x+%x2+...+ann+1




Remarque 206. Ce théoréeme est tres utile pour trouver des DL de fonctions dont les dérivées sont simples,
comme les fonctions trigonométriques inverses.
On obtient les DL suivants par primitivation :

2 3 4 n
ln(l—l—x):az—%+%_%+...+(_1)n+1%+0(xn)
3 5 2n+41
arctanr = x — % + % 4+ (_1)71;”_'_ : + 0(x2”+2)
3
arcsinz = x + " +o(z?)

3

™ , 7T x 3
AICCOST = 5 —ArCSINT = 5 — & — — +o(z”)

B Frercice 18-2 _1
Trouver un DL(0,5) de la fonction f(z) = arctan(;).

Remarque 207. On peut primitiver les développements limités grace au théoréeme précédent, mais on n’a pas le
droit de les dériver.

18.2.3 Produit de DL

THEOREME 18.6 : Produit de DL

Si deux fonctions f et g admettent des DL(0,n) de parties régulieres F'(z) et G(x), alors la fonction
fg admet un DL(0,n) de partie réguliere obtenue en ne gardant que les termes de degré inférieur
a n dans le polynéme F(z)G(z).

Remarque 208. Les termes de degré > n n’ont aucune signification !

EE Frercice 18-3 I
Obtenir le DL(0,2) de (1 —z) = /1 — 2v/1 — z par produit de DL.

N [rercice 18-/ I

) In(1l+ x) sinzshax
T le DL(0,3) des fonct =——"cet =—
rouver le (0,3) des fonctions f(z) =L © g(z) Vi

18.2.4 Obtention de DL par composition

THEOREME 18.7 : Composée de DL

Si la fonction f admet un DL(0,n) et la fonction g un DL(0,n), et si | f(x) —— 0ff, alors la

z—0

fonction go f admet un DL(0,n) de partie réguliere obtenue en ne gardant que les termes de degré
inférieur a n dans le polynéme G o F(x).

N [rercice 18-5 I
Trouver les DL(0,3) des fonctions sin(shz) et ch(In(1 + x)).

N Frercice 18-6 M
Trouver le DL(0,2) de eV'*** et le DL(0,2) de In(1 + = + T + z).

N Frercice 18-7 M
Trouver le DL(£,3) de sinz.

EE Frercice 18-§ I

2+
T le DL(0,2) d = arct .
rouver le (0,2) de f(x) = arc an<1+x)




EE Frercice 18-9 I
Déterminer le DL(0,5) de la fonction tangente, en utilisant:

Sin
1. tanzx = et en faisant les produits de DL
cos

2. la relation Vo €] — 7/2,7/2[, tan’(x) = 1 + tan?(z).

x3 2 5 17 7
t r=r+ — + —=x —
anr = x + 3 +15T +3153: +o(z")

18.3 Applications des développements limités

18.3.1 Recherche de limites et d’équivalents

Pour chercher lim,_.,, f(z):
1. La limite est-elle évidente?

1
2. On effectue un changement de variables h = (z — xg) ou h = — pour se
x
ramener en 0 ;

3. si f est définie comme produit de fonctions, on cherche séparément un
équivalent simple de chaque produit ;

4. un développement limité h(r) = axz® + o(z*) avec ar # 0 donne
I’équivalent h(z) ~ apz” ;

5. on peut sommer des DL, c’est leur principal avantage sur les équivalents.

N Frercice 1.8—10 [
sinz —shz sinxz —shx

Trouver lim,_,q 5 ~ et limg 0 5
shx T

N Frercice 18-11 2_

h*
In(cosx) + =2

Trouver lim,_.¢ —
sin® x

I Frercice 18-12

x

1\* 1
Trouver limg 4 <1 + —> et un équivalent de (1 + —> —e.
T T

EE Frercice 18-153 I

1 1yt
Cos - +ch5)

Trouver la limite de la suite de terme général u,, = < 5

18.3.2 Prolongement d’une fonction

(THEOREME 18.8 : DL et prolongement
Soit une fonction f définie sur P'intervalle |0,a[ admettant un DL(0,n) en 0 avec n > 1:

f(x) =ao + a1z + o(x)

Alors
1. la fonction f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = ag;
2. le prolongement de f est dérivable en 0 et f'(0) = a;.

EE Frercice 18-1/ M )
Etudier le prolongement en 0 de la fonction définie par f(z) = SImE
x

EE Frercice 18-15 I
. s sinz .
Montrer que la fonction définie par f(z) = se prolonge en une fonction de classe C! sur R.
x




Remarque 209. Un développement limité a un ordre supérieur a 2 n’apporte en général pas d’information sur
la régularité de la fonction. En effet, considérons ’exemple suivant, avec n > 2:

zntl sin(xin) siz#0

0 sizx=0

fz) =

Cette fonction admet un DL(0,n), avec n > 2. Elle est donc dérivable en 0, mais sa dérivée
Ve #0, f'(z)=(n+1)z"sin(l/2") - ncos(i)
, ) = ; ; o
n’a pas de limite lorsque z — 0. Par conséquent, f n’est pas de classe C!, et & fortiori, n’est pas deux fois

dérivable au voisinage de 0. En d’autres termes, le coefficient as d’'un DL(0,2) n’apporte pas d’informations en
général sur f"(0)!

(THEOREME 18.9 : Position locale par rapport a la tangente
Si une fonction f admet un DL en z( de la forme

f(@) =ao+ a1(z — zo) + ag(z — xo)k 4 o((x - xo)k), ap # 0

Alors
1. I’équation de la tangente en ¢ est Y = ag + a1 (X — o) ;
2. f(z)—[ao + ai(z — x0)] ~ ar(x — z0)*, et en fonction du signe de ay, et de la parité de k, on
en déduit la position locale de la courbe par rapport a sa tangente.

J
B [rercice 18-16 _2
sinz  sin“z
Etude locale en 0 des fonctions définies par et
shx x
N Fiercice 18-17 I
: N . . 1 1 (esh® — cos)?
Etudier completement les prolongements en 0 des fonctions définies par f(x) = ———— et g(z) = ————
x sinz Incosx

18.3.3 Branches infinies d’une courbe y = f(z)

Pour étudier une branche infinie d’une courbe y = f(z) en +oco:

1
1. on fait le changement de variables h = —.
x

2. on effectue un « développement généralisé » de f(h) en 0 avec un terme
significatif qui tend vers 0;

3. onrevient & f(z): on obtient un « développement asymptotique » que ’on
interprete pour trouver I’équation d’une asymptote et la position locale
de la courbe par rapport a ’asymptote.

EE Frercice 18-18 M

Etude complete de la fonction définie par f(z) = (x + 2)e!/®.

N [rercice 18-19 I )
Etudier les branches infinies de la courbe représentative de f(z) = x2e®/(®"=1),

18.3.4 Etude locale des courbes paramétrées

_
On considere un arc paramétré (I, F') et un point stationnaire M (o).

THEOREME 18.10 : Tangente en un point stationnaire
6), alors la courbe

—
Si F est une fonction de classe C sur I, et 'l existe p < k tel que F®)(ty) #
—s

e
posséde une tangente au point M (to) dirigée par le premier vecteur F’ (o), ...,FP(ty) non-nul.




(THEOREME 18.11 : Position locale de la courbe par rapport a sa tangente N
—
On suppose que la fonction F' est suffisamment réguliere, et qu’il existe deux entiers 1 < p < ¢

tels que:
_— = _—
1. F®)(ty) est le premier vecteur non-nul parmi F’(to),...,F®(ty).
— —
2. ¢ est le premier entier parmi p + 1,...,q tel que le systeme de vecteurs (F®)(ty),F(@ (o))

soit libre (il forme donc une base de R?).
—_—
Alors le vecteur F(®)(ty) dirige la tangente & la courbe au point M (tg), et pour t # to, on peut
— —
F® (to) F (to)
p 7 g

décomposer dans la base (U, v’) = ( ) le vecteur

M(to)M(t) = F(t) — Fto) = X()T + Y ()7

Alors lorsque t — g,
X(t) ~ (= to)P Y (E) ~ (t— to)"

On en déduit alors la position locale de la courbe par rapport a sa tangente au voisinage de tg, en
@nction de la parité des entiers p et q. J

é <y
S
S

point ordinaire point d’inflexion
U U
U u
rebroussement de premiere espece rebroussement de seconde espece

Fi1a. 18.1 — Etude locale d’une courbe paramétrée

Remarque 210. 11 est plus simple de faire un développement limité des deux fonctions x(¢) et y(¢) au voisinage
de to (& lordre 3 au moins si M (to) est un point stationnaire), et d’interpréter vectoriellement ce développement
limité.

EE Frercice 18-20 M

On considere la courbe paramétrée définie par x(t) = 3cost — 2sin® ¢, y(t) = cos4t (t € [0,7])

a) Déterminer les points stationnaires de cette courbe.

b) Faire I’étude locale en ces points.

18.3.5 Branches infinies des courbes paramétrées

On peut étudier l'existence de courbes asymptotes et préciser la position locale de la courbe par rapport a ces
asymptotes. Pour cela, on utilise un développement asymptotique des fonctions z(t) et y(¢) par rapport a ¢
lorsque t — to avec un terme significatif qui tend vers 0. On essaie alors de faire une combinaison linéaire des
fonctions x(t) et y(t) pour éliminer les termes tendant vers 'infini. Si on trouve une relation du type

y(t) = ax(t) + b+ e(t —to)" + o ((t — t0)*)

alors on en déduit que la droite y = ax + b est asymptote a la courbe et la position locale de la courbe par
rapport a son asymptote se déduit du signe de c et de la parité de k.

EE Frercice 18-21 I



Etudier la courbe paramétrée définie par

T(f) :L
5
t

o=

N [xercice 18-22 M
Etudier la branche infinie lorsque t — +o00 de la courbe paramétrée:

t2

t =
) =i
t4

t =
v =53

18.3.6 Equations différentielles non-normalisées

On considére une équation différentielle non-normalisée
(B):  altyy +b(t)y = c(t)
sur un intervalle I =]a,([. On suppose que la fonction a s’annule une seule fois en un point tg € I.

1. On résout (E) sur lintervalle I =]a,to[. Les solutions de (E) sur I; sont les solutions de ’équation
normalisée o) ©
t c(t
B): y 4+ —dy=2"
(Ey): '+ O
et sont de la forme:
yi(t) = Ao (t) + 31(1)

2. On résout de la méme fagon 1’équation différentielle sur lintervalle Io =|to,0[ et on trouve sur Iz des
solutions de la forme

y2(t) = g (t) + 9a(t)

3. On détermine les constantes A,u pour définir une fonction y(t) sur I par:

I — R
Ayg () + a2 (t) si t €]ayto]
— 0 sit =ty
pyd + U2(t) si t €]to, 8]
4. On doit vérifier que y est dérivable en tg ;
5. On doit vérifier que b(to)y(to) = c(to).

N [rercice 18-23 I
Résoudre ’équation différentielle
(E) x(@®*+1)y +y+a=0

sur un intervalle I C R quelconque.

N [rercice 18-2/ I
Résoudre I’équation différentielle
(B):2t(1+ )y + (L+t)y=1

sur un intervalle I C R.

N Fxcrcice 18-25 M
Résoudre I’équation différentielle
(B): (z+ 1)y =y+1

sur un intervalle I C R.




