Chapitre 21

Calcul de primitives

21.1 Calcul pratique de primitives

On note [ f(x) do une primitive de la fonction f sur lintervalle I. Cette notation désigne une fonction, & ne

pas confondre avec une intégrale définie f; f(z) dz qui est un réel.

THEOREME 21.1 : Changement de variables

Soit f : I — R une fonction continue et ¢ : .J — I une bijection de classe C! de I'intervalle J vers
Iintervalle I. Si F' est une primitive de f sur I, alors F o ¢ est une primitive de (f o ¢) X ¢’ sur
Pintervalle J.

En pratique pour calculer une primitive F(z) = [ f(z) dz, on pose = ¢(t), dz = ¢'(t) dt, ou ¢ est
un C'-difféomorphisme de Dintervalle J vers lintervalle I et I'on calcule une primitive G(t) = F(¢(t)) =
J f(e@)¢'(t) dt sur I'intervalle J. Ensuite il suffit de remplacer ¢ par ¢~*(2): F(z) = G(¢™*(t)).
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Calculer les primitives suivantes:
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(THEOREME 21.2 Intégration par parties
@ Soient u,v : I — R deux fonctions de classe C! sur l'intervalle I.

Alors

/u'(x)v(a:) dz = u(z)v(z) — /u(x)v'(x) dz +C
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Calculer les primitives suivantes:

1. [zln(z? +1) dz;

2. [(2* — 2+ 3)e* du;

3. [e*sinz du;

r—1
dx.
J:—Z) v

4. [arctan (

21.1.1 Primitives usuelles a connaitre par coeur

Les classiques
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/e‘”dx:% (a #£0)
/sin(aw) dz = _co;m /cos(ax) dz = Si;l$ /sh(ax) dz = Cth /Ch(ax) dz = Sth (a #0)

Celles a connaitre absolument

Soit un réel a > 0. On obtient les primitives suivantes en factorisant a? et en faisant le changement de variables
u=z/a.

dx T
-3 = — arctan —
T4 +a a a
/ dx 1 T—a
———— =—1n
22 —-a2 2a |x+a
/ dz arcsi z
————— = arcsin —
va? — 2 a
/ dx hx
—— —argsh —
Va2 + z? S

ou argsh est la bijection réciproque de la fonction sh définie sur R, et sa forme logarithmique (bonne & connaitre
par coeur) s’écrit :

argsh(z) = In(z + Va2 + 1)

dz dz
J =tanz [ —— =thz
cos? x ch?z
dx dx
| —5— = —cotanz [ —— = —cothz
sin“ x sh”x
Jtana de = —In|cosz| || [thz dz = In|chz]

Primitives obtenues par changement de variables ¢ = tan

dx

z
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f sinx fjtan 2 f shx " 2
Elle s’obtiennent grace au changement de variables:
t = tlang t = tlhg
dt = -(1+tHdz| &t = Z(1-#))dx
2 2
) 2t L 2t
Sin = S =
sinx e shx 2
1—¢2 1+ ¢
cosr = chx =
1 ﬁ t2 1=t
t t th 2t
anxy = Tz =
1—1¢2 1+ ¢2

On obtient la primitive suivante en remplagant = par x + 3.

dz

COsST

/

| ‘ta (a: + il
= 1n n|—
2

4

—— = 2arctane”

chzx



21.2 Fractions rationnelles

(DEFINITION 21.1 : Fractions rationnelles )

Une fraction rationnelle est un « quotient » de deux polynémes P,QQ € K[X]. On la note F(X) =
P(X
L. On note K(X) ’ensemble des fractions rationnelles. On peut définir la somme et le produit

Q(X)

de deux fractions rationnelles par les formules suivantes :

Pi(X) Py (X)
Fl X = s F2 X =
W= P m
P1Q2 + PQ1 PP
Fi4+Fh=——""""- FF =
L Q1Q2 T 010,
\Muni de ces lois, (K(X), +,x) est un corps commutatif. )
Remarque 224. Si§ = PAQ, alors P = P10 et Q = Q16 avec P A Q1 = 1 et alors g = %‘; = %. On peut

également diviser au numérateur et au dénominateur par le coefficient dominant du polynome @ ;. Dans la suite,
on considérera donc uniquement des fractions rationnelles de la forme F' = g avec PAQ =1 et Q un polynoéme
unitaire.

(DEFINITION 21.2 Degré d’une fraction rationnelle )
Soit une fraction rationnelle F' = g € K(X). On appelle degré de F':
degFF=degP —degQ € Z
On a les mémes propriétés que pour le degré des polynomes:
deg(Fy + F») < max(deg Fy,deg F), deg(F1Fy) = deg Fy + deg F
\Lorsque F # 0, le degré de F est un entier relatif. Lorsque F' = 0, deg F' = —o0. )

(DEFINITION 21.3 Zéros, poles d’une fraction rationnelle, fonctions rationnelles
Soit F' = B € K(X). Les racines de P s’appellent les zéros de F et les racines de @ les pdles de
F. Si P désigne ’ensemble des péles de F', on peut définir la fonction rationnelle associée a F':
K\P — K
F: . . @
Q(z)

- J

Remarque 225. Un poéle a € K de la fraction F' = g, est dit de multiplicité k € N, lorsque le scalaire a est un
zéro de multiplicité k£ du polynome Q.

DEFINITION 21.4 : Dérivée d’une fraction rationnelle
Soit une fraction rationnelle F = — € K(X). On définit formellement la dérivée de cette fraction

Q

rationnelle par la formule
P/Q _ PQ/
o

Remarque 226. On associe la fonction rationnelle dérivée associée F': K \ P — K. Cette fonction dérivée
coincide avec la dérivée usuelle de la fonction F lorsque K = R.

F/

21.2.1 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle

e " . . " N
PROPOSITION 21.3 : Partie entiére d’une fraction rationnelle

Soit une fraction rationnelle F' = B € K (X). Il existe un unique couple (E,F) € K[X] x K(X) tel
que

F=E+F
degﬁ <0

\Le polynéme E est appelé la partie entiere de la fraction F.




Remarque 227. Pour trouver la partie entiere de F', on effectue la division euclidienne du polynéme A par le

polynéme B: A = BE + R avec deg R < deg B et alors ' = F + %

(PROPOSITION 21.4 : Partie polaire d’une fraction rationnelle h
A
Soit une fraction rationnelle F' = B € K(X) et un pole a € K de multiplicité k:
B = (X —a)*B avec B(a) #0
11 existe un unique couple (A41,45) € K[X ]2 de polynomes tels que
Ay Ay
F=—+ ——— et deg(A2) <k
B —ap o el
: . Az . . , : . .
La fraction rationnelle X —ak est appelée partie polaire de la fraction F' relative au pole a.
\ (X —a) J
(PROPOSITION 21.5 : Coefficient associé & un pole simple )
P
Si une fraction rationnelle F' = 0 est de degré < 0 avec Q(X) = (X —a)V(X), ou V(a) # 0, la
partie polaire de la fraction F' relativement au pole simple a est de la forme ﬁ :
A U
F= — 21.1
X —a + \% ( )

Pour trouver le scalaire A\, on peut :

— Multiplier (21.1) par (X —a), puis faire z = a dans la fonction rationnelle associée. On trouve

P(a)
que: |\ = - @
. . P(a) o
— Utiliser la formule de Taylor pour @, et obtenir | A = 01 | Cette formule est tres utile
a

\_ lorsqu’il est difficile de trouver le quotient V' du polynéme @ par (X — a). )

21.2.2 Décomposition en éléments simples dans C(X)

(THEOREME 21.6 : Décomposition dans C(X) )

Soit une fraction rationnelle F = — € C(X), avec la décomposition du polynéme @ en éléments

Q
RQ=X—-a)"...(X —a,)*

irréductibles qui s’écrit :

Alors la fraction F' s’écrit de fagon unique sous la forme

)\11 >\12 >\1041
+<X—a1+(X—a1)2+ +(X—a1)a1) *
+ >\n1 + >\n2 + + AnOén

X —a, (X —ap)? (X — ap)on

ou la partie entiere E € C[X] est un polynéme nul, ou de degré deg(P)—deg(Q) et ou les coefficient
Q\ij € C sont complexes. )

B Frercice 21-3 _)( 4
Décomposer les fractions rationnelles F(X) = X = 1)(;( TOX et G(X) =

Xn 1 dans C(X).




Recherche des coefficients associés aux podles multiples

P
On suppose que F(X) = 0 avec deg F' < 0 et Q(X) = (X — a)"V(X) avec (V(a) # 0). La décomposition de

F s’écrit alors

At A2 An U(X)
P . 21.2
X & E e TV 22
— En multipliant (21.2) par (X — a)™ et en faisant x = a, on trouve A, ;
— Si n est petit, (n < 2), on retranche ﬁ a F, et on recommence pour trouver A,_i etc;
=104
— Sin > 3, on fait le changement de variables Y = X —a, F(Y) = #&), et on effectue une division
1

selon les puissances croissantes (ou un DL(0,n — 1)) a l'ordre n — 1:
P =Vi(ap+a1Y + -+ an1Y" 1)+ R avec val(R) > n

On a alors: a0 ay P
F(Y)= = n-
(¥) yn + yn-1 Tt Y

et on trouve les coefficients A\ = ap_1, A\a = ap_2,....

+ ...

N [rercice 21-/ I
X+1

Décomposer dans C(X) la fraction rationnelle G(X) = X -1PX

Remarque 228. Trois astuces a retenir pour obtenir des relations entre coefficients :
— multiplier par 2P et faire x — +o0 (ou prendre la partie entiere des fractions résultantes) ;
— Utiliser la parité éventuelle de la fraction;
— Donner une valeur particuliere & x (z = 0).

EE Frercice 21-5 I ¥

Décomposer dans C(X) la fraction rationnelle G(X) = X

21.2.3 Décomposition en éléments simples dans R(X)

(THEOREME 21.7 : Décomposition dans R(X) I

P
Soit F' = 0 € R(X), ou la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] du dénominateur
s’écrit :
Q=(X—-a)...(X —a)* (X2 + 01X +c1)’ ... (X?+b,X 4 ¢p)*

Alors la fraction F' s’écrit de fagcon unique :

A A Mo
F:E+{<X noy 12 _|_..._|_17)+..._|_

—ax (X — a1)2 (X —aq)™
+ )\nl + >\n2 + + Anozn +
X —a, (X—ap)? (X — ap)on
L (Xt 8! p12X + 012 o p1: X + 01, o
X2+ X 4+ (X2+b1X+Cl)2 (XQ—I—le—f—Cl)ﬁl
1 X + 0p1 pp2X + 0p2 Tt Ipp, X + Opp,
X240, X +cp  (XZ24bpX +cp)? (X2 4+ bpX +cp)Pr

ou la partie entiere £ € R[X] est un polynéme nul ou de degré deg P—deg @, et tous les \i;, pij, d5j

sont des réels.

Le premier groupe est formé d’éléments simples de premiere espéce et le second groupe d’éléments

{imples de seconde espece. j

— La recherche de la partie entiére et des coefficients des éléments simples de premieére espéce se fait comme
précédemment ;

— On peut utiliser une décomposition dans C(X) et regrouper les éléments simples correspondant aux poles
conjugués pour obtenir les éléments simples de seconde espece;;



~ Si X2+ pX +q= (X —a)(X —a), on peut multiplier la décomposition par (X2 +pX + ¢)¥ et faire z = qa,
puis z = a;

— Utiliser les remarques précédentes pour trouver des relations entre coefficients.

N Frercice 21-6 I 1 1

Décomposer dans R(X) les fractions rationnelles F(X) = ————, G(X) = XZrx i1y
X

X2+ 12(X —1)2

et H(X) =

I Foxcrcice 21-7

1
X(X +1)(X +2)

Utiliser la décomposition de la fraction F(X) = pour trouver la limite de la suite de terme

général
n

1
Sn = ; k(k+1)(k + 2)

B Frercice 21-8
Soit f la fonction arctan. Décomposer f/(z) dans C(X), puis utiliser cette décomposition pour calculer expli-
citement (™ (z). En déduire les zéros de (™).

EE Frercice 21-9 I

Soit un polynéme P de degré n a coefficients réels n’admettant que des racines simples.
/
a. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F' = —.

P
b. En déduire que Vz € R, P"(z)P(z) < P'(x)%.

21.2.4 Primitives de fractions rationnelles.

Pour calculer une primitive d’une fraction rationnelle, on la décompose en éléments simples dans R(X). La
partie entiere et les éléments simples de premiere espece se primitivent immédiatement. Pour primitiver un

(14 . . N axr+b
élément simple de deuxiéme espece: [ ———— - dz,
(22 + pz +q)"
— Faire apparaitre en haut la dérivée de x2 + px + g, et la partie en x se primitive en In ou en une fraction;
1
— On se rameéne & primitiver [ —5 . Pour cela, on réduit le trinéme sous forme canonique et on
(22 + pr +q)"
effectue les changements de variables appropriés;
P leuler I, = do intgre | I ies. On obti lati I, et I
— Pour calculer I,, = f m, on integre par parties. On obtient une relation entre 1, et 1, _1.
Par exemple, pour calculer [ do on intégre par parties arcta S/ dr
I eXenl 5 ur culer 5, On 1IN T I rties ar nr = —.
DI P (22 +1)2 ste pat b 22+
I Frercice %1-10
x
Calculer [ —————
/ (2 +2+1)2
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T
Calculer f m

B Frercice 21-12 I

Calculer f xs—_fl

B Frercice 21-15 I

Calculer f Wai]_)




21.2.5 Primitives rationnelles en sin, cos

On s’intéresse aux primitives de la forme | [ F(sinz, cosz) dz | ot F est une fraction rationnelle dans les deux

arguments.

1. [ P(sinz,cosz) dz, olt P est un polynoéme dans les deux variables.
On se ramene au calcul de [ sin” 2 cos? z d.

~ Si p est impair: [ sin®*

— Si g est impair: faire le changement de variables y = sinz;
— Si p et ¢ sont pairs, on linéarise (cf regles de Bioche).

N [2ercice 21—14 |
Calculer f sin? z cos® x dz.

x cos? xsinx dz, faire le changement de variables y = cosz;

2. Regles de Bioche pour calculer [ F(sinx,cosz) da:

On étudie I’élément différentiel w(x) = F(sinz, cosz) dz.
— Si w(x) est invariant par la transformation x — —x, on pose t = cosx;
— Si w(x) est invariant par la transformation x +— 7 — x, on pose t = sinx;
— Si w(x) est invariant par la transformation « +— m + z, on pose t = tanz;

— Si aucune transformation de marche, on pose ¢ = tan 3.

B Frercice 21-15 I

sinz dz cos® z + cos® x dz
Calculer [

—— duz, , dz, )
1+ cos?zx f1—|—sin2x sin x + sin* z f2+COS$

21.2.6 Primitives rationnelles en sh,ch

On veut calculer des primitives de la forme | [ F(sh, chz) dz || ol F est une fraction rationnelle dans les deux

variables. On a l’analogie des regles de Bioche:

On étudie I’élément différentiel w(z) = F(sinz,cosx) dr (en remplacant les fonctions hyperboliques par les

fonctions trigonométriques associées).

Si w(z) est invariant par la transformation x — —z, on pose t = chx:

Si w(z) est invariant par la transformation x +— 7 — x, on pose t = shz;

Si w(z) est invariant par la transformation x +— m + x, on pose t = thz;

Si aucune transformation ne marche, on pose t = th 5 ou alors ¢t = e®.

B Frercice 21-16 I

sh” 2
Calculer [ do =7 da, [th®z da,

In2 dz
2.2 o 12
ch*zsh“z 7 cha(2 4+ sh” x)

0 5shx—4chz

21.2.7 Primitives avec des racines.

Il y en a de deux sortes qu’on sait traiter (F'(\,u) est une fraction rationnelle dans les deux arguments).

ar +b ar +b
| [P Poser y = { .
JF(, c;v+d) oser Y cx +d

racine.

B Frercice 21-17 I

1 y
Calculer [ 1 todr
-z x

— | | F(z,vaxz? + bx + ¢) | réduire le trindme et poser y un sin, un ch ou un sh pour faire disparaitre la
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f dx

VT + x
B Frercice 21-19 I

2 1-—
Calculer [ 1 i x o x
x x

Calculer

x

B Frercice %1—20 [

Calculer [ ——— dx
J Vit ax+1

B Frercice 21-21 I

Calculer [ vz — 22 dx

Remarque 229. Une astuce qui simplifie considérablement les calculs: pour calculer une primitive de

/\/x2+px+qu

commencer par réduire le trindome pour se ramener a calculer
F:/\/x2+a2dx

L’idée consiste a faire passer la racine au dénominateur en intégrant par parties, car la primitive suivante est
connue :

dx
G 2/7 = argsh(xz/a
o gsh(z/a)
E Frcrcice 21-22 I

Calculer [va? + 2z +1da.




