Chapitre 2

Les nombres complexes

2.1 Définitions

On définit les lois suivantes sur R2:
@y +@yY)=@+2y+y)
= (zy) x (@) = (a2’ —yy' 2y’ + 2'y).
On vérifie que R? muni de ces deux lois est un corps commutatif noté C.
Si a € R, on « identifie » a avec le complexe (a,0).
En notant ¢ = (0,1), on vérifie que

— 2= (-1,0)
i X (a,0) = (0,a)

~

Et on adopte alors les notations définitives:

(a,b) = (a,0) +i x (b,0) = a +ib

[DéFINITION 2.1 @ Partie réelle, imaginaire
Soit z = a + ib, un complexe.

— a = Re(z) est la partie réelle de =

— b=1Im(z) est la partie imaginaire de z.

(THEOREME 2.1 : Conjugué d’un complexe )

Soit z = a + ¢b un nombre complexe. Le conjugué de z est le nombre complexe Z = a — ib. On a
les propriétés suivantes :

—Z2+7 =z+72

—Zx2Z=ZxZ

-1=1
Les propriétés suivantes sont intéressantes pour caractériser les complexes réels et imaginaires purs :
—2€ER<=zZ=2z;
- 2E€R<<=z=—-=Z )

(&

N

(DéFiNITION 2.2 : Affixe, image

Soit M = (a,b) un point ou un vecteur de R?, on appelle affize de M de coordonnées (a,b) le
nombre complexe z = [M] = a + ib.

Soit z = a + b un élément de C alors on pourra définir le point image et le vecteur image de z par
M = (a,b).

J

Remarque 22. z — Z représente la symétrie par rapport a Ox et z — z + b représente la translation de vecteur
I'image de b.

DEFINITION 2.3 : Module d’un nombre complexe

C’est le réel défini par
2] = Va2 + b2 =2z

|z — a| représente la distance du point d’affixe z au point d’affixe a.




Remarque 23. On exprime 'inverse d'un complexe non-nul a l’aide du conjugué:

1 z

R

Remarque 24. 11 faut savoir développer pour (z,2') € C2?,

|z + z’|2 = |z|> + 2Re(22') + |2'|

[ProPOSITION 2.2 : Inégalité entre module et parties réelles-imaginaires
Soit z = a + ib € C. On a les inégalités suivantes :

|Rez| < |2 et [Imz| < |2|

(THEOREME 2.3 : Inégalité triangulaire

1. Siz,2' € C,

12 = 11| < 12+ 2/ < 121 + 12

avec égalité dans la derniere majoration si et seulement si les images des complexes z et z’
sont sur une méme demi-droite passant par ’origine.

2. Pour n complexes z1,...,2n,

o1+ 2al S Jl+ o P2l

- J
THEOREME 2.4 : Groupe (U,X)
L’ensemble des nombres complexes de module 1 muni de la multiplication est un groupe multipli-
catif noté (U,x).
[DiéFNiTION 2.4 Disque ouvert, fermé
L’ensemble D(a,r) = {2 € C | |z — a| < r} est appelé disque ouvert de centre a, de rayon r.
L’ensemble D(a,r) = {z € C | |z — a| < r} est appelé disque fermé de centre a, de rayon 7.
(PROPOSITION 2.5 : Calcul d’une somme géométrique )
Soit un complexe z € C et un entier n € N. On appelle somme géométrique, la somme
n
Sn:sz: l4e g4 g2 dLooodt g

k=0

Cette somme se calcule:
(n+1) siz=1
Sp=4q 2"t —1
" siz#1
z—1

& J

N [rercice 2-1 I
Calculer pour z € C et (n,p) € N?, n < p la somme:

p
Sn’p:2"+2"+1+..._~_2P: § Sk
k=n

2.2 Rappels de trigonométrie

On suppose connues les propriétés des fonctions sin, cos, tan et cotan ainsi que le cercle trigonométrique.

N Frercice 2-2 I
Simplifier sin(3F — 6), cos(5m + 6), tan(3w + ), cotan(Z — 6), tan(3r + 6).




cotan @

sin 6 ' 0

|tan0

Fia. 2.1 — Cercle trigonométrique

y = sin(z) y = cos(z)
_=z 0 s T / \:
2 2 2 2
y = tan(z) y = cotan(z)
f ket 3
=3 : ' -3 N\ b

F1G. 2.2 — Fonctions sin, cos, tan et cotan



N Frcrcice 2-3 M
Résoudre cosf = cos®’, sinf = sin@’, tand = tan §’.

/ﬁROPOSITION 2.6 : Formules fondamentales
cos? 0 +sin’6 =1

a+0b) = cosacosb— sinasinb
a —b) = cosacosb+ sinasinb
a+b) =sinacosb + sinbcosa
a—b) =sinacosb — sinbcosa

wn

S111

cos(2a) = 2cos’a — 1 =1—2sin?a = cos?a —sin®a

sin(2a) = 2sinacosa

tana + tanb

t b)= ——
an(a +b) 1 —tanatanb
tana — tanb
t —b)=—--—
e ) 1+ tanatanb
2t
tan(2a) = and

\_ 1—tan?a

N [rercice 2-4 I
Calculer l'intégrale I = foﬂ/Q sin? @ dé.

E Frcrcice 2-5 I
Simplifier v/1 4 cosf, v/1 — cos 6.

N Fzercice 2-6 I
Exprimer cos(36) comme un polynéme en cos . Exprimer de méme sin(36).

(PROPOSITION 2.7 : Autres formules & connaitre

1

cosacosb = 3 [cos(a + b) + cos(a — b)]
1

sinasinb = 3 [cos(a — b) — cos(a + b)]

1
sinacosb = > [sin(a + b) + sin(a — b)]

cosp + cosq = QCOS(p_gq) cos(l%)
cosp — cosg = ~2sin(ZE0) sin (P 0)
sinp + sing = QSin(p;q) cos (259
sinp — sing = 2cos(222) sin(2=0)

\_ 2

Remarque 25. 1l n’y a pas de transformation générale de cosp =+ sin q.

E Frcrcice 2-7 I
Factoriser sin 6 + cos 6.




(PROPOSITION 2.8 : Angle moitié
in 6
Soit # € R. On note |t = tang = L. Alors:
1+ cosf
2t
sinf = ——
1+1¢2
1—¢t2
0= ——
cos e
2t
tanf = 5
_ 1t J

2.3 Exponentielle imaginaire et applications en trigonomeétrie

DEFINITION 2.5 : Exponentielle imaginaire

Soit un réel 6 € R, on note

e = cosf 4 isinb

( ., ’, . . . .
PROPOSITION 2.9 : Propriétés de ’exponentielle imaginaire

|e¢9| =1, eif — =10 1 — 0

1. —
' ' ’ etb

e &% =4, " = —1l

3. e =1«=3keZ, tqh=2knr
| 4 =€ <3k eZtqb=06 +2kn )
(THEOREME 2.10 : L’exponentielle est un morphisme de groupes R
Pour deux réels (6,0') € R? on a:

ei(0+9’) _ ewew’
En d’autres termes, ’application
0 (R,—l—) - (va)
e { D 0
est un morphisme de groupes, de noyau
Ker(exp) = 2nZ = {2km,k € Z}

\et d’image Imexp = U. )
(THEOREME 2.11 : Formules de De Moivre® et d’Euler ? )

VneZ, | = (ew)n

cosf = — sinf = 5

Ces deux formules, plus la formule du binéme et le calcul de sommes géométriques sont fonda-
mentales en trigonométrie.
On utilise également la factorisation de l’angle moitié:

e 4 l=e% (e% —|—e_%) =2 cos(g)

e —1=¢e2 (62 —e 2):2262 sm(§)

@ Abraham De Moivre, (26/05/1667), Francais. Auteur de la formule attribuée injustement & Stirling
b Leonhard Euler, (15/04/1707-18/09/1783), Suisse. Un des mathématiciens les plus productif. Il a trouvé un
@mbre incroyable de formules j




Remarque 26. On a la factorisation de ’angle moitié plus générale (voir figure 2.3):

. . i(aty) [ ile—y) _ilz—y) aty T—y
e+ e =¢ 2 (e 2 +te 2 ):2612 cos( 5 )

Fia. 2.3 — Factorisation de l’angle moitié

Calculs trigonométriques a connaitre parfaitement

Pour exprimer cosnf = T,,(0) ou (T}, est le nieme polynéme de Tchebychev)

inf —inf i0\n —iO\n
1. Ecrire cosnf = ° —;e — (e) ""2(6 ) :

2. Utiliser la formule du binéme ;
3. Regrouper les deux sommes et on sépare les indices pairs et impairs.

Pour linéariser cos™ 6 (ou sin™ 0) :
. L
610 4 6—19
5 )
2. Développer avec la formule du binéme ;

1. Ecrire cos™ § = (

3. Regrouper dans les sommes les termes conjugués;
4. Distinguer les cas n pair et n impair ;
5. Retransformer en cosinus.

Pour calculer S,, =1 + cosf + cos 260 + - - - + cosnf
1. Introduire la somme U, = 14 €% +-- -4 ¢™¥ qui est une somme géométrique, et alors
Sn = Re(Uy,);
2. Pour simplifier le résultat, factoriser I’angle moitié.

(DEFINITION 2.6 : Argument d’un nombre complexe
Soit un nombre complexe z € C non-nul: [z # 0 I Alors

FeR, z=re?

avec 1 = |z| # 0 qui est le module de z. On dit que 6 est un argument de z et on note § = Arg(z).
Si (2,2/) € C2, 0n a

Arg(z x 2') = Argz + Arg 2’ + 2kn

\\ J
Remarque 27. L’argument n’est pas unique: il est défini & 27 pres. On peut imposer 'unicité de ’argument en
le choisissant dans un intervalle de longueur 27 (en général [0,27[ ou | — m,7]).

N Fiercice 2-8 I
Déterminer le module et un argument du nombre complexe z = 1 + ¢, (8 € R).

DEFINITION 2.7 : Exponentielle complexe
Pour z = a + ib € C, on définit

eF — eaJrzb _ eaezb

(Son module vaut e et son argument b).




I Frercice 2-9 ( ) ( )
. . CH+) — (C*)x
R PN 9 . ) 9
On considere 'application exp : { i . o .
Résoudre ’équation e* = 1.
Résoudre 1’équation e = 1 — i1/3.

Déterminer I'image d’une droite = a par exp.

S

Déterminer I'image d’une droite y = b par exp.

2.4 Racines d’un nombre complexe

2.4.1 Extraction de racine carrée par résolution algébrique (a éviter)

On considere un nombre complexe non nul z = x + iy € C* et I'on cherche les nombres complexes Z = X + Y
vérifiant Z2 = z.

1. Cela revient a résoudre le systeme:
_y2
X2+ (=Y =z, X*(-Y?= -

2. Sil’on connait la somme et le produit de deux nombres réels, ils sont solutions d’une équation du second
degré.

3. On étudie les signes.

4. On trouve finalement

Z = 8(\/ Va2 +y?+a+isg(y)y \/m—x) ee{-1,1}

2.4.2 Extraction de racine carrée par résolution trigonométrique

On écrit z = |z|e avec |z| # 0. On cherche Z sous la forme Z = pe'® vérifiant Z2 = 2.
On trouve alors deux racines distinctes :

Z = |z|ei%, Zy = |z|ei(%+”) =7

I Frercice 2-10

. , 1—14
Trouver une racine carrée de

V3 —i

N Fzercice 2-11
En utilisant la résolution trigonométrique et algébrique, déterminer sin(%) et cos(%).

2.4.3 Equation du second degré.

az? +bz+c=0 ((a,bc) € C3 a#0)

1. On met cette équation sous forme réduite:

b > (b — dac
2a) 4a?

2. on introduit le discriminant A = b% — 4ac € C.

3. (a) si A =0, on trouve une unique solution z = ~%a’
a
(b) si A # 0, on trouve deux solutions distinctes
—b—4 —b+46
zZ1 = 29 =
! 2a 2 2a

ou ¢ est une racine carrée complexe de A.



Remarque 28. Pour une équation du second degré de la forme
az’> +2bz+c=0
former le discriminant réduit A’ = b> — ac, et si § est une racine carrée de A’, les deux solutions s’écrivent
z21=—-b—0, z20=-b+96

Remarque 29. Lorsque les coefficients (a,b,c) sont réels, former le discriminant A = b? — 4ac et étudier son
signe :
1. Si A >0, il y a deux solutions réelles

b+ VA —b— VA

o 2a - 2a

o9 =

2. Si A =0, il y a une racine double:

3. Si A <0, il y a deux racines complexes conjuguées:

—b+iV[A] __ —b—iy/[A
B VA o I YA ol

1 2a ’ 2a

. Fiercice 2-12
Résoudre I’équation complexe

2% — 2z(cosu +isinu) + 2isinu(cosu +isinu) =0 (u €] — m,7[)

2.4.4 Racines niémes de ’unité

Soit un entier non nul n € N*. Une racine nieme de 'unité est une solution de 1’équation
2" =1

On les cherche sous la forme z = pe' et 1'on trouve exactement n racines niemes distinctes :

2ikn

U,={e

N 2im . o e oz
ou|w=-e"n I s’appelle la racine nieme primitive de I'unité.

s keopn—1]} = {w" ke on—1]}

J
w? w '<
1=43
o 1
@
e
.2 —
4 5 J=1=7
(a) racines sixiémes de I'unité (b) Raines cubiques de 1'unité

Fi1G. 2.4 — Racines niémes de l'unité

THEOREME 2.12 : Groupe des racines de 'unité
L’ensemble des racines niemes de 'unité, (U,,x) est un groupe fini de cardinal n.




THEOREME 2.13 : La somme des racines nieémes de 1’unité est nulle
n—1
k=0
k=0

la racine cubique primitive de I'unité, et on a les relations:

Remarque 30. On note j = e’

. ) 1 S
U3:{11]7]2}7 ]2:;:] 1+¢7+32:O

N Frercice 2-13 M
Déterminer les complexes de module 1 vérifiant |z + 1] = 1.

N [2ercice 2- 14
Résoudre dans C Péquation 22 + z 4+ 1 = 0, puis ensuite ’équation 2™ +z" 1 +---+z+1=0.

N [rercice 2-15 I
Calculer le produit de toutes les racines niemes de 'unité.

N [rercice 2-160 I
On considere un triangle (ABC) du plan. On considere les complexes (a,b,c) affixes des points A, B et C.
Montrer que le triangle (ABC) est équilatéral si et seulement si

A+ +E—ab—ac—bec=0

2.4.5 Racines niemes d’un nombre complexe

Soit un nombre complexe non nul z = |z[e? € C*. On veut résoudre I'équation Z™ = z. On cherche Z sous la
forme Z = pe'™ et on trouve n solutions distinctes. En notant w la racine nieme primitive de 'unité:

S={3 |z|ei%wk ; ke[on—1]}

N Fxercice 2-17
Résoudre dans C I’équation (z — 1)8 + (2 +1)% = 0.




