Chapitre 3

Fonctions usuelles

3.1 Théoremes d’analyse admis

Nous utiliserons dans ce chapitre des théoremes d’analyse que nous démontrerons plus tard.

THEOREME 3.1 : Fonctions constantes
Soit une fonction f : I — R dérivable sur un intervalle I C R. La fonction f est constante si et
seulement si Vz € I, f'(z) = 0.

Remarque 31. On déduit de ce théoreme que deux primitives d’une méme fonction different d’une constante.

~

(THEOREME 3.2 : Théoréme de la bijection
Soit une fonction f : I — R. On note J = f(I). On suppose que la fonction f est:

@ continue sur I ;
strictement monotone sur I.

Alors la fonction f réalise une bijection de 'intervalle I vers I'intervalle J, et sa bijection réciproque

L f~t:J I est une fonction continue strictement monotone de méme sens que f. )

(THEOREME 3.3 : Dérivation de la bijection réciproque I
Soit une fonction f : I — R et un point xy € I. On suppose que:

(u)  f est strictement monotone sur l'intervalle I ;

@ f est dérivable au point zg ;

G2 f'(z0) # 0.
On sait déja que f réalise une bijection de l'intervalle I vers 'intervalle J = f(I) et alors la fonction
f1 est dérivable au point yo = f(z0) avec

On en déduit que si:
(i) f: I+ R est strictement monotone sur 'intervalle I ;
@ f est dérivable sur 'intervalle I ;
G Vo el, f'(z) #0;

alors la fonction f~! est dérivable sur I'intervalle f(I) avec

—1\/ __ 1
k (f )_f/of,]_ /

3.2 Calcul pratique de dérivées

Dérivée d’une homographie

ax+b . .  ad—bc

f0=50va '9=wra
_au(z)+b ) — ad — be o
/(@) cu(z) +d F@) (cu(x) + d)? (z)



N Frercice 3-]1 N

- 3zlnz +1
Dériver f(.]j) = m

Dérivée d’un quotient

u'(z) u(z)v' (x)

(n>2) fl(z)= -n o ()

o (.T)

v (x)

fz) =

Lorsque n > 2, on préfere dériver avec la formule d’un produit.
N Fiercice 3-2 I
341

u i
————— en utilisant la formule (—) et en la dérivant sous forme de
(x2 +1)2 v

Dériver la fonction définie par f(z) =

produit. Conclusion?

Dérivée logarithmique

e @S @)

B Fzercice 3-3
Dériver la fonction définie par f(z) =

Exponentielle en facteur

O(x) = " f(a) 0'(x) =" @[f (@) + d () ()]

Remarque 32. Cette regle de calcul est utile pour résoudre des équations (inéquations) différentielles. Lorsqu’on
rencontre un groupement :

f'(@) +a(z) x f(z)

on considére une primitive A de la fonction a, et on introduit la fonction
g(z) = N f(2) car g'(z) = A [f'(x) + alz) f(2)]

N Fzercice 3-/ I
Soit une fonction f : [0, + co[— R dérivable sur [0, + oo] telle que V& > 0, f'(z) + f(z) < 1. Montrer que la
fonction f est majorée.

Reégle de la chaine

f@)=fro--ofulx) fl(x)=I[fiofao--oful@)]x[frofso-0ful@)]x % fi(z)

I Foxcrcice 3-5

Dériver la fonction défini f(z) =sin |1 LI !
ériver la fonction définie par f(x) = sin |In .
v p 3

Remarque 33. On calcule souvent des dérivées pour étudier leur signe. Comme la dérivation en chaine donne
un produit de fonctions, il suffit de déterminer le signe de chacun des morceaux.



3.3 Fonctions usuelles

3.3.1 Exponentielles, logarithmes

Exponentielle

On suppose connue la fonction exponentielle et ses propriétés fondamentales. Vous verrez ’année prochaine la
bonne fagon de définir I'exponentielle d’un nombre complexe :

L’exponentielle réalise un morphisme de groupes:

(R,+)

exp:{ .

V(z,y) € R?,

Elle est dérivable sur R et Vx € R, | exp’(z) = exp(x)

I’inégalité classique:

+oo k.
k!
k=0
- (R+’*,X)
— e*

eTTY = e%eY I

. Elle satisfait donc I’équation différentielle f’ = f. On a

Vo € R, |exp(1‘) >1+x

Logarithme népérien

L’exponentielle est continue et strictement croissante sur I = R donc d’apres le théoreme de la bijection, elle
réalise une bijection de I = R vers J =|0, + oo[ On définit le logarithme népérien comme sa bijection réciproque.

y=Ilnx

Fic. 3.1 — Ezponentielle et logarithme

10, + oo

ln:{
T

. R

— Inz

Comme la fonction exp est dérivable sur I = R et que Va € I, exp’(x) # 0, sa bijection réciproque In est

dérivable sur J =]0, 4+ oo[ et Vz € J =]0, + 00|,

(In)’ (=)

1

. La fonction In vérifie ’équation fonctionnelle :

Va,y >0 |ln(acy) =lnz+Iny

On a les inégalités classiques:

Vo > —1,

In(1+x) §x|




Exponentielle de base a: a* = e*"¢

On définit également pour a > 0 ’exponentielle de base a:

R — R
fa: { T _ prlna

T = a (&

Elle vérifie I'’équation fonctionnelle:
V(z,y) € R?, a**¥ =a"a¥

Elle est dérivable sur I = R (comme composée) et sa dérivée vaut :
Vz eR, fl(z)= (Ina)e™

— Sia=1,alorsVz € R, f,(z) =1;
— Sia > 1, alors f, est strictement croissante sur R ;
- Si0<a<1,alors f, est strictement décroissante sur R.

y=a" (0<a<l)
y=a* (a>1)

Fia. 3.2 — Ezponentielles en base a

1
Logarithme de base a: log,(z) = 1n_x
na

Lorsque a > 0 et a # 1, Pexponentielle de base a est une fonction f, continue sur I = R, et strictement
monotone. D’apres le théoreme de la bijection, elle réalise une bijection de I vers J. On note log, sa bijection
réciproque (qui est donc continue sur J =]0, 4+ oo[ de méme sens de variation que f,).

Comme la fonction f, est dérivable sur Uintervalle I et que Va € I, f.(x) # 0, la fonction log, est dérivable sur
I'intervalle J =]0, + oo] et

1

Vz € J =]0,+ o[, logl(z)= o)

Le logarithme en base a vérifie ’équation fonctionnelle :
V(z,y) €]0, + oo[*,  log,(xy) = log, a +log, y

On peut exprimer le logarithme de base a a I'aide du logarithme népérien :

Inx
Ve >0, [I =—
2> 0, |log, () =
3.3.2 Fonctions puissance 7% = e*"@
Pour a € R, on définit
£ 10, +o0[ — R
[ T N % e Inx

fo est dérivable sur R (fonction composée) et Vo € R,
f(z) = ax® L. En notant I =0, + oo,

a
— Sia=0, f, est constante et vaut 1.



y =logy(z) (0<b<1)

a>1

O<axl

x

a<0

y =log,(z) (b>1)

(a) logarithmes en base b (b) fonctions puissances

Fia. 3.3 — logarithmes et puissances

— Sia >0, f, est strictement croissante sur I.
— Si a <0, fy est strictement décroissante sur 1.

Lorsque o > 0, on peut prolonger par continuité f, et 0 en posant f,(0) = 0. Etudions la dérivabilité de la
fonction ainsi prolongée (encore notée f,):

— Sia>1, fq est dérivable en 0 avec f/(0)
— Si =1, fu est dérivable en 0 avec f/,(0)
- Si0<a<l1, f, n’est pas dérivable en 0 (demi- tangente verticale).

0.
1.

Comme Yo € R*, f, est continue sur I =]0, + oo[ et strictement monotone sur I, elle est bijective de I vers
J =]0, 4+ oo[. On montre alors que

=1
3.3.3 Fonctions hyperboliques et circulaires
Fonctions circulaires

Etude des fonctions hyperboliques

er _|_e—r eiz + e—zr
chx = 5 cosx = 5

ex e * T efiz
shz = 5 sinx = 5

)

shz sin x
the = — tanx =

chzx cosx

1
cothe = — cotanx =
tha tan x

On a les propriétés suivantes:

chz +shx =¢" cosx +isinx = e

che —shx=e"" cosr —isiny =e

ch?z —sh?z =1 cos?z +sin?z =1
ch’z =shz cos’ = —sinx

sh’z =chz sin’ ¢ = cosz

/ _ 2 _ 1 !’ _ 2 _ 1
th'e =1—th“x = 5 tan'z = 1+ tan“z =

ch*z cos? x




y = sin(z) y = cos(x)
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o
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y = tan(z) y = cotan(x)

\
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Fia. 3.4 — Fonctions sin, cos, tan et cotan

y=chuz

y=shx

F1c. 3.5 — Fonctions sh et ch



y =cothz

F1G. 3.6 — Fonctions th et coth

- sh0=0,ch0=1.

— On remarque que Vz € R,

shxg%gchxet chr —shz=¢* —0

r——+00

x

e
Par conséquent, la courbe y = 5 est asymptote aux deux courbes y = shx et y = chz et on a la position
des courbes par rapport a la courbe asymptote.

Trigonométrie

Les formules & connaltre par coeur :

cos(a + b) = cosacosb—sinasinb ch(a+b) =chachb+shashbd
cos(a — b) = cosacosb+sinasinb ch(a —b) = chachb—shashb
sin(a 4+ b) = sina cosb + cosasinb sh(a 4+ b) =shachb+chashb
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb sh(a —b) =shachb—chashb
A connaitre également par coeur:
cos2a = cos? a —sina = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin’a ch2a=ch®*a+sh’a=2ch’a—1=1+2sh’a
sin2a = 2sinacosa sh2a = 2shacha
cosa — cos2a +1 hla— ch2a+1
2 2
sina — 1—c2052a shZa — ch23—1




1+tan2x:COS2x l_thzm:cth

twm+m=%?%%%% mw+”:§%i%%

tan(a — b) = % th(a —b) = %
tan(2a) = % th(2a) = 1—2&:6%

Formules utiles également en intégration (elles permettent d’exprimer les fonctions trigonométriques comme
fractions rationnelles en t):

x T

. 2t 2t
ST = 1—|——t2 shz = 1_—752
cosp = L8 chy = LFE
1+ ¢2 1—1¢2
tanz = 2t the = 2t
1—¢2 1+1¢2

3.3.4 Fonctions circulaires réciproques

Fonction arcsin

T T
Sur [—5,5], la fonction sinus est continue strictement croissante vers [—1,1]. On définit sa bijection réciproque

. ™ T . . . . s sz .
arcsin : [—1,1] — [—5,5]. La fonction arcsin est impaire et on a les propriétés suivantes:

, arcsin(sinz) = x
, sin(arcsinz) = x

1
Vo € [-1,1], cos(arcsinz) = /1 — 22
x
Vx € [-1,1], tan(arcsinz) = ——
| wesing) = =

La fonction arcsin est dérivable sur U'intervalle | — 1,1[ (demi-tangentes verticales en —1 et 1) et Va €] — 1,1,

1
V1—22

(arcsin) (z) =

On a donc une primitive a connaitre:

dz = arcsinx + C'

=

Quelques valeurs particuliéres a connaitre:

arcsin(0) =0
arcsin(1/2) = %
o1 m
arcsin(—=) = —
arcsin(ﬁ) =z
27 3

T

in(1) = —
arcsin(1) 5



y = arcsin(z)
................ ,
: e .
TR R ./'/...: ’y:SIH(ZL’)
T _- L
=5 =1 L3
AT U N
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7
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FI1G. 3.7 — Restriction de sin a [-7,5] et fonction arcsin

Fonction arccos

Sur [0,7], la fonction cosinus est continue strictement croissante vers [—1,1]. On définit sa bijection réciproque
arccos : [—1,1] — [0,7]. On a les propriétés suivantes:

Vx € [0,7], arccos(cosz) =z

Vo € [-1,1], cos(arccosz) =z

Vo € [-1,1], sin(arccosz) =+/1 — 22

Ve e [-1,1], z #0, tan(arccosz) =

La fonction arccos est dérivable sur l'intervalle | — 1,1[ (demi-tangente verticale en —1 et 1), et Vz €] — 1,1],

-1

V1—22

(arccos)’(z) =

y = arccos(x)

F1G. 3.8 — Restriction de cos a [0,7] et fonction arccos

La relation suivante lie les fonctions arcsin et arccos. En pratique, on transforme la fonction arccos en arcsin
dans les études de fonctions:

m
Vz € [-1,1], |arcsinz + arccosz = B




Quelques valeurs particuliéres a connaitre:

arccos(0) =

arccos(1/2) =

arccos ( i )

\/_
arccos ( % )

arccos(1)

[SS) I )

S ol =3 wlaNy

Fonction arctan

. ™ T . . . . e .. .
Sur l'intervalle | — 573 [, la fonction tangente est continue strictement croissante vers R. On définit sa bijection
™ T

5,5[ On a les propriétés suivantes :

réciproque arctan : R —] —

Vz € ]—g, g} ,arctan(tanz) = x

Ve € R, tan(arctanz) ==z
1

Vo € R, cos(arctanz) = ——

( ) V1422

Vz € R, sin(arctanz) = S

V1422

La fonction arctan est dérivable sur R et Va € R,

1
1+ 22

(arctan)’(z) =

Une primitive tres importante :

1
/ = arctanz + C
+1

2
y = tan(z)

. . 7/

: : ’

. . 7/

. . 7/

. . 7/

: s L/

; 2 v
........... SRR IS N ST
: 7

; /// : y = arctan(x)
: 7 :
=
: 7 :
. 7
D /7
T/
v
........... } ... e e e S
s _r
s 2
7/
/7
7/
7/
/
F1G. 3.9 — Restriction de tan a | — 5,%[ et fonction arctan.
Quelques valeurs particuliéres a connaitre:
arctan(0) =0
™
arctan(—) = —
=5
tan(1) = 7
arctan(l) = —
4
™
arctan(v/3) = 3



1
Vo € R* |arctanz + arctan — = Eg (e = sg(x))
x

N Fiercice 3-60 I
Pour z € R, trouver une expression sans fonction trigonométrique de arcsin(sin ).

N [rercice 3-7 I
Soient (a,z) € R? tels que ax # 1. Montrer que

+x

arctan a + arctan x = arctan 1(1 +er (e €{-1,01})

—ar

I Frercice 3-8 _.T
Simplifier pour = €] — 1,1, arctan(il).
plifier p ] [ Vi
— Ezercice 3-9
Etudier la fonction définie par f(z) = 2arctan(th(z)) — arctan(sh(2z)).

3.3.5 Fonctions hyperboliques réciproques
Fonction argsh

La fonction sh réalise une bijection strictement croissante de | —o0,00[ vers .J =] —o0,00[. On appelle argsh = sh™*
sa bijection réciproque.

y=shx

y = argshx

Fic. 3.10 — Fonctions sh et argsh

La fonction argsh est dérivable sur R et

1

Vr € R, |argsh’(z) = ——
V14 a?

On a lexpression logarithmique de argsh:

argshz = In(z + V22 + 1)

On en déduit que

/\/%dx:argsh(x)—&—C:ln(x—i— 22+1)+C
x




Fonction argch

La restriction de la fonction ch a Pintervalle I = [0, 4 oo[ réalise une bijection strictement croissante de I vers
[1, + oo[. On appelle argch = ch™! sa bijection réciproque.

y=chz

y = argchx

1
FiG. 3.11 — Fonctions ch et argch

La fonction argch est dérivable sur |1, 4+ oo et

1

Vx €]1, + ool, | argeh’(z) = ——
22 -1

On a l'expression logarithmique:
argchx = In(x + Va2 — 1)

et on en déduit la primitive:

1
/271dx:argchm+C’=1n(x+\/a:2—1)+C
T

Fonction argth

La fonction th réalise une bijection strictement croissante de I'intervalle I =]—o0,+o00][ vers 'intervalle J =]—1,1][.
On appelle argth = th™! sa bijection réciproque.

.y = argtha-

FiG. 3.12 — Fonctions th et argth

La fonction argth est dérivable sur | — 1,1] et

1
Ve €] —1,1], th'(z) = ——
v €] = 1,1 | axgth'(2) = T
On a l'expression logarithmique:
th 1 ! (1 + :v)
argthz = = In
& 2 \1—2



3.3.6 Etude d’une fonction

(DéFNITION 3.1 : Asymptotes Soit f : [¢, + oo] — R une fonction. On dit qu’'une courbe |
y = g(x) est asymptote a la courbe y = f(z) en 400 ssi

g(x) = f(x) ——0

r——+00

En particulier, une droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe représentative de f ssi

f(z) = [ax + b —— 0

r——+00

Fic. 3.13 — Courbes asymptotes lorsque © — +00

Méthode pratique de recherche d’asymptotes

1. Si f(z) p—— l € R, la droite horizontale y = [ est asymptote. On lit sur le tableau

de variations la position de la courbe par rapport a I’asymptote.
2. Si f(x) — oo on cherche un équivalent simple de f(z) en +oc.
r—T00

3. Si f(x) ~ ax, (a € R*) on calcule f(x) — ax et on cherche la limite de f(z) — az. Si
f(x) —ax — b € R, la droite y = ax + b est asymptote. On détermine la position de
la courbe par rapport & I'asymptote en cherchant un équivalent de f(x) — [az + b].

L i@ f(a)

i “=——= — 00, on dit qu’on a une branche parabolique de direction (0y). Si —= — 0,
x x
une branche parabolique de direction (0x).

5. Si f(x) ~ az?, (a # 0), on peut rechercher des paraboles asymptotes.

Plan d’étude d’une fonction

1. Trouver le domaine de définition.

2. Calculer la dérivée (factoriser) et étudier son signe.

3. Tableau de variations. On précise les valeurs ezactes remarquables, les limites et les
prolongements éventuels (on étudie alors la dérivabilité de la fonction prolongée).

4. Recherche d’éventuelles asymptotes.

5. Tracé approximatif de la courbe y = f(x): on représente les asymptotes éventuelles,
les tangentes horizontales

Remarque 34. La représentation de valeurs particulieres numériques obtenues a ’aide de la calculatrice ne
présente en général aucun intérét!

— Ezercice 3-10
Etudier la fonction définie par f(z) = z**1.




3.3.7 Fonction exponentielle complexe

Dérivée d’une fonction complexe

p
DEFINITION 3.2 : Dérivée d’une fonction complexe

Sif: { i :> Fz) = flgi) +ifa(o) est une fonction complexe, ou f1 = Re(f) et fo = Im(f)

sont deux fonctions réelles dérivables, on définit la dérivée de f par:

Vo €I, f'(x) = fi(x) +ifs(x)

. J

N

(ProPOSITION 3.4 : Dérivée d’un produit
Soient deux fonctions complexes dérivables sur un intervalle I C R, f: [ +— C et g : [ — C. La
fonction fg: I — C est dérivable sur l'intervalle I et

vz eI, (fg9) (z) = f'(z)g9(z) + f(z)g (z)

Exponentielle complexe

(THEOREME 3.5 : Dérivée de I’exponentielle complexe
Soit ¢ : I — C une fonction complexe dérivable sur un intervalle I C R. Alors la fonction

I — C
L { 9(@)

X —

est dérivable sur 'intervalle I et

Vo e I, ¢ (z) = ¢ (z) x e?@




