Terminale - Suites : récurrence et limites

Suites : récurrence et limites

La récurrence démontre une propriété pour tout entier ; les théoremes de
comparaison et de convergence monotone donnent les limites.

Principe de récurrence
Soit P(n) une propriété. Si P(ny) est vraie (initialisation) et si, pour tout 1 2 iy,
P(n)= P(n+1) (hérédité), alors P(n) est vraie pour tout 7 2 7.

Définition — limites

limu,, = £ si tout intervalle ouvert contenant £ contient tous les %n a partir d'un
certain rang. limu,, =00 si tout intervalle ]4;4+oo[ contient tous les %n a partir
d'un certain rang. Une suite convergente a une unigue limite.

Propriété — limites usuelles
limn* = +co (k>0), limﬁ =0, limv@t =4co. Pour g% : limg" =+4co si g>1 ; =0si
—1<g<l ; =1si g=1 ; pas de limitesi g<—1.

Propriété — opérations
Somme, produit, quotient de limites : regles usuelles avec formes indéterminées

co—oo, Uxoo, % % On leve l'indétermination en factorisant par le terme dominant.

Théoreme — comparaison
e Si ty <Yy, apartird'unrang et limu, =400, alors limv,, =400,
« Gendarmes : si Uy < Wy < Uy, et limu, =limv, = £, alors limw, = €.

Théoreme — convergence monotone

Toute suite croissante et majorée converge ; toute suite décroissante et minorée
converge. Une suite croissante non majorée tend vers +co.

Méthode — suite arithmético-géométrique U, 1= GUyg+b

On cherche le point fixe £ =a#-+b, puis vy = tuy—£ est géométrique de raison @ :
Up = £+ (uy—£)a™

Questions fréquentes sur ce chapitre

Comment rédiger un raisonnement par récurrence ?

Initialisation : on vérifie P{HD}. Hérédité : on suppose Pl:n} vraie pour un entier n et on
montre P{n+1). Conclusion : P(n) est vraie pour tout 7 = i,
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Comment montrer qu'une suite converge ?

Souvent avec le théoréeme de convergence monotone (croissante et majorée), le théoreme
des gendarmes, ou en calculant directement la limite d'une forme explicite.

Quelles sont les limites de " ?

Sig=l, g —=+4oo ;si —1<g<l, g™ =0 ;si g=1 la suite est constante ; si < —1 elle
n'a pas de limite.

Que dit le théoreme des gendarmes ?

Si Uyp < Uy < Wy a partir d'un certain rang et si Uy et Wy tendent vers la méme limite £,
alors v, — £.
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