Maths Sup - Espaces vectoriels et dimension finie

Espaces vectoriels et dimension finie

En dimension finie, une famille de n vecteurs dans un espace de dimension 7 est
une base des qu'elle est libre ou génératrice.

Définition — sous-espace vectoriel

E'C E est un sous-espace vectoriel si 0 € F' et si F' est stable par combinaison
linéaire : ¥z, y € F} ¥AeK, hudyeF. Exemples : noyau et image d'une application
linéaire, ensemble des solutions d'un systeme homogene, VEC’E(:EI,. . -,1:1:::' :

Définition — familles libres, génératrices, bases

{:J?l,- . wEp) est libre si E }li::r:ﬁ- =0 = tous les A; nuls ; génératrice si
Vect(:ﬂﬁ-:l = E ; base si les deux (tout vecteur a des coordonnées uniques). Une
famille contenant 0 ou deux vecteurs colinéaires est liée.

Théoreme — dimension

Si F/ admet une base finie, toutes ses bases ont le méme cardinal, la dimension
dim® . Théoreme de la base incomplete : toute famille libre se compléete en une
base ; de toute famille génératrice on peut extraire une base. En dimension 7 : une
famille libre a au plus n vecteurs, une génératrice au moins 7 ; une famille de n
vecteurs libre ou génératrice est une base.

Définition — somme, somme directe, supplémentaires

F4+G={f+g}; la somme est directe ( F&G ) si FNG = {0}, i.e. toute
décomposition est unique. F' et (# sont supplémentaires si F'fG = E'. Tout sous-
espace admet des supplémentaires (non uniques).

Formule de Grassmann
dim(F4+G)=dimF4+dimG—dim(FNG).
FRG=F PG =0} et dimF+dimG =dim F.

Définition — rang
Le rang d'une famille est la dimension de I'espace qu'elle engendre. Rang d'une
application linéaire u : rg u=dimIm u,

Questions fréquentes sur ce chapitre

Comment montrer qu‘une famille est libre ?

On suppose Z)&@é =0 et on montre que tous les A; sont nuls.
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Qu'est-ce que la formule de Grassmann ?
dim(F+G) =dimF+dimG—dim(FNG).
Comment montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires ?

Il suffit de montrer NG = {0} et dimF4+dimG = dim FE, ou que tout vecteur se
décompose de fagon unique.

Que dit le théoreme de la base incomplete ?

Toute famille libre peut étre complétée en une base ; de toute famille génératrice on peut
extraire une base.
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