Maths Sup - Equations différentielles linéaires

Equations différentielles linéaires

Solution générale = solution de I'équation homogene + une solution particuliere.

Théoréme — premier ordre v/ +a(zr)y = b(x)

@,  continues sur I, A primitive de @&. Solutions de I'équation homogene :

1y = f_’,*.g_ﬂ':i‘?j . Solution particuliere par variation de la constante : Yy = G{;p)g_*‘fl[ﬂﬂ'
avec {_T"'Ili;t::l = b{;p}e*‘f“ii":'. Le probleme de Cauchy y{a:.j} = Y a une unique solution sur
I.

Théoréme — second ordre v +ay’+by =0 (coefficients constants)

Equation caractéristique r2+gr—+bh =10, discriminant A :
T

e A0, racines rl%rg Dy = AET1$+,LLET9 ;
e A=0, racine double 7 : y={Az+pue™ ;
e A<D, racines otz : y=e®**(Acosfr+pusinSc).

Le probleme de Cauchy (y{ﬂi‘g}, y“’(ﬂig) donnés) a une unique solution.

Méthode — second membre PI::]:‘DIE*}‘*T

On cherche une solution particuliere de la forme Q(r)e** avec deg@ =degP si }
n'est pas racine de I'équation caractéristique, deg@ = degP-+1 si racine simple, +2 si
racine double. Second membre cos ou sin : passer par le complexe gtws et prendre
partie réelle ou imaginaire. Principe de superposition pour une somme de seconds
membres.

Exemple
y#+y=cosz : ; estracine de r241, on cherche yz — A zetT pour z# 4z = gtT :

A= i d'ol ¥y = Re(ie"«:ﬂ?) = %sin:r:_ Solution générale : }lcas:t?—I—psin;t:—i—%sin:n.

Questions fréquentes sur ce chapitre

Comment résoudre y' + a(x)y = b(x) ?

Solution homogene ge—ﬂ(ﬂ?] avec 4 primitive de @, puis variation de la constante :
C' (&) = b(x)e ().

Comment résoudre y" + ay' + by = 0?

Avec I'équation caractéristique r2-+gr+b =0 : deux racines réelles donnent
2e" 1T 4 ue™2% | une racine double (Az+p)e™, deux racines complexes

e®T(Acosfr+usinfr).
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Comment trouver une solution particuliere avec un second membre
en e”~{Ax} ?

On cherche Q(r)e** avec deg@ augmenté de 1 ou 2 si X est racine simple ou double
de I'équation caractéristique.

Qu'est-ce que le principe de superposition ?

Si ¥1 est solution pour le second membre by et ¥5 pour by, alors ¥ T¥5 est solution
pour b1+bq.
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