Maths Sup - Développements limités

Développements limités

Un DL remplace localement une fonction par un polynéme : c'est I'outil universel pour
les limites et les équivalents.

Définition — développement limité

f admet un DL & l'ordre n en 0 s'il existe un polynéme P de degré <= tel que
flz)=P(z)+o(z™). Il est unique ; sa partie réguliere P est paire (resp. impaire) si |
I'est. Un DL d'ordre 1 équivaut a la dérivabilité.

Propriété — DL usuels en 0

ef= 1+x+%2+[\raiseox?]3. .[\hspacce?]l.—k%?—ko(x”) ﬁ =14+z+z24{\raiseox?]3. [\hspacce?]l.4 £ +o{x")

In(1+x)= x—%z—l—%a—[\raiseox?]& .[\hspa,cce?]1.—|—(—1)n+1%n+0(a:”) (l—l—x)a = 1+ozx+@x2+[\raiseox?]3. [\hspacce?]l.
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arctanc = ;t?—%a—i—o{;t?‘i} sh r= ;E+%a+o{;t?4} chz= l—|—%2—|—0(1?3:l

Propriété — opérations
Somme et produit (on tronque a I'ordre voulu) ; quotient (multiplier par le DL de l—i%u) ;

composition f{u(r)) quand u(xr)— 0 ; intégration terme & terme (avec la constante
f(0)) ; dérivation possible si f est ¢™.

Méthode — applications

e Limite d'une forme indéterminée : développer numérateur et dénominateur au méme
ordre.

e Equivalent : le premier terme non nul du DL.

 Position par rapport a la tangente : signe du premier terme non nul apres l'ordre 1.

e Asymptote en +co : DL en ;1‘1: de @

Exemple
. ef—l-gx 1 2 2 g4
mllﬂl[; -2 =7 caret-_l-z= T +o(x2). In(cosz) = -5 -5 +o(z?).

Questions fréquentes sur ce chapitre

Comment composer deux développements limités ?

On remplace = par le DL de u(z) dans celuide f, a condition que u(zx)— 0, et on
tronque a I'ordre voulu.
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Comment calculer le DL de tan x ?

En divisant les DL de sin et cos, ou par intégration de 1+tan? :
_ o x3 2xh 6
tane = z+5 +5g +o(z®).

A quel ordre faut-il développer pour calculer une limite ?

Jusqu'a obtenir un terme non nul au numérateur et au dénominateur apres simplification ;
si tout s'annule, on augmente I'ordre.

Comment trouver une asymptote oblique avec un DL ?

On pose h:% et on développe @ ou flx) en h : flo)= a:;:—|—b—|—%—|—o(¢1—r) donne
l'asymptote ¥ =az+b et la position selon le signe de c.
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