Maths Sup - Dérivation, Rolle, accroissements finis, Taylor

Dérivation, Rolle, accroissements finis,
Taylor

Rolle = accroissements finis = Taylor : une chaine de théoremes qui relie les valeurs
d'une fonction a ses dérivées.

Définition — dérivabilité
f dérivable en a si w a une limite finie f'(@), i.e. fla+h) = f@)+f @h+o(h)

- . L /
. Dérivable = continue (réciproque fausse : |:r:| en (). Formules : {u*u) = u'v+uv’,

(%) =222 (gof) = f'-g/0f . (F ™ &)= 7715

Théoréme — Rolle
Si f est continue sur [a;b], dérivable sur Ja;b[ et f(a)= f(b), alors il existe ¢ € Ja;b[
tel que f'(c)=0.

Théoréeme — accroissements finis

Egalité : f continue sur [a;b], dérivable sur Ja;b[ : Ic€Jasb[, f(b)—Fl@)= F () (b—a)
. Inégalité : si |f'| < M sur Jo;b[, alors |f(b)—fla)| < Mlb—a| (f est M-
lipschitzienne).

Propriété — conséquences

/=0 surunintervalle & f constante; f' >0 f croissante; >0 (sauf en des
points isolés) = f strictement croissante. Théoréme de la limite de la dérivée : si f
est continue en @ et f(z) = £ quand = —a, alors f est dérivableenaet f'(a)=2£.

f estdeclasse " si f'i'-”«:' existe et est continue. Formule de Leibniz :

(f) = Noinom?nk £ =)

Formules de Taylor

n .3:' I:c;:l
Pour f de classe ¢n+l, avec Pylz)= Z
=0

@—a)* -

* Reste intégral : f(z)—= Pn{a:}{-f%f(”"'u{t} dt.

|$ I:£| n4+1

ey el
e Taylor-Young ( f de classe ¢™): f{x}:Pn(x}—i—o((a:—a} ).

* Taylor-Lagrange (inégalité) : | f(x)— P, (2)| € i

| Définition — classe ¢", Leibniz
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Questions fréquentes sur ce chapitre

Quelle est la différence entre Taylor-Lagrange et Taylor-Young ?

Taylor-Young est local (o{{g:—a}n} ), utile pour les DL et les limites. Taylor-Lagrange est
global : il majore I'erreur sur tout un intervalle avec 5up|f|:n+1)|.

Que dit le théoreme de Rolle ?

Si f est continue sur [a;b], dérivable sur Ja;b[ et f(a)= f(b), il existe ¢ € Ja;b[ tel que

=0
Comment utiliser l'inégalité des accroissements finis ?

Si|f’| < M sur un intervalle, alors | f(z)—f(y)| < M|z—y]| ; cela sert pour les suites
récurrentes contractantes et pour prouver qu'une fonction est lipschitzienne.

Qu'est-ce que la formule de Leibniz ?

n
{fg}(ﬂ) = Z [Hbimm’f]ﬂkf(k)gﬁﬂ_kj, I'analogue du bindme pour la dérivée 7 -ieme d'un
k=0
produit.
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