Maths Spé - Séries numériques

Séries numériques

Pour une série a termes positifs, tout se raméne a une comparaison avec une série
de référence (géométrique, Riemann).

Définition — série, convergence

La série E U, converge si la suite des sommes partielles Sy = E U converge ; sa

k=0
+oo
somme est Z Uy, etsonreste A, =5-5,—0. Condition nécessaire : t,—+0
n=>0

(sinon divergence grossiére). Lien suite-série : (uy) converge ssi E {uﬂ+1—un]
converge.

Propriété — séries de référence
1

Géométrique : Zq” converge SSi |q|=:‘:1 , somme T—q- Riemann : Z# converge
ssi ax>>1. Bertrand : Z

- converge ssi a1 ou (ax =1 et £>>1). Exponentielle :
n l'l

Théoreme — séries a termes positifs

Convergence ssi les sommes partielles sont majorées. Si 0 < u, < v, et Um
converge, E Upn converge. Si Up ™ Un (OU Uy = G{ﬂﬂ} ), E Up et Uyn sont de
Unt1

méme nature. Regle de d'Alembert : si — £, convergence si £<1, divergence

Wn
si £>1. Régle n%u, —+0 avec a>1 = convergence.

Théoreme — convergence absolue, séries alternées
n
E |tipy| converge = E U, converge (réciproque fausse : E % ). Critére

spécial des séries alternées : si (a,, ] décroit vers 0, E (1) a, converge, son
reste est majoré par |f1n_|_1| et du signe du premier terme négligé.

Théoreme — comparaison série-intégrale

[0, &)
Pour f continue par morceaux, positive, décroissante sur [ﬂﬂ,—I-CO[ : Zf(n} et ff

n+1
sont de méme nature, et /f < f{n} < /f (encadrement des sommes partielles et des

w 1
restes). Exemples : Z%:lnn—l—'}f—l—o(l} zkz n,

Propriété — sommation des relations de comparaison, produit de Cauchy
Si uyn ~Yn=>0 : en cas de convergence les restes sont équivalents, en cas de
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divergence les sommes partielles le sont. Produit de Cauchy de deux séries

n
absolument convergentes : E Wy avec Wy = E ULY,.__ 1 converge absolument et
E=0

Zwﬂ = (Zuﬂ)(zﬂ”) . Stirling : 5!~ m(%)ﬂ

Questions fréquentes sur ce chapitre

Comment étudier la convergence d'une série a termes positifs ?

Par comparaison ou équivalence avec une série de référence (Riemann E %

géométrique), ou par la regle de d'Alembert.

Une série peut-elle converger sans converger absolument ?

b1
Oui, comme E :':_TP : elle est semi-convergente (critere des séries alternées).

Qu'est-ce que la comparaison série-intégrale ?

+co
Pour f positive décroissante, Zf(n} et ff ont méme nature, et I'encadrement

n+1 n

f < fn)< | f permet d'estimer sommes partielles et restes.
n—l1

Quelle est la formule de Stirling ?

n

nl~ V(%)
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