Maths Spé - Séries entiéres

Séries entieres

Sur le disque ouvert de convergence, la somme d'une série entiere est ¢<° et se
dérive terme a terme.

Définition — rayon de convergence

Pour Zanz”, =sup{ro, (a,r™)born[?][?]e[?]e} € [0,4cc]. Lemme d'Abel : si
|z|< R, convergence absolue ; si |z[>R, d|vergence grossiére ; sur |z|=H, tout peut
arriver. Convergence normale sur tout disque fermé |z| < r<H.

Méthode — calculer R
n+1

— £, alors R=7. Comparaison : |an|<|bn|= Ry 2> Ry

Regle de d'Alembert : si

; G~ by = By = Ry, Les séries »_anz™, Znanz”, S —2zntlont le méme
rayon.

Propriété — opérations
Somme : R > min{ R, R) (égalité si HQ%RE. ). Produit de Cauchy : B >min{ Ry, Rp)
et la somme est le produit des sommes.

Théoreme — régularité de la somme
Sur |-R,R[, flz)= Zaﬂ:ﬂ” est de classe ¢°°, f’f(xj — Znan;ﬁn—l,
T

ff — ZJ—_&:;:”"‘L ety — fT!mj (unicité des coefficients). Sur le disque ouvert

complexe, la somme est continue.

Définition — fonction développable en série entiere
f est DSE en 0 s'il existe >0 et (ay) avec f(z)= Zaﬂ$” sur |—-nrr[ ;alors f est

C° et la série est sa série de Taylor (mais une fonction ¢““ n'est pas toujours DSE :
E .

Propriété — développements usuels
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Méthode — équations différentielles

Chercher une solution E anx™, injecter dans I'équation, identifier les coefficients
(relation de récurrence), déterminer le rayon, puis conclure par unicité du probleme de
Cauchy.

Questions fréquentes sur ce chapitre

Comment calculer un rayon de convergence ?

1

ol
ntl — ¢, alors A= 7 sinon par comparaison ou en

Un
revenant a la définition (bornitude de a,7").

Souvent par d'Alembert : si

Une fonction C~x est-elle toujours développable en série entiere ?

Non : E—lfﬂ?g (prolongée par 0) est ¢“° avec toutes ses dérivées nulles en (0, mais n'est
pas nulle au voisinage de 0.

Que se passe-t-il au bord du disque de convergence ?

n n
Tout est possible : Zf‘”’ diverge en +1, Z‘% converge en —1 mais pasen [, Z%
converge partout sur le bord.

Comment résoudre une équation différentielle par série entiere ?

On injecte E @, ™, on obtient une relation de récurrence sur les %5, on vérifie que le
rayon est non nul, puis on conclut par unicité.
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