Maths Spé - Equations différentielles lindaires et systémes

Equations différentielles linéaires et
systemes

L'ensemble des solutions d'un systeme linéaire homogene de taille n est un espace
vectoriel de dimension n ; & coefficients constants, la solution est et4 X .

Théoreme — Cauchy linéaire

Pour A: 7 — M, (K] et B.7 3 K™ continues, tout probléme de Cauchy

X'= A(£)X+B(t), X(to)=Xo admet une unique solution définie sur I tout
entier. Les solutions de I'équation homogéne forment un sous-espace & iy de
dimension 7 ; les solutions de I'équation compléte forment un espace affine X p+5 g

Définition — systeme fondamental, wronskien

Une base {Xl,. . .,Xn} de 5 g est un systéme fondamental ; le wronskien
Wi(t)=det{X1(%), . . X »(t)) ne s'annule jamais ou est identiquement nul. Variation
des constantes : X p= Zcé(t}xﬁ' avec ch{t)x,&{t} = B(1).

Définition — exponentielle de matrice

Ak
e :kzmﬁ (série normalement convergente). ¢A+E — ;4.5 si AB=BA ;
=

ePDP=1_ p,Dp—1; deted —etrd ; ¢ —y gt 4 est dérivable de dérivée Adetd.

Théoreme — coefficients constants

Les solutions de X/ = A4 X sontles X(t)=et4 X . En pratique : réduire 4. Si
A=ppp-1 avec D =diag(A;), les solutions sont Zcée}‘ftVi: (V'3 vecteurs
propres). Si A est trigonalisable seulement, on résout le systeme triangulaire de bas
en haut (solutions polyndmes-exponentielles).

Définition — équation scalaire d'ordre 2

y” +a(t)y’+b(t)y =c(t) se rameéne au systéme en {v,y’). Espace des solutions
homogenes de dimension 2 ; wronskien W= ylyé—yiyg vérifiant W' = —g1¥ . Si l'on
connait une solution ¥1 ne s'annulant pas, on cherche ¥ = %1% (abaissement de
I'ordre). Variation des constantes : ¥ = ¢1%1tCqUs avec Ciyl—kcéyg =0et
ciyi—i—cayé =c,

Exemple
X' = ([]j %)X celtd — Et([]j %), donc :L?Iii:l = ($D+yﬂt:‘€tr y{t} — yDEt-
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Questions fréquentes sur ce chapitre

Que dit le théoreme de Cauchy linéaire ?

Pour A et B continues sur I, tout probléme de Cauchy X‘ = A(t) X +B(z),
X(tp)= X admet une unique solution définie sur I tout entier.

Comment résoudre X' = AX a coefficients constants ?

X(t)=et4 X . En pratique, on diagonalise ou trigonalise A4 : les solutions sont des
combinaisons de A1t} pour les vecteurs propres ¥ .

Qu'est-ce que le wronskien ?

Le déterminant W{t} d'un systéme de solutions ; il est soit identiquement nul, soit jamais
nul, et permet de vérifier qu'on a un systeme fondamental.

Comment résoudre une équation d'ordre 2 dont on connait une
solution ?

On pose ¥ =1%1% (abaissement de I'ordre) : on obtient une équation d'ordre 1 en z/.

Synthese téléchargée depuis https://mathovore.fr/resume-cours-maths/spe/equations-differentielles-lineaires.html - Mathovore, site de maths.
Page 2/2



https://mathovore.fr/resume-cours-maths/spe/equations-differentielles-lineaires.html

