Optional

Vecteurs et translation

Exercice 1:
Les points P, Q et R sont-ils alignés ?

Oui ils sont alignes, montrez que les vecteurs p 5 et g sont colineaires

Exercice 2 :
ABCD est un parallélogramme.
| est le milieu de [AB].

. —_—2 1=
E est le point tel que [F — gDI

1. Effectuer la figure suivante.
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2. Déterminer les coordonnées des points de la figure

\ — —
dans le repere {A;AB;AD} :

3. Les points A, E et C sont-ils alignés ?
Oui ils sont alignés, montrez que les vecteurs AEE et ACE sont colinéaires

Exercice 3 :
A et B sont deux points distincts du plan .

On définit le point M par la relation vectorielle suivante :
—_—
SMA+ME=0 -

1. Exprimer AME en fonction de ABE .

Utilisons la relation de Chasles :

IMALMA+LABR=0
—3 —=
AMA+AB=0

—s —
AM =

o
==

<l

2. Placer le point M
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Exercice 4 :

ABCD est un parallélogramme de centre O. Les points M, N, P et Q sont tels que :

AM=3AB;BN=3BC;CcP=3%CD;D0=1D4
1.

a. Démontrer que MBE :DPE :

Nous avons :
—3 33—
AM = EAB
AB+BM =24AB
BM=3AB-AB
— 11—
EBAM = EAB
de méme:
-2 ==
CP = ECD

CD+DP=3CD

DP=3CD-CD

—_— 1=
DP=:CD

Or ABCD est un parallélogramme donc ABE — DCE
— 1=
donc BA = EDC

BM=:DC=PD
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ainsi :
—_— —
MEB=1DF

On en déduit que le quadrilatere MBPD est un parallélogramme.

b. Déduisez-en que O est le milieu de [MP] .

Propriété : les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leur milieu.

Conclusion :

Le point O est le milieu de [MP].

Exercice 5 :
ABCD est un parallélogramme de centre O.
Donner I'ensemble des relations vectorielles possibles sur cette figure.

— —
DC=AEB
— —
AD=8BC

il y en a d'autres sur l'identité du parallélogramme
que vous aurez l'occasion de rencontrer dans d'autres exercices du site.
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Exercice 6 :

(O,1,)) est un repere orthonormal avec Ol=0J=1 cm.
a. Placer les points.

b. Nous avons :

e —  —3 —_— 2

OA =—-4074+60J =-200C4200D

o —_— —2 —2

ar gC =241, QD =3aJ
Les coordonnées de A(-2;2) dans (O,C,D)
de méme, montrer que les coordonnées sont B(-1;-1) dans (O,C,D).
Dans le repere (0,D,C), il suffit d'inverser abscisse et ordonnée.

C. LE point O a pour coordonné O(1;1) dans le repere (E,C,D).
Exercice 7 :

La figure ci-dessous représente des hexagones réguliers de centres a, b, ¢, d.

O P

1. Déterminer les images de chacun des points C,E,A,M par la translation de vecteur :
a. La translation de vecteur E envoieCenlL,EenD,AenBetMenN.
b. La translation de vecteur ﬁ envoieCend,AenaetMenc.

. LA translation de vecteur E envoieCenK,EenO,AenCetMenl.

2. Utiliser la translation de vecteur AG;
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Exercice 8 :

Démontrer que pour tous points A, B, C, D.

AD+BC =AC+CD+RBC
H H .
=ACH+ED
D'apres la relation de Chasles.
Exercice 9 :

Dans un repéere, on considere les points A(-5;3), B(2;-1), C(0;4).

a. Placer les points A,B,C.
AB@-(-5)-1-3)=(7;-9)
480~ (-5)4-3)= (5),BC = 0-24—(-1) = (-25).

e AB=\T7%142_ /A3116=

Exercice 11 :

1.
a. Avec GEOGEBRA, on peut construire le triangle ABC, ses milieux A', B' et C', ainsi que son centre de
gravité G et son centre de cercle circonscrit O.

On peut ensuite construire le point H en ajoutant les vecteurs OA, OB et OC.
b. On sait que le centre de gravité G est le point d'intersection des médianes,

donc on peut écrire :
™ e

GA' +GB' +agc’ =0
En muIt|pI|ant cette equatlon par 2 on obtlent

L

GA*’ + GB*’ + Gc*’ + GA*’ + GB*’ + {}c — 20A
Or,ona:
f 2 /
GA' =204
;B !
GB' = 0B
cc’ = foc’
Donc :
GA' + GB' + GC’ = Y04’ + 0B + 0C)



> > > > > > —
%{GA*’ +0B +0CY+0A' + 0B +0C’ = 204’

En simplifiant, on trouve :

H %
OA" = 24P
Donc:
1 /

AP =304
c.Ona:

-2 1 7
AP =504

— —_—
AQ = —Q0'

0P — AP+ AO+ OB +0C

En remplacant APE et A{}E par les expressions trouvées précédemment, on obtient :
e 1 / T 2
arP = EGA - oo 4+ a8 4+ QC
En simplifiant, on trouve :
— i _3; —_— 2
OF = E{GA + OB + GC}
On sait que 4 47 + ﬁ + {}Ca — a car les vecteurs représentant les cétés d'un triangle se fermant

sur lui-méme sont égauxa {j .

Donc:
— - 1 3,.-'
OP = 0-300
Et donc :

—

_} lll.

aF - Ggf;" =0
Mais oo’ est un vecteur perpendiculaire au plan du triangle, donc il est orthogonal a tous les vecteurs
appartenant a ce plan.

En particulier, il est orthogonal au vecteur APE , donc (AP) est perpendiculaire a (BC).
d. On peut montrer de méme que (BP) est perpendiculaire a (AC) en utilisant les mémes calculs.

e. Le point H est le point de Steiner, c'est-a-dire le centre du cercle circonscrit au triangle formé par les
pieds des hauteurs du triangle ABC.

2. On a montré que :

—_— 3 _}f, _— 2
OP = 5(CA' + OB + 0C)
— i > - 4
0G = 3(0A + OB + 0C)
Donc :

LY

2 - >_§ %, — — l
GH_GP—EGG_E{{}A —|—GB—|—GG}—2><3

> - > 3 5 1= —
(OA 4+ OB 4+ 0C) = RrOA" —30A = 30G
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Donc {}HE est trois fois plus grand que GGE .
Cela signifie que le centre de gravité se trouve sur la droite d'Euler, car c'est le point qui divise la distance

entre le centre du cercle circonscrit et le point de Steiner dans le rapport 2:1 (c'est-a-dire que OH est trois
fois plus grand que OG).

Exercice 12 :

Analyse de la figure et remarques préliminaires.

(ME) est la droite des milieux donc (ME) et (BC) sont paralleles et 2.ME = BC. On en déduit que ME = BF =
FC

(AF) est I' axe de symétrie du triangle isocele BAC donc (AF) est perpendiculaire a [BC] et [ME]

Dans le triangle AMC, [ME] est une médiane. Le centre de gravité G du triangle AMC est sur [ME] et I'on a :
MG = 2.GE.

Démonstration
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Considérons le quadrilatére MECF. Les cotés opposés [ME] et[CF] sont paralléles et isométriques. MECF
est donc un parallélogramme; les diagonales [MC] et [EF] ont méme milieu I.

Dans le triangle MEF, [MI] est une médiane, une autre médiane est portée par la droite (AF), il s'ensuit que
le point D, intersection de deux médianes est le centre de gravité du triangle MEF.

Ainsilona: MDD = 2 x DI .

Considérons alors le triangle MEI, d'une part les points M, G, E sont alignés dans cet ordre, ainsi que les
points M, D, I, et d'autre part on a les relations :

MD =2x Ml e MG =2GF
Il s'ensuit d'aprées la réciproque du théoréme de Thales que les droites (GD) et (IE) sont paralleles.

F étant le milieu de [BC] et E le milieu de [AC] alors [EF] est paralléle a [AB]. Ainsi la droite (MO) médiatrice
de [AB] est perpendiculaire a [GD].(car (MO) est perpendiculaire a [EF] donc a [El] et par suite a [GD])

Considérons finalement le triangle MGD

(DO) est perpendiculaire a [ME] et (MO) est perpendiculaire a (GD), il s'ensuit que O apparait comme
I'orthocentre du triangle MGD. La troisieme hauteur étant portée par la droite (OG).

Conclusion :
Les droites (OG) et (MC) sont perpendiculaires.
Exercice 13 :

Désignons par A' le point diamétralement opposé au point A. Il s'ensuit alors que les deux angles
m ot ﬁ sont droits ( angles inscrits dans un demi-cercle )

Puisque les droites (BH) et (A'C) sont perpendiculaires a la droite (AC) alors elles sont paralleles. Il en est
de méme des droites (BA') et (CH) qui sont perpendiculaires a la droite (AB).

Ainsi le quadrilatere BHCA' est un parallélogramme puisque ses c6tés opposés sont paralleles deux a deux.

On sait que les diagonales d'un parallélogramme se coupent en leur milieu, donc [HA'] 1 [BC] = {M}.
Ainsi le milieu M de [BC] appartient aussi a la droite (A'H).

Conséquences:
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Les droites (A'H) et (MH) sont confondues. Les points A', M, H, | sont donc alignés. Il en résulte que
I'angle ﬁ est droit puisqu'il est inscrit dans un demi-cercle.

Les droites (MH) et (Al) sont donc perpendiculaires
Exercice 14 :

Dans un repére ({};;;;} ,ondonne K (-3;5)etL(4;?2).
Déterminer I'abscisse du point M d’ordonnée - 2 tel que K, L et M soient alignés.

Pour que les points soient alignés il faut que les vecteurs KLE et LME soient colinéaires avec
M(z;-2).

Calculons les coordonnées de ces deux vecteurs :
—3
H’L(-’-l —|—3;2—5}
—
E’L{’F;—S]
et
e
LM(r—4;-2-2)
—>
LM(z—4;—4)
Ces deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si :
7x (—4)—(—3)(z—4) =0
—28—|—3(a:—4} =0
—2843x-12=0
Jr—40=0
__ 40
=3
Conclusion : M{%;—Z}.
Exercice 15 :

Dans un repére {{}523} ,ondonne A(2;-3) B(0;-3) C(-3;0).

—>

1. Déterminer par le calcul les coordonnées du point Etel que TR =zA B .

[t |l



Résolvons un systeme :

(z+3
0—=2

y—0)=(=5"
—3+3
—5 )

(z+3
y—0)=(-1

0)

Nous obtenons les deux équations :

(=] donc
r=—4ety=0

Conclusion : les coordonnées du point Esont E(-4;0) .

2. Que peut-on dire des droites (CE) et (AB) ? Justifier.

Les vecteurs ﬁ et E étant colinéaires, les droites (CE) et (AB) sont paralleles.
Exercice 16 :

Dans un repére {{};;3} , on donne :

E(3;-1)F(7;-7) G(5;-4).

Déterminer si les trois points E, F et G sont alignés.

Vérifions si les vecteurs EFE et EGE sont colinéaires alors les trois points seront alignés.

ER(7-3;—7+1) donc EF(4;—6)

BEG(5-3;—441) donc BE(2;-3)
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Nous remarquons que EFE — EEGE donc les vecteurs sont colinéaires

et les points E,F et G sont alignés.

Exercice 17 :

1. Les vecteurs u(14V3;4) et ﬁ{%;ﬂ-l} sont-ils colinéaires ?

Calculons le déterminant :

Conclusion : ces deux vecteurs sont colinéaires.

2. Déterminer 7 tel que les vecteurs %(2;m) et T(5;—1) soient colinéaires.

Le déterminant doit étre nul :
2% {—1}—5m =0

—2—bm =0

=

Exercice 18 :
Soient A, B, C et D, quatre points quelconques du plan.

Montrer que :

3DA-DB_3DC =3BA_3BC

Nous avons

3DA-DB-2DC

L

—3DB43BA-DBE-2DB-2BC

—3DB-DB-2DB43BA-2BC

s —3 —3
=04+3BA-28BC



—_—

=3BA-2BC

Exercice 19 :

BA+CEB+DC =CA+DBE-CD

BA+4+CB+DC+CD = CA+DE

— =2 2 — —2
BAL+CBH0=CA4+DEBE

CA=CA+DE

CA-CA = DR
2 —2
0=08
Conclusion : les points B et D sont confondus.

Exercice 20 :
A et B sont deux points distincts.

On cherche a construire le point M tel que :

—3  —3
SMA+AMB =0

e b
1. Les vecteurs M;i et MB’ sont-ils colinéaires ?ont-ils le méme sens?ont-ils la méme norme?

— 4—=2
MA=-2MB
MA=%mB

Conclusion : ces deux vecteurs sont colinéaires de sens opposés et n'ont pas la méme norme.
2. En utilisant la relation de Chasles, montrer que I'on a I'égalité :

—3 —3
TMA+4AB=0

On sait que :

—3  —3
SMA+AMB =0

IMALAMALAAR =0

—3 —3
TMA+4AB=0
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3. En déduire AME en fonction de ABE )

TAM =4ARB
— 44—
AM:gAB

Construire le point M.

Exercice 21 :
Les vecteurs (v2;1—v3) et T(1+v3;—v2) sont-ils colinéaires ?
Calculons le déterminant :
V2x (—v2)—(1-v3)(14+V3)
=—2-(12-v3%)
=-2—(1-3)
=-2-(-3
=0
Conclusion : ces deux vecteurs sont bien colinéaires.

Exercice 22 :

On considere un triangle ABC et les points | et ] tels que :

—_— |1/
AI=3AB
— —
AJ=3AC

1. Montrer a I'aide de la relation de Chasles que ﬁ — 3E :

Ed > —_— 2 —_— —
—BA4+AT=-3AT4+3AC =3TA4+3AC =3IC

L-{v

B



2. Que peut-on en déduire pour les droites (B)) et (IC) ?

les vecteurs ﬁ et E sont donc colinéaires et on en déduit que les droites (BJ) et (IC) sont
paralleles.

Exercice 23 :

Dans chacun des cas suivants, montrer que les vecteurs ABE et CDE sont colinéaires.

L AC+DC=BD -

Utilisons la relation de Chasles :

_|_
t
Qv
+
!
C}v
I
t
Qv
S
t:lv
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2. 9CB-SCA—TAD =

Utilisons la relation de Chasles

9CB—2CA—TCA—TAD =

VCBH2AC—TCD =0

Conclusion : les points A et D sont confondus .
Exercice 25 :

1. Placer le point E tel que BEE _ E :

2. Placer le point F tel que BFE _ _E :



3. Placer le point G tel que BG> — AC?*—I—BE .

S

jio

B

% F.

Exercice 30 :
Dans le plan muni d'un repere orthonormé, on note E I'ensemble des points dont les coordonnées (x;y)

vérifient la relation :

2, v?_
BTg=1"

On considere également les points F(4;0) et F'(-4;0).

1. Calculer les coordonnées des points d'intersection de E avec les axes du repeéres.
Lorsque x=0, y=3 et y= -3.

Lorsque y=0, x=5 et x=-5.

2. A l'aide du logiciel Geogebra, visualiser I'ensemble E et faire une conjecture sur la somme des distances
MF + MF' lorsque M est un point de E.

La distance MF+MF' est constante.

3. Soit M(x;y) un point de E.
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a) Exprimer 2 en fonction de x2 eten déduire que z2<25 .

2
y2=9(1-3z)
or y4>0 ce qui est équivalent a dire que 1—3—;' >0 cequiéquivauta z2<25

b) Montrer que A F'2 — {%x—f;}g .

MF+MF'=10 .

c) Sachantque = <5 , montrer que %;1:—5 <0

puis en déduire que AFF = 5—%:1:

d) Valider la conjecture .

Exercice 31 :

Soit ABCD est un parallélogramme .


/homez.116/mathovor/www/ckfinder/userfiles/images/ellipse.png

1) Placer les points M et N définis par les égalités suivantes:

S
I

AM =AD+2x DB

CN=-CB-itx BA
2) Montrer en utilisant la relation de Chasles que DN = _Cf’;_%x BA .
3) Exprimer le vecteur DNE en fonction des vecteurs AD; et ﬁ .

Indications :
Faire une figure et utiliser la relation de Chasles.
Exercice 32 :

1.a) Pour que ABCD soit un parallélogramme, il faut que les diagonales [AC] et [BD] se coupent en leur
milieu en un point I. Pour trouver les coordonnées de D, on peut utiliser le fait que les diagonales d'un
parallélogramme se coupent en leur milieu.

Ona:

oD = 0A +0C - QB
En utilisant les coordonnées de A, B et C, on trouve :

o =(3)+(F)-(F)=(2)

Donc les coordonnées de D sont (3, -1).

b) Le centre du parallélogramme est le milieu de ses diagonales, donc on peut calculer les coordonnées de
| comme le milieu de AC et BD. On a :

5t = 164 +60) = (s

Donc les coordonnées de | sont (1, 2.5).

¢) Pour trouver les coordonnées de F, on peut utiliser la formule donnant le symétrique d'un point par
rapport a un autre :

oz - () -(4)=(3)
BF = oCE = ()

GF =GB + BF = (7) +(¥) = (¥)
Donc les coordonnées de F sont (-5, 5).

d) Pour calculer les coordonnées de ﬁ , on peut utiliser les coordonnées de E et de | :
— —> — 1 -9 3
Ef =00 -0F = (2.5)—(—1) = (35)

Pour calculer les coordonnées de ﬁ , on peut utiliser les coordonnées de F et de A :
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— —
ol =7 = ($)(3) = ()
On remarque que les vecteurs EI} et ﬁ ont les mémes coordonnées mais des signes opposés.

Cela n'est pas surprenant car dans un parallélogramme, les diagonales se coupent en leur milieu, donc le
vecteur qui relie un sommet a ce point de coupure a un opposé qui relie I'autre sommet a ce point de
coupure. On peut donc prévoir cette propriété.

2.
a) On sait que AME —|—3DM£ -0

En utilisant les coordonnées de A et D, on trouve :
T 5 T 3\ _
(yM _(4)+3 Yus _3(—1)_(

En développant et simplifiant, on trouve :
4:1:M—|—11yM:23 S
. — 1y
Donc les coordonnées de M sont [ & avec Y .
': v yM:' :]:M = Z
b) Pour savoir si les points M, | et D sont alignés, on peut calculer le coefficient directeur de la droite (MD)

et celui de la droite (ID) et vérifier s'ils sont égaux.

Le coefficient directeur d'une droite passant par deux points (x1, y1) et (x2, y2) est donné par :

Le vecteur MDE a pour coordonnées :
TR 1”M) 3\ _ (Fm—3
MD = (yM -(3) = Yo +1
Le vecteur %5Cvec{ID} a pour coordonnées :
7 _ 1 3\ _ (-2

ID = (2.5)—(—1) = (3.5)

Le coefficient directeur de la droite (MD) est donc :

En substituant % jf par son expression en fonction de ¥ ., on obtient :

—3yy + 38
T —
MD = Tly,, — 23

Le coefficient directeur de la droite (ID) est :
3.5 7

¥TL = = = —=
1D —2 4
On remarque que les coefficients directeurs sont différents, donc les points M, | et D ne sont pas alignés.

Exercice 33 :



méthode A

a)BM =BA + AM = —A[-‘j'+%ﬁu“j s =1 7

PN = pc*+cn‘+n:~¢-%rx‘+cn+§nc

_2i5_AB+2A0-2a5-Lap /
=5 AB-AD +3AD = £AB -7 AD

b) PN =- %(Mi G % %] Al'i] = % BM T T
Les vecieurs PN et BM sont colinéaires . A | B
¢) Les vecteurs PN et BM sont colinéaires et les droites (PN) et (BM) sont paralléles. 3
méthode B

a) A0, 0), B{L, 00, C(1, )et DO, I)

_3in 3
b) AM = g AD donc | M [U .5]

x=1=31-1) [x=1 _
nN=%n(:‘= . ﬁ{ 3 N[],:’)
)

x=1=3(0-1) =
cp'-%mm 2 a[“
¥

0-1 1-1/3 3 1. 3 1y 2 m [ 1
'"}BM[EIR—E}] et PN(3f4—l] una(ﬂ—l}x[z l]—(l—EJXE——Ix[—I]—E g—';—z—ﬂ.
Les vecteurs BM et PN sont colinéaires done les droites (BM) et (PN} sont paralléles.

X

1.

a) Pour construire les points M, N et P, on peut tracer les vecteurs Aﬁ' Bj\}f et CP}' a partir des
points A, B et C, dans les directions données par les coefficients des vecteurs. Les points M, N et P sont
alors les extrémités de ces vecteurs.

b) On peut exprimer les vecteurs Bﬁ et Pj\? en fonction de ABE et ADE en utilisant les
définitions de M et N :

BM = AB+AM
— AB 434D PN

= BC +CN - NP
=B§+Gﬁ—@ﬁ+ﬂﬁ}

— B+ CN - CP — (BN - CP)
BN +CN - BC - CP

= BN +icB-BS-%cD

= BN - BC —CD
¢) On remarque que BME est une combinaison linéaire de ABE et ADE , C'est-a-dire qu'il est contenu
dans le plan du parallélogramme, et de méme pour PNE .

Si les deux vecteurs sont contenus dans le méme plan et qu'ils ont des directions différentes, alors ils
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doivent étre paralleles.
Donc (BM) et (PN) sont paralleles.

2.

a) Dans le repere {A,E,E} , les coordonnées des points A, B, C et D sont :
A(0, 0)

B(1, 0)

C(1,1)

D(0, 1)

b) Pour calculer les coordonnées des points M, N et P, on peut utiliser les définitions données dans I'énoncé

Donc les coordonnées de M, N et P sont :
M(0, 3/8)
N(1, 3/4)
P(1/3, 1)

¢) Comme les points M et N sont situés sur la méme droite verticale AB, et que le point P a une ordonnée
plus grande que celle de N et une ordonnée plus petite que celle de M, alors les droites (BM) et (PN)

doivent étre paralleles.

Cela confirme le résultat obtenu avec la méthode A.



