Corrigés des exercices de maths en L3

Variables aléatoires et espérance

Corrigé de I'exercice 1 : Variables aléatoires sur I'espace de
Lebesgue

1. La mesure de Lebesgue restreinte aux boréliens de  [0,1] est une mesure, et A{[0,1]) = 1.
C'est donc une probabilité. Ensuite, X est constante sur chacun des intervalles [0,1/3[ ,
[1/3,2/3[, [2/3,1] et {1}.Ainsi, limage réciproque de toute partie de R est une réunion
finie d'intervalles, donc un borélien. Par ailleurs, ¥ est continue, donc borélienne. Les deux
applications sont des variables aléatoires.

2. Lavariable X prend les valeurs 0, 1, 2 et 3. D'une part, P(X = 0) = A{[0,1/3[) = 1/3.
Deméme, P(X =1)= P(X = 2) =1/3 . Dautrepart, P(X =3)=A({l)=0.
Par conséquent, X suit presque sirement la loi uniforme sur {0, 1,2}, et

E[X]=(0+1+2)/3 =1.

3. Lavariable ¥ estavaleursdans [0,1] .Soit ¥ € [0,1].0na 4w{l-w) < y siet
seulement si w2 — w + y/'-‘-l = [ . Les racines de ce trindme sont wy = 1+ yl-y . Donc

{¥ <y} = Dw_JU[wy, 1], et 2
Fy(yy=w_+(1-wi)=1-VI-y.

Deplus, Fv(y) =0 pour v <0 et Fvy(y) =1 pour ¥y >1.Cette fonction est
continue et de classe (1 sur ]0,1[ . Ainsi, ¥ a pour densité

)
fy_{y) = Q—JIITy 1]051[@ . En effet, Fy(y) = f f}_ pour tout ¥, et la fonction de
— oD
répartition caractérise la loi.

La figure ci-dessous confronte cette densité a I'histogramme d'un grand nombre de valeurs simulées
de ¥ .Onconstate que ¥ prend plus souvent des valeurs proches de 1, la ou la parabole est
plate.
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4. D'abord, par transfert sur {2 :
1
1 1 2
ElY]|= | 4w(l—w) dw = 4(2 3] =3
0

Ensuite, avec la densité et le changement de variable © = 1 —% :

1
1= [ oy av = [t av = Yo-1) =3

0 0

Les deux calculs donnent E[Y | = 2/3.

5. Prenons y = 3/4. Alors fI—y = 1/2,donc {¥ < 3/4} = [0,1/4] U [3/4,1],de
probabilit¢ 1/2.0r {X =1} = [1/3,2/3[ ne rencontre pas cet ensemble. Par conséquent,

P(X =1,¥ <3/4)=0,alorsque P(X = ) P(Y <3/4) =Lx5=1.Les
variables X et ¥ ne sont pas indépendantes.

Point de méthode : sur un espace probabilisé concret, la loi d'une variable se lit en mesurant les



ensembles {-X < x}, exactement comme on mesure des ensembles de niveau en intégration.

Corrigé de I'exercice 2 : Fonction muette et loi uniforme

1

1. Soit A mesurable bornée. Par transfert, E[h{Y}] — fh,(_%ln ;p) dx . L'application
0
£ — —iln z estun 1 -difféomorphisme décroissant de  ]0,1[ sur 0, 4+-co| . On pose

Yy = _EIH‘T , S0ty — E—}*’H et dr = —}lg_}‘ydy.Donc

+ 00
E[h(Y)] = [ h(y)re Y dy.
0

Par la méthode de la fonction muette, ¥ suitlaloi E{A).

1
2. De méme, E[h(}(g}] — fh,{;p?} dr.Avec » — r2,0na £ = vZ et dr = EE%
0

Ainsi, E[h{}j}] — h{g} % dz . Par conséquent, Z a pour densité % l]g,l[{z} , et

.:.c"'-____:l—'-

Ll

1
E[Z] = B[X?] = f;nﬂ dr =
0

1
3. Ona E[h(l/}f}] — fh(l/;p) dr . Avec w = 1/1‘: ,on obtient dx = —dw[mg , et

0
w décrit |1, +oo[ . Donc W a pour densité $1]1,+m[{w . Ensuite,
+co

E[W] = f %” = oo . Lavariable T¥ n'est pas intégrable.
1

4, Lafonction F—1 estune bijection strictement croissante de ]D,l[ sur [E. Donc, pour tout réel
t, PL{X) < t équivautd X < F(t).Comme F(t) € ]0,1[ etque X estuniforme,
onobtient P{F~L(X) < t) = F(t).Lavariable F—1(X) a pour fonction de
répartition F'. C'est le principe de la simulation par inversion ; la question 1 en est le cas
particulier F'(t) = 1—e~*t avec 1— X alaplacede X .

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 3 : Moments des lois usuelles

1. Par transfert, on a

_ ARy A ARl
kE>1 E>1
_ }lﬁ —h Hk—2 _ }12
Var(X) = 224222 =2.
k—1 — —1
2. Pour |z| <1, on dérive la série géométrique : kz}:l ko = (1—x)? et
e =
k;E k(k-1) £F—2 = ~ (1—z)% Avec T =1—p, onobtient B[G] = p-# = }—3.
EnsuEe,
k-2 _ 2(1—p)
BIG(G-1)] = p(1-p) D k(k=1)(1-p)" " == 5~
k> 2
, 2(l—p) 1 1 d—dp+p—1 . _
Par conséquent, Var(G) = o2 +5 - 1 = 2 .Ainsi, E[G]=1/p et
Var(@) = (1-p)/7?.
3. Pour 7 = 1,onintégre par parties :
+foo +[oo
E[T"] = e Ae AT dr = [—zh e A 7] +OO + net~le-Az dr = %E[T”’l].
0 0
Comme FE[T9] = 1, une récurrence immédiate donne E[Tﬂ] = n!/}ln . En particulier,
_ 4 L _ L
Var(T) = Y iabviRBY

4. Lafonction , _, , .—#2/2 estintégrable etimpaire, donc FE[Z] = 0 . Ensuite, une
intégration par parties donne

/z -z 8_22/2 dz = [—z 6_22/2]%_-22 + / 6_22/2 dz = V2.
R R



Donc E[Z2] = 1 .Enfin, par linéarité et par Var(@Z +b) = a2 Var(Z),
Em+oZ]=met Varfm + 0 Z) = o2.

Corrigé de I'exercice 4 : Espérance et fonction de queue

+oo
1. Pourtout &, ona X(w} = f 1{t < X(wj] d+ . L'ensemble

0
D = {(mega, t):t < X(w)aj} est mesurable pour la tribu produit, car
(w,t) — X{w) — t est mesurable. La fonction 1 est positive. Donc le théoréme de Fubini-
Tonelli autorise I'échange :

—+ o0 —+ o0

E[X]:/ f 1p dt dP = / P(X >t) dt.
0 0

2

La formule est démontrée, les deux membres pouvant valoir o .

2. Pour X deloi E(A),ona P({X >t)= et pour > 0.Donc
+co

E[X] = f e=>t dt = 1/X.
0

3. Soit k> 1let t€ [k—1,k[.Comme IV estentiére, IN >t équivauta N > k. Donc
t — P(IV > £) est constante égaleda P(IN > k) sur [k—L, k[ . Par conséquent,

EN| = PN > k . —
V] kz:_}:l NV 2 8) pour G deloi G(p),ona PG > k) = (1-p)F 1 iles

— E—1 _
jz—1 premiers essais échouent. Ainsi, E[G] o k;l ':1_?:' o 1/10.

X 4o
4, On écrit cette fois X ¥F = fp ti'f’_l dt = f P ti'f’_l l{t < X} di . Le méme argument
0 too 0
de Fubini-Tonelli donne E[Xp] — f P tP_l P(X ~ 1} dt.Pour p = 2 et X deloi
0

+oo

E(X), on obtient f Ite—rt dif = % . Cela coincide avec E[XE] = 2!/}12 de
0
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['exercice 3.

Point de méthode : écrire une quantité positive comme une intégrale d'indicatrice, puis échanger par
Tonelli, est un réflexe tres efficace en probabilités.

Corrigé de I'exercice 5 : Loi de Cauchy et absence d'espérance

1. Lafonction tan estun ¢l -difféomorphisme de |- /2, /2] sur R, de réciproque

arctan . Soit } mesurable bornée. Avec £ = tan u,donc du = 1iig ,ona
/2
1 1
E[h(X)] =7 / h(tan u) du = /h(.’l’:) m dx.
—7/2 R
Donc X apourdensité f(z) = m

|| 1 , o
2.0na ey~ e @ +oo0.0r £ — 1/x n'est pas intégrable sur |1, +-0o[ . Donc

E[|X]|] = 4+oo :1aloi de Cauchy n'a pas d'espérance.

3.0na P(X =10) =0,donc 1/X est définie presque sirement. Sur 0, +co| , le
changement y = 1/xz donne dz = —dy/y? et

1 1 1.
m(l+1/y%) y?2 = w(l+ y?)

Le méme calcul vaut sur  ]—co, Q[ . Ainsi, BA(1/X)] = fh(y} m dy . La
variable 1/X suit donc la loi de Cauchy.

4. Par parité de la densité, pour £ >0,
+00

P(|X|>t) = 2 f s = 3(

T
t

—arctan t) = % arctan%'

elE



Comme arctan «w ~ w en0, on obtient P(|X| = t:] ~ % quand © — oo, Cette
oo

queue lente explique I'absence d'espérance : en effet, f P(|X| = t} dt = +oa, d'aprés

0
['exercice 4.

Corrigé de l'exercice 6 : Calcul de fonctions caractéristiques

1. Pour X deloi B(p),ona cpx{t) = (1-p)e¥ + pe = 1 — p + pe . Une variable de
loi B(n,p) alaloi d'une somme de 7 variables de Bernoulli indépendantes. Donc
(’fjliﬁ:l = {1 —p+p eft}ﬂ . On peut aussi le vérifier directement par la formule du bindme.

2. On somme la série exponentielle :
VK . _
p(t) = Z e—A % =eAere = exp(A(eit —1)).
k>0

C'est la fonction caractéristique de P(}) .

3. Pour t?é 0,ona

a
1 : 1 etat — g—iat _ sin(at)
sa(t)—gafem AT =347 % = af
“a

sin(at)

praall prolongée par 1 en 0.

De plus, (0} = 1.Donc o(t) =

4. Comme Re(d —2t) = A>0,0na |.g~_':3" - ét:'ﬂ — e—AT 3 ) en 4co.Donc

+0o0 ( S
(X — 2t A —(A =)z 0 by
p(t) = / e z)xdv"?:[ DYEET: ]0 = x_it
0

Le résultat est démontré.

5.0na @t) = A (A —at) L dol @f(t) = dA (A —4t) 2 et
@/(t) = =22 (X —4t) 73 .Laloi &(A) a des moments de tous ordres, donc
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o B(0) = & B[xKk].Ansi, ¢ B[X] = /A et —E[X2] = —2/)2.0n retrouve
BX]=1/xet Var(X) = 2/3% —1/32 = 1/)2.

Corrigé de I'exercice 7 : Indépendance deux a deux et mutuelle

. Ona P(AnN BC} = P(A)—-P(ANB) = P(d) - P(A)P(B) = P(4) P{BC). Par

symétrie, A° et B sontindépendants. En appliquant de nouveau ce résultat, A4° et B¢ le

sont aussi. Enfin, la formule produit est évidente si I'un des événements est i ou 2 . Les tribus
o(A) et o(B) sont donc indépendantes.

. Il'y a trois faces paires sur six, donc P(A) = P(B) = 1/2.Ensuite, X1 + X7 est pairsi et
seulementsi X1 et X1q ontla méme parité. Par indépendance, PC) = %4- %.Ainsi,
P(A) = P(B) = P(C) = 1/2.
1

. D'abord, P{A N B) = 3= P(AYP(B) parindépendance de X1 et Xoq.Ensuite,

ANC = {X pair, Xt pair} = AN B ,donc P(ANC) = % = P{A)P(C).De
méme, BNC =ANBet P(BNC) = % . Les trois événements sont
indépendants deux a deux.

. Enrevanche, AN EBNC = AN B, donc

PANBNC) = % % = P(A)P(B)P(C) . lls ne sont pas mutuellement
indépendants. Par conséquent, les variables 14, 1z, 1lg sontindépendantes deux a deux,
mais pas indépendantes. D'ailleurs, 1¢7 est une fonction de {lﬂ, 15} :

lo=1-|14 15|

Corrigé de I'exercice 8 : Indépendance et densité produit

11
1. La fonction f est positive et ff dxy ar dy = 4 ¥ % ¥ % — 1 . Par Fubini,
0o

1
fX{;p} — f-:};py dy = 2z sur [0,1] , et de méme fY(y} = 2%y . Ainsi,
0



f(:r,y} = fx(i?} fy—(y} . La densité se factorise, donc ¥ et ¥ sont
indépendantes, de méme densité 2T 1[(],1] l::l?:l

— 1 . Ensuite,

[

1 1
2. Lafonction 9 est positive, et ff{g;+y} dr dy = %4-
0 n

1
gXI:;[;‘:] = f{;]:{—y:] dy = T —|—% sur [D,l] . Par symétrie, gXI::J::] = —|—]§ et
0

gy (¥) =y +35 sur [01].

3. Sur le carré ][j, 1/8]2 ,ona gX{a:} g&,{y) }% et g{;r;!y:l = x4y < % Donc
g ?‘é 9y () G4 surun ensemble de mesure non nulle. Or I'indépendance équivaudrait a
I'égalité presque partout. Les variables ne sont pas indépendantes. Calculons la covariance.

1
D'une part, F[X] = f;[:(;[: + %) dr = % -|-% — %,et de méme E[Y] = % . D'autre
0

part,

Donc Cov(X,¥Y) = %—% = —ﬁ'
4. Par Fubini,
11—z 1 9
1—
0 0 0

Ainsi, P(X +¥ < 1) =1/3.

Corrigé de I'exercice 9 : Minimum d'exponentielles
indépendantes

1.Ona P(X >wu)=e % pour u >0.Comme [X >s+t} C {X > s}, onobtient
—Als+d
PX>s+t|X>s = e~ Het) — ¢—>A1t.Cestbhien P(X >t) :laloi

e—}u L]
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exponentielle est sans mémoire.

2. Pour t >0, [M >t} =X >1{nNn{¥Y >t} .Parindépendance,
P{M > t} — =it HE = E_':}‘ + 1t pe plus, M =0 presque sGrement. Donc
M suitlaloi E(X + ).

3. Le couple a pour densité } eTAT T WY oyr ][j] -|-r3,::.|:2 , par indépendance. Par Fubini,
400 400 400

P(X<Y)=//\e'\$(/ ue_’“‘ydy)dx=/)\e_(/\+#)$d$‘
0 z 0

Ainsi, P{X < Y:l = }‘}‘T# .

4, Soit D ={X «<¥Y}et t>0.0na [M>tND=1[{t<X <Y}].Leméme calcul
qu'a la question 3 donne

+0o
P(M >t,D) = f NemAHWT g = AW 2 ppy P(M > 1),
t

+

Pour t<0,ona {M >t} = 2 etlaformule est évidente. Or la classe {,>> t},t € RE}}
est stable par intersection, contient {2 etengendre o(M ) .De méme, {f?, I’} engendre

o(1p) . Parle lemme des classes stables, M et I'événement {X < ¥} sont
indépendants. Autrement dit, savoir lequel des deux instants arrive en premier ne renseigne pas
sur la date du premier.

Corrigé de I'exercice 10 : Produit de convolution

1. Soit h mesurable bornée. Par indépendance, le couple a pour densité  f(x) g{%) . Donc, par
Fubini puis avec le changement & = £ + % a T fixé,

B+ = [ [ e +9) 10) olv) o ay = [ n) ([ 1@ 9(s — @) dz) ds.
Par la méthode de la fonction muette, X + ¥ a pour densité f * g.

2. lci, f * g{s} — fl[ﬂ,l](ﬂ::' 1[':',1]{5 — ;]::] dr = }l{[[jjl] m [5—1:| 3]}.Cette longueur vaut =
si 0<s<l,et 2—s5si 1<s5<2.Donc X + 7Y aladensité triangulaire



s — max(0,1 —|s —1|}.

3. On raisonne par récurrence sur 7. Pour 7 = 1, on retrouve la densité de 8{}1} . Supposons la
formule vraie au rang 7. La variable X n41 estindépendantede 5., , quiest une fonction de
(X1,...,X,) Donc,pour s>0,
s

A pn—1 s — AL o—Xs gn
fgnﬂ(s):/ﬁe Az ) o As x)dm':ﬁ*%'
0

t Antl on

On obtien = e—* s, ce qui achéve la récurrence : S, suit la loi I'(n, ).

La figure ci-dessous montre, a gauche, ces densités pour A = 1 et plusieurs valeurs de 7. A
droite, elle superpose la densité triangulaire de la question 2 a une simulation.

1.2 4 simulation de X+ Y
— densité triangulaire
1.0 A

+ X

0.8 1

0.6

0.4 1

densité de X1 + -+

0.2 A

T T T T T 0-0 T T T T T
0 2 4 6 8 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

4, Pour X =1, Sqo apourdensité se—=sur |0, 4oo[.Donc
1

P(SQ < 1) = se % ds = [—(3—|—1)e_5]1 -1 — %-

Ainsi, P(S5< 1) =1-2/e = 0,264,
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gaussien

1. L'application #:(r,8) — (rcosfd, rsinf) estun (1 -difféomorphisme de
10, +oo[ % 10, 2] sur R2 privé de la demi-droite R x {0} . Cette demi-droite est
négligeable pour la loi de I:X, Y:l , qui a une densité. Le jacobiende ¥ vaut 7. Parle
théoréme de changement de variables, (H, &) a pour densité

Lo, = (,,, e /21, 0) x (ﬁ 11, 2@(9))'

La densité se factorise: F et & sontindépendantes, F a pourdensité .. E_’-'"gfg
sur |0, 4oo[ ,et @ est uniforme sur |0, 27| .

+oo

2. Pour t > 0,ona P(Rg}t):P{R}ﬁ}_ Y/TE_TZEE
u"_

dr = E_tf'rg. Donc

RZ suitlaloi £(1/2),et P(X24¥2<)=1- e 12 0,393 -

3. Posons R — y3lptJ et @ —= 94V .Pour r>0,o0na
P(H’ = ;r) - P{U < E_""Zam} — E_Tzﬁ . C'est aussi P{H > r} , d'aprés la question 2.
Donc R/ alaloide R .Deplus, @' estuniformesur |0,2w[,et R/, @' sont
indépendantes. Par conséquent, {R’, @"} alaméme loi que (R, @) . Leurs images par 1
ont donc méme loi. Ainsi, (R"cos@’, H’sin@’) alaloide (X,¥) :cesontdeux
variables indépendantes de loi A/(0,1) . C'est la méthode de Box-Muller.

4, On a Y/X = tan @&, défini presque slirement. Soit } mesurable bornée. La fonction
8 — h{tanf) est 7 -périodique. Son intégrale sur une période ne dépend donc pas de I'origine.
Ainsi,

2m m/2
E[h(tan®)] QL / h(tanf) d6 = x / h(tan u) du.
0 —7 /2

D'aprés I'exercice 5, ¥ /X suit la loi de Cauchy.



Corrigé de I'exercice 12 : Rapport et somme d'exponentielles

1. L'application ¥ estdeclasse 1 sur ]0, +oo[?, a valeurs dans ]0, 4oo[ x J0,1[ . Pour
(u, v) dans cet ensemble, le systtme T +% = u, = = v(z+y) a pour unique solution
r=wuv, y=u(l-v), avec z,y>0.Llaréciproque @ Ll{u,v) = (uv, u(l-v)

estde classe (1.Donc ¢ estun (1 -difféomorphisme.

2. Le jacobien de ¢—1 vaut

det(l_"v v _U)z—uv—u(l—v)z—u.

]

Le couple (X, ¥") apourdensité e~F~Y sur 0, +co[?.Donc (U, V') a pour densité
e~ ¥.y sur |0, 4oo[ x |01 .

3. Cette densité s'écrit {u e~ 1y > o) X 1]011[{1.']. Chaque facteur est une densité. Donc T7
suitlaloi I'(2,1), V¥ suitlaloiuniformesur |01[,et I/, ¥V sontindépendantes.

4, Ona X = UV .Soit A mesurable bornée. Par indépendance,
E[X h(U)] = E[V] E[U h(U)] = E[$ A(U)].0r U/2 estunefonctionde 1.
Par la caractérisation de I'espérance conditionnelle, E[X |U'] = U /2 . On pouvait I'anticiper
par symétrie: E[X |U] = E[¥ | U] etleur somme vaut 17 .

Corrigé de l'exercice 13 : Covariance nulle sans indépendance

1. Les fonctions & — & et 5 —s £3 sontimpaires, et la densité %1[_1,1] est paire. Donc
E[X] = B[X3] = 0.Ainsi, Cov(X,¥Y) = E[X3]- E[X]|E[X?]=0.

2.ona {¥ <1/4} = {|X| <1/2} .Donc
PllX|<1/2,Y <1/4) = P(lX|<1/2) =1/2 .0or
P{|X| £1/2) P(¥ <1/4) = 1/4. Les variables ne sont pas indépendantes.

3.0na E[XY]=P(X =1,Y =1, E[X]=PX=10)e E[Y]=PY=1).
Donc la covariance nulle s'écrit P(X = 1¥ = 1) = P(X = 1)P(Y = 1).Les

événements {X = 1} et |{¥ = 1} sontdonc indépendants. D'apres I'exercice 7, les tribus
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qu'ils engendrent sont indépendantes. Or ce sont exactement o{X) et o(Y ). Pour des
variables de Bernoulli, covariance nulle et indépendance sont équivalentes.

4. Soient A, B deuxboréliens.Onprend h = 14 et k& = 1g .Alors
0=Covih(X),k(Y)) = P(X € AY € B)—P(X € A)P(Y € B).Clest
exactement l'indépendancede X et ¥ .

Point de méthode : la covariance ne teste I'indépendance que sur les fonctions linéaires ;
l'indépendance demande la méme relation pour toutes les fonctions bornées.

Corrigé de I'exercice 14 : Matrice de covariance

1. La covariance est symétrique, donc 1"z aussi. Soit g £ R? . Par bilinéarité,
T _ o . N .
al N'za = Zaﬁ a, Cov(Zy,2;) = Va,r(z a, Z;) > 0 Ensuite,

2,7 g
%
Cov((42),,(4AZ),) = _Z Agi Atj Cov(Z, Zj) = (AT 7 A7), .
4
Ainsi, I'z est symétrique positiveet "4z = ATz AT.

2.0na W = A(X, Y}T avec A = ([Eaa;r?] % gl_l ) et Ioxyy = diag(l, 2) par

indépendance. Donc

ry = (Daay 1 £2 ) ) (Daayn &0 ) = (e 2 705, )

On retrouve Var(X +¥) = 3 et
Cov(X +¥, X -Y)=VarX —Var¥ = -1,

3.0nveut Cov(X - ¥, X +¥)—cVar(X +¥)=0,s0it —1—3c = 0.Donc
c = —1/3. La variable C{X—I—Y:l est la régression linéairede X —¥% sur X +Y .

4. 0na Cov(X, X +¥Y)=1, Cov(¥; X +¥) =2et Var(X+¥Y ) = 3.Donc



1 0 1 1
I'e=(02 2) 17 1 |=
1 2 3 —1

oOOO

La matrice n'est pas inversible. En effet, pour a = (1,1, -1} ,ona
Var((a, T} = allra = 0. Autrement dit, X +¥ — (X + ¥) est constante : le
vecteur ‘I vit dans un plan.

Corrigé de I'exercice 15 : Lois de Laplace et de Cauchy

1. On découpe l'intégrale en deux, puis on change I en —I sur ]—m, D] ;

—+ 00
_1 1—it)z 1 —(1 +dt)z _1{_1 1
‘P(t)—g/e( 3 +2f 3 d$_2(l—it+l+it)‘
0 0

En réduisant au méme dénominateur, () = T3

2. Lafonction % estintégrable sur [ . La formule d'inversion donne, pour tout réel x (la densité de
Laplace étant continue) :

_|35'| 1 —itx
—2m [ € 1 + 42 4F
R

—|s ' 1
On multiplie par 2 et on remplace x* par —s : € sl — Y/Ewt m(1+t2) dt . Le membre de
droite est la fonction caractéristique de la loi de Cauchy en s . Donc @Gauchy@ = sl
1 N
3.0na @_y(t) = @y (1) = T q¢ - Par indépendance,

Py _ Ylii:l =T T4 112 Comme la fonction caractéristique caractérise la loi,
X — 7Y suitlaloi de Laplace.

4. Lafonction o _, E_|~5| a une dérivée a droite égale a —1 et une dérivée a gauche égalea 1
en 0. Elle n'est donc pas dérivable en 0. C'est cohérent : si X était intégrable, * x serait de
classe ¢l . 0On retrouve ainsi I'absence d'espérance.
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Corrigé de I'exercice 16 : Moments de la loi normale par la

fonction caractéristique

E—:-:g,-"lg E Cn E‘_zzf&,qui

1. Pourtout 7, o0na |,?;|r'r1 E_EEM — 0 en oo, donc |g|ﬂ

est intégrable. Donc E[|Z|ﬂ] < oo pour tout 71,

2. Parla question précédente, ¥ estdeclasse (7°° et f’g':”:'{[j} —— E[zn] . Or, pour tout

réel ¢,
(—1)% t2k
p(t) = Z 2k Bt

k> 0
icité du dé ‘rie entie (2k+1) (2K) E (2K)!
Par unicité du deéveloppement en série entiere, ¢ ([]:1 =0 et ¢ ([]) — (_1:, ﬁ
. !

.Comme 32k — {—1}}3, E[Z2k+1] =0 et E[Z%] — éi}gl . Par exemple,

E[Z?) =1, E[Z%¥) =3 e E[Z%]=15.
3. Onintegre par parties, avec 3_32;2 comme dérivée de _E_Egﬁ ;

/ B e A P [—z2k+1 e_zz/g]irzj + (Qk-l—l)/ 22k =22 g
R R

Le crochet est nul. Donc E[E%"‘E] = {EFQ—H}E[E%] , et

E[E%] = 1x 3 x...x (2k—1) . Or ce produit des impairs vaut bien
(35! (2R
2xX 4x ... X2k T kg’

4. Onécrit X = m -+ o Z . D'abord, E[{X — m}é] — o4 E[E"‘l] , donc
E[{X—m}é] = 3% . Ensuite, par la formule du bindme,

E[X3] = m3 + 3m2 0 B[Z] + 3mo? E[Z2] + 03 B[Z3] = m3 + 3mo2.

Ainsi, E[X3] = m3 4 3mo2.



1. Parindépendance,

exiy(t) =ce
fonction caractéristique caractérise la loi. Donc X + ¥ suit MN(m; + mo, .::r% + J%:l .

wmy b — o2 t2/2 Eémg t—o2t?/2 _ Eé(ml + gt — (e +od)i2f2 |

2. Parrécurrence, X1 +...+ X, suit M0, n).Donc X, suit A0, 1/n) ets'écriten loi
Z /v, avec Z deloi N(0]).Parconséquent, P(|X,|>¢e) = P(|Z|>ewm), quitend
vers 0 par convergence dominée. La moyenne se concentre autour de 0.

T _ n _ .
3. Par indépendance, e (t) = H fpxk(i/ﬂ} = (E |t|’fﬂ) =€ i .Donc X, suit
n E=1
encore la loi de Cauchy, et P(|Iﬂ| } 1} = %arctanl = % pour tout 7. La moyenne

ne se stabilise pas : la loi des grands nombres exige une espérance finie.

La figure ci-dessous compare les moyennes empiriques de variables normales et de variables de
Cauchy. Les premiéres se rapprochent de 0. Les secondes subissent des sauts brusques, dus aux
valeurs trés grandes qui apparaissent régulierement.

—— moyenne de n variables de Cauchy

1 —— moyenne de n variables N(0, 1)
M—
_1 i
[y
[><
_2 i
_3 -
—4 -
10° 10! 102 103
n
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4, Pour ¢ >0, (t) = ecltl Par indépendance,

Pex
—alt| —Bt| _ _—(a+b)t |
(’DaX+bY':t:':€ at] =Bl _ —(a jl':r,p(a+bjx(t}.Donc aX + bY alaloi

de {a—i—b}g{. Or ¢X apour densité %f(%) .Ainsi, aX +bY a pour densité
a+
TT((CE+E|:|2 + ,:1:2) )

Corrigé de I'exercice 18 : Manipulation d'un vecteur gaussien

1. La matrice I est symétrique. Sa trace vaut 4 et son déterminant vaut 3, donc ses valeurs propres
sont 1 et 3. Elle est symétrique définie positive, donc c'est une matrice de covariance.

2. Toute combinaison linéaire des coordonnées d'un vecteur gaussien est gaussienne. De plus,
Var(X1+Xg)=242+2x1=6¢et Var(X1—-X9)=2+2-2= 2. Donc
X1+ Xy suit N(0,6) et X7 — X5 suit MN(0,2). Ensuite, le vecteur
(X1 4+ Xq, X1 — Xq) estlimage linéaire de X, donc gaussien. Sa covariance croisée vaut
Var X1 — Var Xy = 0. Ces deux variables sont donc indépendantes.

3. Le vecteur (X1, X3 —aX1) estgaussien. Ses coordonnées sont indépendantes si et
seulementsi Cov(X1, X9 —aX1)=1-2a = 0.Donc a = 1/2. Ensuite,

X le + I:_X-E — é}(l} ou le second terme est centré et indépendant de Xl Ainsi,
[X2|X1]—2X1 Enfin, Var{}fg—xl}—ﬁ—ﬁx Xl—I—_iXZ La
variable Xy — F[X | X ] suit N0, 3/2}

— -1 _23 2 & -1 )
4. Ona det I" = 3 et ([l"-llal'j.i"?] 1 %95 Donc
T r—lg = 3{:1: — T T+ :152:1 La densité de X est

2 _ 2
1 T{ Ty Ty + 25
flzy,29) = 5073 @exp( 3 )

5. Oncherche 4 = ([Ebetgta,?] ,?r) avec &,y >0 . Lacondition 447 — j donne
1 .
ad =9, aff =1et J33-|-f}r3:2.Donc o = 3, ’B:ﬁ et ’]-f=~,||"3;/2.SI
Z1, Zy sontindépendantes de loi A{0,1),alors AZ estgaussien centré de covariance
AAT — 7 .Onsimuledonc X par X = V27 et XEZEZI—F@ZE.



Point de méthode : dans un vecteur gaussien, on décorréle par une combinaison linéaire ; la non-
corrélation donne alors I'indépendance, puis I'espérance conditionnelle.

Corrigé de I'exercice 19 : Amincissement d'une loi de Poisson

1. Par la formule des probabilités totales, pour % € I,

P == B ipt k= 0P D B L st
n >k 1 >=>0
Donc X suitlaloi P(X p).
2.0na {X =k, ¥ =m}={N =k+m, X = k}.Donc
P(X =k Y =m)= e*)\%[\eft?](kJ“km_)))pk g™ = (eﬂ\ p%)(e*;\ q(*#m)'

La loi du couple est un produit. Donc X et ¥ sontindépendantes, et ¥ suitla loi

P(rg).

3. Sachant IV = n,laloide X est B(n, p), de moyenne 7P .Donc
E[X|N =n]=np,et B[X|N]= pN.Onvérifie: E[pN] = pA = E[X], en
accord avec la question 1.

4. Ona NN = X +Y ,avec Y indépendantede X .Donc
E[N|X] = X—I—E[Y|X] = X—I—E[Y].Ainsi, E[N|X] = X 4 A g .Savoir
que k% clients ont acheté renseigne sur le total, mais pas sur le nombre de non-acheteurs.

Corrigé de I'exercice 20 : Densités conditionnelles sur un
domaine

1. La fonction f est positive et mesurable. Par Fubini-Tonelli,

+oo U +oo
ff f= f(f d;r;) e ¥ dy = f 3, e ¥ dy = 1.C'est une densité de
o o0 0
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probabilité.

+
. Pour = >0, fx{i;:, = f e ¥ dy = e—x .Pour y >0,
y T
Fyy) = fe_y dr = ye ¥ .Donc X suit £(1) et ¥ suit I'(2,1).Le produit

0
fxl::ﬂ:lf}r{y} est strictement positif sur ][j,—|-¢.:;[2 ,alorsque f estnullesur {0 <y <x}
, de mesure non nulle. Les variables ne sont pas indépendantes : d'ailleurs, X < ¥ presque
sGrement.

—y
cPour ¥>0, fx |y = 4@ = hl]g,y[{:ﬂ} = %l]g,y[{:ﬂ). Sachant ¥ = vy, X

est uniformesur |0, y[, et E[X |¥Y] =¥ /2.

cPour >0, fy|x =2y = E—(y—arjl]a:! too[(y) -Sachant X =z, ¥ —x
suitdonc &(1) . Ainsi, E[¥ |X] = X +1.0n vérifie:
E[E[X|Y]]= E[Y]/2=1= E[X], et E[X+1=2=E[Y].

. L'application (z,y) — (z, v — z) estun (1 -difféomorphisme de {0 <z <} sur

10, +co[? . de jacobien 1. Le couple (X, ¥ — X) a donc pour densité

etz _ —x. .—= sur 10, —|—|;'_:4;]|:2 .Donc X et ¥ — X sontindépendantes,
deloi &(1).

La figure ci-dessous trace les deux densités conditionnelles obtenues. A gauche, sachant
¥ = 2,5, la tranche horizontale donne une loi uniforme sur  ]0; 2,5[ . A droite, sachant
X = 1, latranche verticale donne une loi exponentielle décalée.

) ]
0.6 - i 1.0 1 i
] ]
0.5 - 1E[X|Y=2,5]1=1,25 |
i 0.8 - i
ElY|X=1]=2
X 0.4 | = |EYIX=1]
2 i — 0.6 1 :
) 0.3 | x :
> I w 1
“= ! 0.4 4
0.2 '
]
]
0.1 : 0.2
i
0.0 — ; ; . 0.0 - , .
0 1 2 3 4 0 4 6




Corrigé de I'exercice 21 : Composantes gaussiennes d'un

vecteur non gaussien

1. Soit £ réel. Par la formule des probabilités totales et I'indépendancede & et X,

P(Y <t)=3P(X <t)+3iP(-X < t).

Or —X alamémeloique X ,parparité de la densité. Donc P(¥ < t) = P(X < t) et
Y suit A(0]1).

2. Parindépendance, Cov(X,¥) = E[e X2] = E[g]E[X?%] = 0x 1.Donc
Cov(X,Y) = 0.

3.0na X +Y = (1+¢X.Cettevariableestnullesi ¢ = —1 ousi X = 0.0r
P(X =0)=0.ponc P(X +Y = 0) = 1/2. Uneloi normale de variance non nulle
n'a pas d'atome. De plus, X + ¥ n'est pas constante, puisqu'elle vaut 2_X avec probabilité
1/2. Par conséquent, X + ¥ n'est pas gaussienne, et le vecteur (X, Y ) n'est pas
gaussien.

4. 0na |¥| = |X]|.0onc P{X|<1|¥|>1) =0, alorsque P{X|<LP(Y|>1)>0
. Les variables ne sont pas indépendantes, bien que non corrélées et toutes deux
gaussiennes.

La figure ci-dessous le montre clairement : les points (X, ¥) se placent tous sur les deux
diagonales. Un couple gaussien non dégénéré remplirait au contraire tout le plan.
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\\\ I/
3 i \\. ’l,,
l.. d‘{/
\ .
'
2 .
1 .
> 0+
—1
'
—2 / ‘\
« tirages de (X, eX) \‘\
_34{ 7 y=x(e=1) ‘\\\
== y=—x(e=-1) M.
-3 -2 -1 0 1 2 3
X

5. En conditionnant par la valeur de £, puis par indépendance,

Yix,y

—(s2 + t2)/2

On obtient 5] = & cosh(st), qui difféere de
P

_ 2
© (e (t) = e ($24+9/2 ges que st = 0. On retrouve la non-indépendance.

6. Soit k mesurable bornée. Par indépendance, E[¥ A(X )] = E[e]E[X A(X )] = 0.Donc
E[Y | X] = 0.enrevanche, ¥2 = X2, quiestunefonctionde X .Donc
E’[Y2 | X] = X2 . Connaitre X ne renseigne pas sur le signe de ¥, mais donne sa
valeur absolue.



Corrigé de I'exercice 22 : Sommes aléatoires et identité de
Wald

N
1. D'abord, |§] < Z | X 1|, et le calcul ci-dessous appliqué aux |X x| montre que

E[|S]] £ BE[N]E[|X1]] < 400 .Soit n telque P(IN = n)>0.Sur {IN = n},ona
S=X1+4+...4+4X,.0r IV estindépendante des X . Donc

ElSlyy =m]=E[X1+...+ X,] P(N =n)=nm P(N = n).

Ainsi, E[S|N = n] = nm, dot E[S|N]=mN et
E[S] = E[E[S|N]] = m E[N].

2. Deméme, E[S?1{y = n3] = E[(X1 +...+ X,)*|P(N = n).0r
E[(X1+...+ Xn}g] — no 4+ n?m2, variance plus carré de la moyenne. En sommant
sur 7, on obtient E[Sg] = g2 E[N] + m?2 E[Ng] Donc
Var(S) = 02 E[N]+ m2(E[N?] - E[N]?) = 02 E[N] + m2Var(IV).

3. Par le méme découpage, E[e®S1iy = 3] = @X(t}ﬂ P(N = n), parindépendance. La
série converge absolument, car |@X{ﬁ:‘| < 1.Ensommant,

pst) = ;DP(—N = ey (t)" = Gnlpx(t) .

4.1c, Gy(z) = eMZ ~Det @, (¢) = 1-p+ pet. ponc
ps(t) = exp(A p(e® — 1)) . Par injectivité, S suitlaloi P(} p).On retrouve
I'amincissement de I'exercice 19. De plus, la formule de la question 2 donne
Var(§) = p(1-pA + p2X = X p, comme il se doit.

— n—l,n _ T
5. Pour |z| €£1,0na Gr(z) = Z}:l r(l—r)" 2" =12 (1—r)z . Avec
T

P(t) = 2 on obtient

A — et
rip(t) r r
(‘OS(t) =~ 1- (1—r)y(t) — X — it —}El —r)A = rA Eét‘

C'est la fonction caractéristique de £(r%) , donc S suit cette loi. Autrement dit, une
somme géométrique d'exponentielles reste exponentielle.
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Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : lois gamma et béta

oo
1. Par définition de la fonction 17, E f e T dr = Fﬁg}ﬂ = . De méme,
0
E[X?] = Tw = = afa+1). Donc E[X] = a et Var(X) = afa+1l)—ad = a.
+oo
2. Ona .:p{t} = % ettTra—le—T 4. Ladérivéeen % de l'intégrande est majorée en
0
module par % e, intégrable et indépendante de £ . Par le théoreme de dérivation sous
l'intégrale,
p!(t) = = g e~ 1702 g0
I'(a)
0
. , —(1—s1)z e -
On integre par parties, avec _El—_ comme primitive de E—(l—?ﬁ'ﬂ? . Le crochet est nul,

car a == .On obtient (pa’(ﬁ} =i—x

W(t) = explaLog(l — +t))e(t) . Comme Log est holomorphe de dérivée 1/z surle
demi-plan Re z >>(0,ona

y/(t) = exp(aLog(l —it))(

fp{t} Posons alors

=% 0(t) + 9!(1)) = 0.

Donc ) est constante, égale & (0} = 1. Ainsi,
o(t) = exp(—aLog(l —4t) = (1 —4t)

3. Par indépendance,

eyiy(t) = exp(—aLog(l—2t))exp(-bLog(l1—1t)) = (1 - ﬂ't}_(a—"bj . Par
injectivité, X + ¥ suitlaloi (o +5,1).

4. Comme a l'exercice 12, (z,vy) — (z + v, z/(z+v)) estun 1 -difféomorphisme de
10, +c0[? sur 10, +oof x 10,1 . Saréciproque est (u, u) —+ (uv, w(1—v}), de jacobien
—u . Donc (U, V') a pour densité

(o) M (u(1=0))" e~ jatb-lou  T(atb)

(@) T (b) u=YFa s X Farey et t-v)




Le premier facteur est la densité de I"l:r:&—|—b, l:l , d'intégrale 1. En intégrant en , on obtient la

Fs i1 sur 0L, etia

densité du couple est le produit des marginales: 77 et ¥ sont indépendantes.

densité de V¥ . Ainsi, ¥V a pour densité

La figure ci-dessous montre quelques-unes de ces lois béta. Pour g = § = 1, on retrouve la loi
uniforme de I'exercice 12. Pour & = b = 1/2, la densité explose aux deux bords.

X/(X+Y)

densité de V

1.0

1
. La densité de ¥ est d'intégrale 1. Donc fﬂﬂ—l{l—yjb_l du =

_ @I

T{atd) " Pour

]
a =0b=1/2 onpose o — gin2g, avec 8 € ]0,7/2[ .Alors dv = 2sinfcosf df et

1 /2
Ju(1—v) = sinfcosd . Donc [ﬁ _

0
obtient I"(1/2)? = w.or I'(1/2)>0,donc I'(1/2) = v7.

9 d8 = o - Comme I"I:l} =1,o0n

.Ona X = UV ,avec IF et V indépendantes et intégrables. Donc
BE[X] = E[U]E[V],soit a = (a+b8E[V].Ainsi, E[V]= _17.Ensuite pour h
mesurable bornée, E[X A(U)] = E[V]E[U A(U)].Donc E[X|U] = 15U .
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Corrigé de I'exercice 24 : Probleme : moyenne et variance

empiriques gaussiennes

1. Soit g = R™ . Les variables &, X'; sont indépendantes, de lois .N'{r:&ﬁ- ™, agog} . Par
'exercice 17 et une récurrence, { a, X ) suit N'(mz a, GEZ a%) .Donc X est
gaussien, de moyenne m(l,... 1) etde covariance o2 1,,.

2. Avec g 1{1] ..., 1), onobtient X de loi Nm, o2 /n).

=n
¥ x.) = & e
3. Par bilindarits, COoV(X, X¢) = '-”«ZCOV(XJ! X¢) =" ponc
J
Cov(X, X; - X) = %2 — Var(X) = 0. Cette covariance est nulle. Or le vecteur

(X, X1 -X,..,X, — X) estuneimage linéaire de X, donc il est gaussien. Ses
covariances croisées entre X et le bloc {Xﬁ' - X}ﬁ- sont nulles. Donc ¥ est indépendante
de ce bloc. Comme g2 est une fonction de ce bloc, X et g2 sontindépendantes.

A . 2 E'a 2
4. On développe : Z {Xﬁ o X:' - Z ':XE o m:' o ﬂ':X o m:' . En prenant I'espérance,
T

T
onobtient gl — g .%‘j‘ = I:n_l}gﬁ . Donc E[SE] = o2 : c'est pourquoi on divise par

n—1.

5. Une telle matrice &} existe : on compléte le vecteur unitaire %{1! e 1:1 en une base
orthonormée, par Gram-Schmidt. Le vecteur ¥ est gaussien de loi A0, T, }. Donc
W = QY estgaussien, centré, de covariance QIHQT — I, .Les W, sontdonc

indépendantes de loi A/(0,1) . Ensuite, W = %Z Y,=mY et [W|2=|¥Y2,
car &} est orthogonale. Par conséquent,

il i
SNV =V = YR -nY =Wl -wi=Y Wi

o2

_ _ (n—1)52 n
Enfin, X;,— X =o¢(¥;—-Y).Donc ~— 3 = ZW?
=12

6. D'apres I'exemple du cours, WE a pour densité \Jﬁg_w? sur ]D, —|—r:o[ . Or la densité

1/2 1/2
de I'(1/2,1/2) vaut I:lj(l:,lfﬁjy

fonction. Donc W? suit I"(1/2,1/2), de fonction caractéristique (1 — gg't}_lﬁ . Les

W? sont indépendantes. Donc la fonction caractéristique de leur somme vaut

—1/2,~v/2 comme I'(1/2) = v, c'est la méme




— 2 _
(1- gﬁ}_(’”_lz'fg . Par injectivité, =157 Cuit 1a loi P(ﬂTl: ), c'est-a-dire la loi
o

B2

du khi-deux a n—1 degrés de liberté.

Point de méthode : une rotation bien choisie transforme un vecteur gaussien standard en un autre
vecteur gaussien standard ; c'est I'outil clé de la statistique gaussienne.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : variables aléatoires et espérance, cours de maths en L3
e Les énoncés : exercices de maths en L3 sur variables aléatoires et espérance

o A maitriser avant : Intégrale de Lebesgue et théorémes de convergence, Mesure produit, Fubini et
changement de variables

Chapitre précédent : Espaces de Hilbert et analyse de Fourier

Chapitre suivant : Convergences, grands nombres et central limite

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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