Corrigés des exercices de maths spé

Variables aléatoires discretes

Corrigé de I'exercice 1 : Une loi sur N* définie par une

constante

1. Les nombres k—(kc—i—lj doivent étre positifs et de somme 1 . D'abord, k(k1+1) = % — kL—H . Par

n
1 1
télescopage, Z Ek+1) — 1- n+1 +Quitendvers 1.Lacondition ¢ -1 = 1 donne donc
k=1

c=1.

i
2. Pour N = n, Z(

k=m

obtient P{X > n} =5 -

- kL—l—l) = % - ﬁ . En faisant tendre [N vers +co, on

= e

3. L'événement (X pair) estla réunion disjointe des (X = 27),pour 7 > 1.Ainsi,
0) — 1 1
P(X pair) = ) (2;; - 2j+1)‘
321

N [—ljm+1
Notons Ay = —m . La somme partielle d'indice J vaut
m=1
%—%-F----I—%—ﬁ =1—-437541.0r Aoy — In 2. Par conséquent,

P(X pair) =1-1n2 =~ 0,307 .

4. L'événement (X = n:l a une probabilité %}[} .Pour £ > n,ona
(X = k) C (X > n),donc
P(X =k

— P(X >n) = k(k+1)

*

Pour k < n, cette probabilité est nulle. La loi conditionnelle est donnée par ﬁ pour
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Corrigé de I'exercice 2 : Maximum et minimum de trois dés

1. Chaque X; suitla loi uniforme sur {1,... 6}. Ensuite,
(M <k =(X1<knN(Xqg<knN(Xg< k). Parindépendance,

P(M < k) = (g)g oy )

2. Pour kK €{l..,6}, P(M =k)=PM <k —P(M <k-1).Donc
K —(k—1)? . 1 7 19 37 61 91
PM = k) = —=5— " 7318’ 316’ 216’ 216’ 216’ 216"

3. De méme, {m > ’Eg:' = m (Xf'«; > k:' et P{Xt- = Eg} = %.Ainsi,

T
P{m > .IE?:I _ (7 — kja. Ensuite, P{m = .IEQ:I = P{m = .IEQ:l - P(m = B4 ]_:1 . On obtient

216
3 3
P{m — ;g:, — (7—k) 2;3(6_}“") .C'estlaloide [ retournée, puisque 7 — . ala méme
loi que .
n
4. Le méme raisonnement donne P{M < ;g:] — (%) . Par conséquent,
K — (k—1)"

La figure ci-dessous compare les deux lois obtenues a la loi uniforme d'un seul dé. Le maximum favorise
les grandes valeurs, le minimum les petites.



91 91
0.4 - Bl maximum M

B minimum m

probabilité

1 2 3 4 5 5)
valeur k (effectifs sur 216 au-dessus des barres)

Point de méthode : pour un maximum, calculez P{M < k) ; pour un minimum, calculez
P{m = k‘:l . Ces événements sont des intersections, que I'indépendance transforme en produits.

Corrigé de I'exercice 3 : Loi conjointe donnée par un tableau

1. On somme chaque colonne : P(X = _1} = % , P{X = [j]}

On somme chaque ligne: P(Y = 0) = % et P(Y =2) =
somme égalea 1.

3 4
g0 PX =1 =715

. Les deux lois ont bien une

Sl I

2.0na P(X = -1,Y =0) = ll—D,anrsque PX = -)P(Y =0) = %Xl

Les variables ne sont donc pas indépendantes.

3. On regroupe les cases selon la valeur de la somme :

o X 4+Y¥ = -1 :case (—1,0), probabilité 11—[3 ;

o X +Y¥Y =0 :case (0,0), probabilité % ;
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o X +4+Y =1:cases (1,0) et ({—1,2), probabilité 11—0 —|-% = %
o X +Y¥ =2 :case (0,2), probabilité 11—0 ;
© X+Y =3 :case (1,2, probabilit¢

Pour le produit, X¥ = 0 désque ¥ =0 ou X = 0.Ainsi,
PXY =0) =g 44 =1, PXY =-2) =2 et P(XY =2) =+

[t ] |l

4. Comme P{Y = 2} = 1[] ondiviselaligne ¥ = 2 parce nombre. On obtient
PX=-1|Y =9 =1, PX=0|Y =2 =tet P(X =1|Y =2) =}.
Cette loi differe de celle de X, ce qui confirme la question 2

Corrigé de I'exercice 4 : Une loi conjointe produit

1. La famille est a termes positifs. Par sommation par paquets,

Z%iif: Z % Z 3;—.?:@263265

2% t>0 520

Donc ¢ = g—5.

: _ zt 3:" _g2t _n3t
2. Pour 3 £ N, PX =) = E: 5 T 5553:‘9 gﬁn De méme,
J

P(Y = 5) = e=%% Ainsi, X~ P(Q) et ¥ ~ P(3).

3. Pourtous 2,7, P(X =)P(Y = 7) = E—ET 3} = P(X =4,Y = j). Les

e 5!
variables X et ¥ sontdonc indépendantes.
4, Pour 7 £ [N, parla formule du bindme,
n n n
— — ~—h 2! 3ﬂ ' — tan—t _ ,—52 .
PX+Y =n)=e") dma)= Z( )2t =y

1=0



Donc X +¥ ~ P(5).Ensuite, P(X =0,V = 2) = 3_5% et g

P(X 4+Y = 2) = e—5% Parconséquent, P(X = 0|X 4V = 2) = 5.

Corrigé de I'exercice 5 : Premier six au lancer d'un dé

1. Chaque lancer est une épreuve de Bernoulli, de succes « obtenir six », de probabilité % . Les

lancers sont indépendants et T' est le rang du premier succés. D'apreés le cours, 7' ~ G(1/6)

n
2. D'abord, P{T = n) = 5 , car les 7. premiers lancers sont des échecs. Ensuite,
> 5

PT<3)=1-(

o

Laallea)

5y . & In 2 _—
3. On cherche (5) < 550t mlng = In2,donc n 2 775 = 3,80 . Vérifions :

1
: 4
(g) _ 6o ~ 0,482. Le plus petit entierest n = 4.

@3 ~ 0,579 et £5.
4. Avec p:get q:g
. 29—1 Pq q
P(T pair) = Z p qJ =1 _g2=171q
g3 =1
On obtient P(T pELiI‘:l = g—ﬁs = El

Corrigé de I'exercice 6 : Modes d'une loi de Poisson

=k S
‘ / , donc p?i —
b

Cal e

Py
U B = B T o1

1

2. Ainsi, Pp = Pp_q sietseulementsi k < A, et Pr = Pr_1 sietseulementsi k = X.la
suite {Pk} croit donc strictement jusqu'au plus grand entier strictement inférieur a 2 , puis
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décroit. Si A % N, le maximum est atteint uniquementen % = | A |.Si ) ¢ N*,ona
Py _ 1= P, etle maximum est atteinten } —1 eten ).

3
3. Pour A = 3,5 ,lemodeest 3 et py = €—3=53’5 ~ 0,216 - Pour X = 4, les modes

6
sont 3 et 4,avec p, = p, = E—‘*% ~ 0,195,

Corrigé de I'exercice 7 : Parité d'une variable de Poisson

1. L'événement (X pair) estla réunion disjointe des (X = 2k). Donc

. _ AZR _ 1+ e—2A
P(X pair) =e /\Zmze Achh = ~—=5—
E>10
La variable ¥ = {—1}X prend les valeurs 1 et —1.Ainsi, P(Y = 1) = 1+§_2}\ et
P(Y = -1) = =2,
2. L'événement (X pair) est de probabilité non nulle. Pour & € N,
(X = 2k) C (X pair), donc
—ANZE /(2k)! 2k
. . . c - A )
P(X = 2k | X pair) = c=Xchn = (2k)TchA

Les valeurs impaires ont une probabilité conditionnelle nulle.

3. Lavariable T prendlesvaleurs 0, 1 et 2.D%abord, P(W = 0) = e—* et
P(W = 1) = Ae—* Ensuite, (W =2) = (X > 2).Donc
PW =2) =1-eA1+24).

-2
4. Pour A =1, P(X pa,ir:l = 1+;

~2 0,568 .

Corrigé de I'exercice 8 : Absence de mémoire de la loi




géométrique

1. D'aprés le cours, P{X >m) = g™ pourtout m € N .Comme
(X>n+kC(X>n),

P(X>n+k) gnthk

_ — — ~k
P(X>n+k|X>n)= PX>n) — ¢& = 9%
C'est bien FP(X > k).
2. Sachant (X >n),lavariable X —n prend sesvaleursdans |N*.Pour &k > 1,
P(X = k n+k—1
P(X—n=k|X>n)= (X=n+k)_pe" = p gk-1.

q q

La loi conditionnelle de X — n sachant (X > n) estdonc G{p.

3. Posons Uy = P(Z >mn).0na Uy =1,car Z > 1.Lhypothése s'écrit
Uptk = YnUp Avec k = 1,lasuite (uy,) estgéométrique de raison %1, donc
Up = ul .D'une part, ;>0 parhypothése. D'autre part, les événements (Z > n)
décroissent et leur intersection est vide, car Z est a valeurs finies. Par continuité décroissante,
un — 0,donc %y <1.Posons ¢ = Uy . Alors
P(Z=n)=u, ;—u,=qg""1(1-q). Ainsi, Z ~ G(1-gq).

4. Soit L ladurée de vie. Par la question 1, P(L > 40| L > 30) = P(L >10) = 0,9810.
Cette probabilité vaut environ 0,817 . L'adge du composant n'intervient pas.

Corrigé de I'exercice 9 : Partie entiere supérieure d'une

variable géomeétrique

1. Lavariable ¥ prend ses valeurs dans [*.Pour k& > 1,
(Y =k = (X = 2k —1) U (X = 2k), réunion disjointe. Donc

P(Y =k)=pq2 2+ pq21=pl+q)(¢)1=01-q¢2(2)

car p{l+4q) = (1-g)(1+4g). Ainsi, ¥ ~ G(1—q2).
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2.Si X =2k —1,alors A =1;si X = 2k,alors R = 0.Donc R vaut 1
exactement quand X estimpair, et

P(R=1)= Z pg2k—2=L_L,
E>1

. . . 1
La variable & suit la loi B(l——i— g) .

3.Pour k=1, P(Y =k, R=1)= P(X =2k -1)= pg?k—2 . or
— 1 _ A
P(Y = kHP(R = 1) = (1 — g2)g?k—2. T¥g=2"F g2k—2  De méme,
P(Y =k,R=10)= pg?k—1 et
P(Y =kPR=0)=(1- qg}q%_g-ﬁ = p ¢?k—1  Laloi conjointe se

factorise: ¥ et H sontindépendantes.

Corrigé de I'exercice 10 : Approximation de la loi binomiale par

la loi de Poisson

1. Fixons jk etprenons 7 = k. On écrit

n(n—1)..(n—k+1) (» Pn)k

— — . (1 _ n—k
P(Xp=k)= py ool —p, )"
Le premier facteur est un produit de % termes =2 — : qui tendent vers 1 . Le deuxiéme tend
k . I
vers '}‘—I.Pourle troisieme, p, ™~ % —+ 0, donc 111':1 - jﬂﬂ:l ~ =P, . Ainsi,

(n — A1 - pn) ~ —n p_ — —A. Par continuité de I'exponentielle,
_ _ .
(1-p,)" k 4, e—X Finalement, P(X, =k — e—«:‘\% .

2. Lavariable I} compte les succes dans 400 épreuves de Bernoulli indépendantes de parameétre
0,005.Dponc D ~ B(400;0,005) , approchée par P(2), car 400 x 0,005 = 2.

3. Avec la loi exacte, P(D = 0) = 0,995%00 =~ 0,1347 . Ensuite,
P(D = 1) = 400 x 0,005 x 0,995399 =~ 0,2707 et
P(D = 9) = [\et+7](*% —)0,0052 x 0,9953%8 = 0,2713. Ainsi,
P(D < 2) =~ 0,6767 . Avec la loi de Poisson, P(D = 0) % e—2 2 0,1353 et
PD<2) =~ 5e—2 ~2 0,6767 . Les deux calculs coincidenta 10—3 pres.



Comme le montre la figure ci-dessous, les deux diagrammes sont presque indiscernables.

Il 53(400; 0,005) exacte

0.25- B 7(2) approchée

0.20 1

probabilité

0.00 - . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8

nombre k de pieces défectueuses

Corrigé de l'exercice 11 : Somme de deux variables de Poisson

indépendantes

1. Lavariable & estavaleursdans IN.Pour n € N, (S = n) estla réunion disjointe des
(X =k, ¥ =n—k),pour 0<k < n.Parindépendance et par la formule du binéme,

P(S =)= 3 e ey = el
k=0
Donc S ~ P(A+ u).
2. Soit 0 < k < mn.Comme P(S =n)>0,
P(X=k|§=mn)="E ‘ﬁgﬁfn‘) b (1)(,\ip)k(>\ip)n_k.
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La loi conditionnelle de X sachant (5 = n) est B(n, }\'}"TH)

3. Ici S ~ P(5), donc P(S = 4) = 5—534 ~ 0,175 - Ensuite, la loide X sachant

3
(S = 4) est B(4;3/5).Ainsi, P(X = 3|5 = 4) = 4@ 2= 25 ~ 0346 -

Corrigé de I'exercice 12 : Sommes binomiales et loi

hypergéométrique

1. Lasomme X + ¥ prend sesvaleursdans {0,1, n 4+ m}.Pour k dans cet ensemble, avec
la convention (ab) =0 horsde D<b<a,

k .
P(X+Y =k)= > (%)ptqnNett?]([2; =) pkigm kti = ph gnim= Z( IDetE?]( =)
t=0 —0

n+m
La formule de Vandermonde donne Z( ) [\eft2]( ;" E— _>:':' = N\eft?1(" % =) . ponc

X+Y ~Bn+m,p.

2. Soit B4y, ..., Bntm desvariables indépendantes de loi B{p). Posons
X' = Bi+...+ B, et Yy = Bui1+...+ Byigp, . Dapresle cours,
X' ~ Bfn,p) et Y/ ~ B(m, p). Parle lemme des coalitions, x/ et ¥/ sont
indépendantes. Le couple {X'F, Y’) a donc la méme loi conjointe que {X, Y} et X 4+Y
alaloide X' 4+¥' = ZB@ .Onretrouve X +Y ~ B(n+m,p).

3. Pour max(0,k —m) < 2 < min(n, k),

. (") et g et ( 2 N pE g R () Nert?] ()
P(X =1 | X 4+Y = k) = [\eft'?](ner ))p qn+m—k = [\eft?]( ﬁ}ﬂm%))

C'est la loi hypergéométrique, qui ne dépend pas de [ : c'est la loi du nombre de boules
blanches quand on tire % boules sans remise dans une urne de 7 blanches et 1 noires.



C - V I II - ] 3 - []I - l - I I I -
géométriques

1.ona (min(X,¥)>n) = (X >n)N (¥ >n) . Parindépendance,
Pmin(X,Y)>n) = g"s” = {gs}ﬂ .Avec 0 < gs <1, on obtient
P(min(X,¥) = n) = (g5)" 1 - (gs)" = (1 —gs)(gs)" " . Ainsi,
min(X, ¥ ) ~ G(1 —gs).

2. Deméme, P(max(X,¥)<n)=(1-qg*)(1—s").Pour n>1,
Plmax(X,¥) = r) = (1-g7)(1 - sm) - (1 - gn-1)(1 - sn1)

3. L'événement (X = Y} estla réunion disjointe des (X = k, ¥ = k). Donc

P(X=Y)= Z pgk—1lp gkl = 2T

1 —gs
E>1
_ _ _ E—1ck
Ensuite, P(X <¥Y) = k;1 P(X = KP(Y >k = kgl paklsk o
pr — ps -
PX=Y)=1—e PX<Y)=1"_;.

1/4
4. Pour p:r:%, l—qs:%.DonC P(X:Y}:Si_f—l:%a P(Xc:iY:l
<

Par symétrie, ou par complémentaire, P{X = Y:] = P{X Y} = P{X = Y} = %

L=

Corrigé de I'exercice 14 : Somme de deux lois géométriques de
parametres distincts

1. Notons g =1—pet s =1—1r,avec ¢ ?é 5. La somme prend ses valeurs dans
{2,3,...1} .Pour n > 2, parindépendance,

n—1 n—9 ‘ ‘
P(X + Y = n) = Z D qk—l r gn—k—-1 — prz qj 871—2—“;."
k=1 7=0
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n—24 . : - -
o &n 1—gﬂ 1
Or Z g’ s™ 77 = s5—¢ ,et =4 = P =7 Onobtient bien
7=0
P(X+Y—n)_p Ta(sn—1 — gn—1).,

2. Par sommes géométriques,

n—-1_ n-1y__s _ 94 __ s __ 49 _ PS—4r,
Z(S q )—1—5 l—¢g =7 p= pr
n > 2
Deplus, pPs—gr = p—pr—7r+ pr = p—r . Lasomme vaut donc
proop—r7r
p—7 pr = 1
3. Posons f{;p}:{l—;p}”_l.Alors %: f':r) f(pj , qui tend vers

—f”(p} — {n — 1} {1 — p)”_g quand T — P . La limite de Ia formule est donc

(n — 1)p2 gn—2 . Vérifions directement : si ¥ = P, chaque terme de la somme de la question
lvaut p2gn—2 etilya n —1 termes. Ainsi, pour X, Y indépendantes de loi G{p),

PX+Y =n) = (n—1p2gn—2.

La figure ci-dessous représente cette loi pour p = 0,5 et = = 0,2, Pour 7 grand, le terme en
(1—7)""! domine,car 1 —r>1-p.

0254 --- terme dominant ;Z(1-r)""!
' \
\ B P(X+Y=n),p=05etr=0,2

0.20 -

0.15 1

probabilité

o
[
o

0.05 -

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
n



Corrigé de I'exercice 15 : Loi conjointe sur N2 et somme décalée

1. La famille est positive. Par sommation par paquets,

Zi;ﬂj =Y Z%* = (g (ﬁ)z)( >, :}*) = 2e?.

4 J b J b J

1
Donc ¢ = E'

T+ 7 . q
2. Pour 3z € N, z 4! =1e+e cr ZEZE.Donc
7 J
1

(+De 41,
2e? 2! — 2e 4!

P(X =)=

i+l
On vérifie que Z d 2e par symétrie des réles, ¥ ala méme loi:
T
7+1
de g1’

PY =)=

3.0na P(X =0,Y =0)=0,alorsque P(X = 0P(Y =0) = ﬁ?‘é 0 .Les
variables ne sont pas indépendantes.

4. Pour n € IN, onsomme surla diagonale 4+ 7 = n :

T
1 2
P(5 =n)= 2222111 (n—1)! = 202 nl
1 =0

Ainsi P(S =0) =0 et,pour n > 1, P(S =n) = E_Eﬁ' En posant

™m
.

m=n-1, P(§—1=m)=e22;.Donc §—1n~ P(2).

Corrigé de I'exercice 16 : Indépendance deux a deux et

indépendance mutuelle
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1. Lavariable Z vaut 1 si X?é Y et 0 sinon. Par indépendance,

PZ=1)=P(X =0,Y =)+ P(X =1,¥ = 0) = 5 + 5. Donc

Z ~ B(1/2).

2. Pour a,c € {0,1}, I'événement (X = a,Z = ¢) équivauta (X = a,¥ =b),0u b
est I'unique valeur telle que |r1 - b| = ¢ . Par indépendance, sa probabilité vaut
% = P{X = a}P{z = c} .Donc X et Z sontindépendantes ; par symétrie, ¥
et Z aussi.Deplus, X et ¥ sontindépendantes par hypothese.

3. L'événement (X =0,¥ = 0,72 = 1) estvide,car X = ¥ impose Z = 0. Sa
probabilité est nulle, alors que P{X — D}P(Y = D}P{E = 1} = % . Les trois variables

ne sont donc pas mutuellement indépendantes. En effet, Z est déterminée par X et
Y.

4. Les applications f:x — 2 et g:xz — e sontdéfinies sur #.D'aprés le cours,si [
et V sontindépendantes, f(U') et g(V') lesontaussi. En détail, pour @ et b dans les
images, P(U?2 = a,eV =8 = P(U ¢ f @),V =1nb) = P(U2 = a)P(eV =1b).
Donc 72 et -V sontindépendantes.

Corrigé de I'exercice 17 : Lemme des coalitions et parité d'une

somme

1. Les paquets {X1, Xn} et {X3, X4} sontdisjoints. Par le lemme des coalitions, X1X 7y et
X724 X4 sontindépendantes. Ensuite, X1Xn5 vaut 0 ou 1,et
PI:X1X2 = l:l = P(Xl = lijl:XE = 1:1 = pg. Donc X{Xq rv Bl:pzjl et
X3+ Xq~ B2 1.

2. Les paquets {X1, Xn} et {A g, A3} ne sont pas disjoints, et le lemme ne s'applique pas. De
fait, (U = 0,V = 2) exige Xy =0 et Xy =1 :cetévénement est vide. Or
P(U = 0)P(V = 2) = g2p2+£ 0. Lesvariables [/ et ¥ ne sont pas
indépendantes.

3. Pour k& =1, on a laréunion disjointe



(§k pair) = (41 pair,
X =0)U (S, qimpair,
X =1)

Par le lemme des coalitions, S'r—1 estindépendante de X . Donc
ep = qep_y+p(l—ep_4) Ainsi, ep = p+(1—2pley_;.Pour k = 1,laformule
reste vraie avec S = 0.,

int fi 1 1 1
4. Lepointfixede x — p+ (1 —2p)z est 5-Donc e, —5 = (1 ;gp}(ek_l _ E)’et
€ —% = {1 — 2;;.:,“(1 — %) Par conséquent, en = w .Comme U< p<l1,
ona [1-2p|<1.Donc e, — %

Corrigé de I'exercice 18 : Rangs des deux premiers succes

1. Le théoreme d'existence du cours fournit un espace probabilisé portant une suite i.i.d. de loi B{p} .
Ensuite, (Tl = ‘|"3‘0:' - m (Xl =...=Xp = D:' , intersection décroissante. Par
n
continuité décroissante, P(T'1 = +oo) = lim g™ = 0 .Pour T'g, on calculera saloi 4 la

question 3 et I'on vérifiera que la somme vaut 1. Ainsi, T1 et 5 sont finies presque
sirement.

2. Soit 1< %< 7. Lévénement (11 = 2, T5 = 7) signifie: échecsauxrangs 1 & 3 —1 et
1+1 4 7—1,succésauxrangs z et 7.llfaitintervenir 7 variables indépendantes, dont

deux succés. Donc P{Tl =1, Ty = j} — pﬁqi‘_g pour 1 <1< 7, ,et 0 sinon.

3. Pour j > 2,onsommesur % € 41,1, 7 —1} : P{Tg_j:,— {j—l}p g? 2. par

_ g2 =
dérivation de la série géométrique, Z}:;j l)q - gjﬂ p2 . La somme des
J

probabilités vaut donc 1, et T'g est finie presque sirement.

4. Lavariable I7 estavaleursdans pN*.Pour %,d > 1,
P(T)y =1+,D =d)=P(T = z , Ty = z—|—c£:| = p2g*td—2 Ensommantsur 7,
— — d—1 —1 —
P(D=d)=pqg ;lp gl = pod—t . o
T
P(Ti=4D=d)=pg1-pgd—1l = P(Ty = +)P(D = d).Donc T et
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D sont indépendantes, toutes deux de loi G{p).On retrouve laloide Ty = T'1 + D
de I'exercice 14.

Corrigé de I'exercice 19 : Tri d'une loi de Poisson

1. Soit t,7 ENet n=24+7.0na (X =4, N-X=3)=(N=mn,X =1 Par
la formule des probabilités composées,

n ) .
P(X =i, N=X=j)=P(N=n)P(X =i|N=n)=e y(")pig

n!

1 1 g .
Comme E(ﬂﬁ) =agqet A™ — 227, on obtient

. _ Al s (Mgl
P{XZE,N_XZJT):E—%P%.E }wg%,car o= — g~ AP,

2. Ensommant sur 7, le second facteur donne 1.Donc X ~ P(A p) et, de méme,
N-X ~ PlAg).

3. La loi conjointe est le produit des lois marginales: X et N — X sontindépendantes. En
revanche, X et IN nelesontpas. Eneffet, P(X =1, N = 0) = 0, alors que
P(X = l}P{N = D}}D.

4. Pour X =10et p=206, X ~ P(E).Donc P(X =0) = e—© = 0,0025.

La figure ci-dessous montre les trois lois : le nombre d'ceufs pondus se partage en deux variables de
Poisson indépendantes.



0.20 A
B N~ 7P(10) : ceufs pondus

B X ~ P(6) : ceufs éclos
0.15 1 B N-X~P4):non éclos

probabilité
o
e
o

0.05 -

0.00 -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

valeur k

Point de méthode : dés que I'on connait la loi de IV et la loi conditionnelle de X sachant iV, la
formule des probabilités composées donne la loi conjointe. Il reste ensuite a sommer.

Corrigé de l'exercice 20 : Probleme, caractérisation des lois
géomeétriques

Partie A.

1. Cestlecas T = P delexercice14: P(§ = n) = (n —L)p2g™"—2 pour n > 2 .En
effet, chacundes 7 — 1 couples (&, n — k) a pour probabilité

2. Pour 1<k <n-1,

P(X = kP(Y =n —k) 2qn—2 1
P(X =k|S§ =n) = 5= = i = a1

La loi conditionnelle est uniforme sur {l,1., n —1},
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Partie B.

lL.Pour n>2, P6=n)2PX =1Y =n-1)= ulu _1 > 0. Ensuite, pour
e |
1<k <n-— 1Ii Ihypo;hese et l'indépendance donnent PS=n—n-1 Donc
PS5 =mn N
Up Uy _p = T , quantité indépendante de k.

2. Soit k> let n=k-+2 Lesindices k et 1 sontdans {l,1,7n —1} . Laquestion
— i
précédente donne U Upy = Uy U1 Comme U;>0U,ona Upy g = tTka .

3. Posons } 0 . Par récurrence, Uy, = ulpk 1 . La série Z U converge, avec une

_.ul

i
somme 1,donc p <1.Ensuite, ﬁ =1 donne uy; = 1—p . Ainsi, ~ G(1 — p)

4, Prenons X = ¥ = 1 presque sGrement. Alors § = 2 presque slrement. Le seul 7 tel que
P(S =n)>0est n =2, etlaloide X sachant (5 = 2) estlaloicertaineen 1,
c'est-a-dire la loi uniforme sur {1} . La loi certaine en 1 vérifie donc I'hypothése sans étre

géométrique : la positivité des “p est indispensable.

Point de méthode : dans une caractérisation, on transforme I'hypothése en relation fonctionnelle sur les
UL, puis on choisit des indices qui donnent une récurrence simple.

Corrigé de l'exercice 21 : Probleme, caractérisation des lois de
Poisson

1.Ona sp 2 P(X =n, Y =0) = upvy>0.Pour 0 <k < n, parindépendance,
P{X = k | S = n} M . L'nypothése donne alors
UV, = [\dbinom? ]nkp gn—ks,,

2. Prenons m = k + 1.Avecl'indice & 4+ 1, on obtient Ug Vg = pk+15k+1 . Avec l'indice
%, onobtient wpty = {;9 + 1}qu 341 - Toutes ces quantités sont non nulles. En divisant,



k410 _ _ p
Ut T (k+1)g

rwy

_ _a
Donc uk—l—l_};-l—l“k'avec g{:g—vn.

. Par récurrence, Up = “D%f . La condition ; Yp = 1 donne uDEG‘ = 1. Ainsi,

Uy = e—ﬂ':;;—ic et X ~ Pla).

. Toujoursavec n = k& 4+ 1, l'indice Dudgnne Uglpyl = qk+15k__|_1 et I'indice 1 donne
E; f,ﬂ = g , C'est-a-dire = B ..
1Y% (k+1p k+1 E+17k

i e
Comme ala question3, ¥ ~ P(B),avec f = p—ullj.Or 'LT; — a.Donc 8 = %a-

upvp = (F+Dp ¥ spy . ponc

. D'aprés I'exercice 11, la loi de X sachant (S = n) est B(H, 2 _?_ ﬁ) .Or

e . o I . . . .
a+pB all+q/p  Pta— L. 0n retrouve bien le parametre [ de I'hypothese.

Corrigé de I'exercice 22 : Temps d'attente de deux piles

consécutifs

. Notons B I'événement « les lancers 27 — 1 et 23 donnent tous deux pile ». Les &;
portent sur des paquets disjoints de lancers. Par le lemme des coalitions, ils sont indépendants, et

P(Bﬁ'} = % .Si T =2k ,aucundes Bi,..., BL n'estréalisé. Donc

_ _ k
P(T>2k) < P(Bin...nBy) = (g) CEnfin, (T = +00) C (T > 2K) pour tout
k.Donc P(T = +oo) = 0.

. D'abord, @y = 2 (mots P et F')et @y = 3 (mots PF, FP, FF). Soit m > 2.
Un mot admissible de longueur . finit par F' oupar P .S'ilfinitpar &, son préfixe de
longueur 1 — 1 est un mot admissible quelconque : %,,—1 choix. S'il finit par P, la lettre
précédente est F' et le préfixe de longueur m — 2 est admissible: %,,_3 choix. Donc
Oy = @, 11 &, _n.Cestlasuite de Fibonacci décalée : Gy = Flyp+7.

. L'événement (T = 2) est « pile, pile », de probabilité %.Soit n>3.0na T =mn siet
seulementsi: leslancers 7 —1 et 7 sontdes piles, le lancer n — 2 estface, etles n —3
premiers lancers ne contiennent pas deux piles consécutifs. En effet, un pile en 1 — 2 donnerait
un double pile des lerang . — 1. Réciproquement, ces conditions excluent tout double pile avant
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lerang 7. Chaque suite de 7 résultats a pour probabilité 2~ ™, etilya %,_3 suites

;;3 pour n > 3,

convenables. Donc P(T = n) =

4. Pour m > 5, larelation @, 3 =a, 4+, & donne

& [« P
p, = 3”4 + ;”5 = %pﬂ_l + épn—ﬁ .Pour n = 4, on vérifie & la main :
_ 2 _ 1,41 1 1.1 _ 1 ¥ = r i ast fini
Py =136 = & et 5P3 +%P2 = ETiE— =& Notons ﬂ;g 7, qui est finie et

vaut au plus 1 .Ensommant la relation pour # = 4,

1 1
2 —py—pg=3(¥—py) +3¥

Avec pgzéet pgzé,onobtient %E:%-}%—%:%.Donc Y =1,cequi

confirme la question 1.

La figure ci-dessous confronte la loi obtenue aux fréquences observées sur 100 000 simulations. L'accord

Faq
est excellent, et I'on retrouve P, = u
0.251 e fréquences sur 100 000 simulations
B P(T=n)=F,_1/2"
0.20 -
P
= 0.15 1
Q
O
O
o
a 0.10 1
0.05 -
0.00 -

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
rang n du premier double pile



Point de méthode : pour montrer qu'un temps d'attente est fini presque slrement, découpez les
épreuves en blocs indépendants de méme loi, puis majorez par une suite géométrique.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : variables aléatoires discretes, cours de maths spé

e Les énoncés : exercices de maths spé sur variables aléatoires discrétes

A maitriser avant : Ensembles dénombrables et espaces probabilisés

Chapitre précédent : Ensembles dénombrables et espaces probabilisés

Chapitre suivant : Espérance, variance et loi faible des grands nombres

Le méme théme en L2 : variables aléatoires discrétes, exercices de maths en L2

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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