Corrigés des exercices de maths en L2

Variables aléatoires discretes

Corrigé de I'exercice 1 : Loi uniforme discrete

1. La variable _X est finie, donc elle admet des moments de tout ordre. D'abord,

L 1 nln+l) n+1l
BE(X)=gx Z =m"" g == n . Ensuite, par le théoréme de transfert,
(mn + 1)(21& +1)
B(X%) = Z ke = . La formule de Kénig-Huygens donne alors
k" =1
(n+D@2r+1) (m+1)° _ (+1(22r+1)-3n+1) _(n+1)(n-1)
V(X) = 8 -1 = 12 = i
Ainsi, F(X) = "”*;’1 et V(X —1,

2. Pour x € [k, k +1[  I'événement {X < z} estégala {X < k}, réunion disjointe de k
événements de probabilité %.Donc Fx(o) = % Deplus, Fx = O sur |—oo,1[ et
Fy =1sur [n,+oof.

3. L'application k& — n +1 —k estune bijectionde {l,..., %} surlui-méme. Par conséquent,

pour tout %, P{Y = jg:] _— P(X =n+4+1- ,i;:l = %.Donc Y suit la loi uniforme sur

{1,. - ﬂ} . En particulier, EI:Y:I = E{X} . Or, par linéarité, E(Y} =n+4+1- EI:_X:I .
Ainsi, EE{X:I =n+4+1.

4. Pour m = 6,onobtient E(X) = 35 et V(X)) = 35 'écart type vaut

12
35712 = 1,71

Point de méthode : une symétrie de la loi donne souvent |'espérance sans calcul ; ici, la loi est
n+1

symétrique par rapport a 5
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Corrigé de I'exercice 2 : Maximum et minimum de deux dés

1. ona {M <k} ={X <k}n{Y <k} Parindépendance, P(M < k) = kK k_
Ensuite, P(M = k) = P(M < k)— P(M < k —1).Donc
2
P(M =k = kg_%_l) _ Ekggl pour 1 < k& < 6. 0n vérifie que

26: (2k —1) = 36 .

E=1

2. Oncalcule E(M) = Z @k% - k) = 2L ainsi, BM) = & 447,

La figure ci-dessous montre Ia I0| obtenue elle est croissante, ce qui place I'espérance au-dessus

de 3,5.
E(M) =161~ 4,47 i
! 11/36
0,3 - I
i 9/36
1
™ 1
0,21 7/36 |
E 1
= 5/36 E
0,1 3/36 i
1
1/36 l
]

3. Deméme, {m > k} = {X = k}n{¥Y > k}, donc Plm > k) = (?—HZ

36
différence, P(m = k) = P(m > k) — P(m > k +1). Donc

T— k) —(6—k)* _
Plm = &) _ ¢ )36( )y _ 13362};_

4, Parmiles deux nombres X et ¥, I'un estle maximum et I'autre le minimum. Donc

M4+ m=X4+Y Parlinéarité, E(m)= BE(X)+E(Y)-E(M)=7-5;

Ainsi, E{m} = % ~= 2,53 . On retrouve ce résultat directement :



> k(13-2k)=13x21-2x91 =91
%

Point de méthode : pour un maximum, passez par P{M < R::l ; pour un minimum, par
P(m = k‘] . L'indépendance transforme alors l'intersection en produit.

Corrigé de I'exercice 3 : Loi lue sur une fonction de répartition

1. Lafonction F' 3 est constante par morceaux et sauteen —1, 0, 2 et 3.Llahauteurde
chaque sautvaut P(X = zj.Donc X(7) = {-1,0,2,3},avec P(X = -1)=10,2,
P{X = D} = 0,3, P{X = 2} =04 et P{X = 3} = 0,1.

2.0na PO<X <2)=Fyx(2)—Fyx({0) =09-05 = 04.Ensuite,
P(X <2) = Fx(?) - P(X = 2) = 05 . Enfin,
P(X >0) =1-P(X = —1) = 0,8. Les trois probabilités valent 04, 05 et
08 .

3. D'abord, E{(X) = —0,2+0+0,8+0,3 = 0,9. Ensuite,
B(X2)=0240+16+09 =27.ponc E(X) =09 et
V(X)) =27 -081 =189,

4, Lavariable ¥ — X2 prendlesvaleurs 1, 0, 4 et 9.Comme 5 — 12 estinjective
sur X{ﬁ'}, P{Y = D} =03, P{Y = 1} = 0,2, P{Y = 4} = 0,4 et
P(Y =9 =0]1.Ansi, B(Y)=102416+0,9 = 27, ce qui coincide avec
E(X2) obtenu par transfert.

Corrigé de I'exercice 4 : Tirages avec et sans remise

1. Avec remise, les trois tirages sont indépendants et donnent une boule rouge avec probabilité 0,4 .
Donc X ru B{B ; D,-i}.Ainsi, P{X = D} = 0,216, P(X = 1} = 0,432,
P{X = 2} = (0,288 et P{X = 3:1 = (0,064 . De plus, E{X} =12 et
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V(X)=3x04x06 =072,

2. Sans remise, tous les sous-ensembles de trois boules sont équiprobables, etil y en a

(1[%) = 120 .Donc X suitla loi hypergéométrique
P(X =k = g )6 3 — k[\riight?]) / 120 . On obtient P(X = 0) = 2% =1,
1

1 36 3 4
somme des numérateurs vaut bien 120 .
60+ 72 4+ 12 . 60 4 144 + 36
3. Oncalcule B(X) = =50 = 1,2. Ensuite, E{XE} — T30 — 9 .Donc
E(X} =12 et V{X} =2-144 =0,56.
. . . . . . 0,56 7
4. Les espérances sont égales, mais la variance sans remise est plus petite. En effet, ﬁ =g- Ce

rapport vaut ﬁ:? avec NV = 10 et 5 = 3. Intuitivement, tirer sans remise réduit

I'aléa, car chaque tirage renseigne sur la composition restante.

Corrigé de I'exercice 5 : Moments de la loi géométrique

1. La série entiere Z zk a pour rayon 1 et pour somme 1 i 5 Sur ]—l, 1[ . D'apres le

E—1= —1
théoréme de dérivation terme a terme des séries entieres, kz ko T (1— 1) et

> 1
— _ 3
kz}:g R0k =2 = 2 el <1,

2. Lestermes k P(X = k) = pk g% —1 sont positifs. Leur série converge, car 0 < g <1.

Donc X admet une espérance, et E(X) = 1— N jg = % . De méme, par transfert,
_ q
BXX-1)=pgq 2 k(k —1) gk —2 = F — p2.Comme

E =2
X2 = X{(X — 1)+ X ,lavariable X2 admet une espérance. Ensuite,

2g 1 1 2g +p—1 q
V(X)=p+ﬁ—p= 0T = 2

Ainsi, E(}{) - = et V(X:l



3. On somme une série géométrique :

_ 1
P(X}ﬂ} = Z qu 1= pg” —q qﬂ.Ensuite,
E>n+1
- m+n
I X >m +n} C {X >m],donc PX>m+4n|X>m) = 7 = g™ Clest

bien P{X > n) : la loi géométrique est sans mémoire.

4. Le rang du premier 6 suit la loi G(1/6). Donc I'espérance vaut &, la variance vaut
5/6 10
T = 30.et P(X>10)=(3) o062

Corrigé de l'exercice 6 : Loi de Poisson, moments et mode

,3«
1. Lestermes L o—A %ﬁ sont positifs. De plus, Z k= Z . Donc
' Tﬁ E
)«
E(X) = A .De méme, BXX -1)=e" Z T . Par conséquent,
= D
X2 = X(X — 1} + X admet une espérance, égale & 32 + 2 . Finalement,

VIX) =224 2-22=1.
PX =k+1) o . .
POC=H — ksl Ce quotient dépasse 1 sietseulementsi & + 1< A.

Pour A = 3,5, lasuite P{X = k) croittantque k& < 2, puis décroit & partirde k = 3.
La valeur la plus probable est donc 3, avec P{X = 3} ~ 0,216. La figure ci-dessous le

2. On calcule

confirme.
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mode : 3

0,2
n
o~ PX=k+1) _ 3,5
5:0,15- P(X=k) ~ k+1
!
>
< 0,1 -
Il
x
a. 0,05 A

0_ ——

o 1 2 3 4 5 o6 7 8 9 10 11 12

3. Lafonction & — a _1|_ 1 est bornée, donc le transfert s'applique. On obtient

1Ny Ak eA A e Mer 1)
E(X+1)_e kgo(k+l)f_ ) Z T = X

g =1
- 1 o 1l—e—A
Ainsi, E(—+ 1) = ) .
Y 32k Y
4. On somme sur les indices pairs : P':X S E[N:' =€ kzm (2R = e~ ch }‘.Donc

=

: -2 : oo 1

PI:X pa,lr:l = HTE , qui est toujours supérieur a %

Corrigé de l'exercice 7 : Une variable aléatoire sans espérance

1 " 1 1 1 .
1. Les nombres ﬂ—(ﬂ gy sont positifs. De plus, An+ 1)~ 7 mf l,donc la somme partielle

vaut 1 — Nl—l— - Elle tend vers 1 :on a bien une loi de probabilité.



1
2. Par le méme télescopage, P{X e ﬂ’:' ; (E ) Donc P{X > n} = =

3.0na nP(X =n) = terme général d'une série divergente. Donc X, qui est

1
n+1' 1
positive, n'admet pas d'espérance : E{X} = +oo. Enrevanche, n(nw__l'_ 1) < 3/2
n

terme d'une série de Riemann convergente. Donc /X admet une espérance.

N
4, On écrit P{Y > JE‘?:' = Z P{Y = jf':' . Puis on échange les deux sommes finies :

7=k
N
Z Z P(Y =4) = Z Z P(Y =3)= ) jP(Y =7j). Ainsi,
k—lj—k‘ 12 =1k =1
B(Y) = Z P(Y > k).

E=1

5. La variable ¥ jy prend ses valeurs dans {1,- . N} .Pour & < IN,ona
{min(X, N') > k} = {X > k}.Donc, d'aprés la question précédente,
N

E(Y i) = Z 1_ H . Ainsi, E(Y i) = Hpy — 4oo, ce qui confirme

E=1
I'absence d'espérance de X .

Point de méthode : pour une variable positive, I'existence de I'espérance se ramene a la convergence
d'une série a termes positifs ; un équivalent ou une comparaison suffit.

Corrigé de l'exercice 8 : Théoreme de transfert et convergence

absolue
1. Lafonction % — % est bornée par 1 sur [M donc % admet une espérance. Par transfert,
1 1 _ zk _
E(I): Z qu}: 12@ k Oor Z = —In(l-=z) pour |z| <1.
k>1 E>1 E>1
1 P plnp
Donc E(f) = —@ ln(]_ — q:] = —T .

2. La variable {—1}X est bornée. Par transfert,
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(-)%) = Z

—1)pgk—1=—p (-q) ) = B
3_7' j;ﬂ . Ainsi, E({ 1) ) T g
. Ensuite, (— ljl = 213 pair} — 1. Parlinéarité,
_ 11 ltg—p 1 o
P(X pair) = 2( T g) = 2(1 T = 1+ ;'@ 1—p = g.Directement,
_ Fq 1—g2 =
321

1 + q . Les deux méthodes donnent P(X pair) =

g’ et alors

T
3. Lavariable X est positive. D'aprés le transfert, elle admet une espérance si et seulement si
Z}:: ak pgk—1 converge. Cette série géométrique converge si et seulementsi ag < 1. Donc
a-~ admet une espérance si et seulementsi g < L
BaX)=ap Y ()" 1=

— l—ag.
K51 !

4.l p=g=jet a=2,dnc ag = 1. Lestermes 9k .9—k — | forment une série
divergente. Le gain n'a pas d'espérance E{ZX} = —oo. Cest le paradoxe dit de Saint
Pétersbourg.

Corrige de l'exercice 9 : Points fixes d'une permutation
aléatoire

1. Les permutations qU| fixent 3 correspondent aux permutations des . — 1 autres éléments

n
Donc P{AE:‘ = — 1) = % .Ensuite, X = _Zl 14, . Par linéarité,
T =
EX)=mn-

'J"-!-
E=1.

2. De méme, les permutations qui fixent 7 et # sontaunombrede (n — 2)!. Donc
1
P(A; N AJ} =

) Or El:lﬂ 1la :l = PI:A M Aj:l Ainsi,
1 1
Covlla1a) = 2

1 #
T n2 T plfm -1
3. Chaque indicatrice a pour variance ,}—1(1 _ L} La formule de la variance d'une somme comporte
n{n —1) couples ordonnés (1, 7) avec @3 7.Donc
V(X)=mn 2 (n—1) —-1 Pl

n2(n—1) — B T

=



Ainsi, V(X) =1, quelquesoit n > 2.

4.Si X > 11,alors |X —1| > 10. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

P{X > 11} < % Donc cette probabilité est au plus 0,01 .

Point de méthode : une variable de comptage s'écrit comme une somme d'indicatrices ; I'espérance
vient alors sans la loi, et la variance ne demande que les probabilités des intersections deux a deux.

Corrigé de l'exercice 10 : Couple de variables et covariance

1. On somme par ligne et par colonne. La loi de X est PI:X = [:l:l = 0,3,
P(X =1)=03, P(X =2) =04 ;cellede ¥ est P(¥Y =0) =0,6,
P(Y =1)=04.0r P(X =0,Y =0) = 0,1, tandis que
P(X =0)P(Y =0) = 0,18 Donc X et Y ne sont pas indépendantes.

2. Oncalcule B(X)=03+08=1le E(X?) =034+16=19,dod
V(X) = 1,9 - 1,21 = 0,69 .Ensuite, E(Y) =04 et V(¥)=104x06 = 0,24,
Enfin, B(XY)=1x0,1+2x0,]1 = 0,3.Donc
Cov(X,Y) =03 -11x0,4 = —0,14.

—0,14 014 . . L _ o
3.0na p(X,Y) = 69X 03E — Jolegs Ainsi, p(X,¥Y) =~ —0,344 :la corrélation

est négative et modérée.

4. Ondivise lacolonne ¥ =1 par P(¥ = 1) =04 .Sachant ¥ =1, X vaut 0, 1,
2 avec les probabilités 0,5, 0,25, 0,25, et son espérance conditionnelle vaut
0,25 + 0,56 = 0,75 . Elle est inférieure & E(X ) = 1,1, ce qui est cohérent avec une

covariance négative.

5. La variable S prendlesvaleurs 0 a 3.0On regroupe les cases de méme somme :
P{S = D} =01, P{S = 1} =02402=104, P{S = 2} =01403 =04 et
P(S =3)=01.Ansi, E(S)=15¢et B(5?)=04+16+09 = 29.Donc
V({S) = 29—-225 = 0,65.0nretrouve 0,694 024 —0,28 = 0,65 .
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Corrigé de I'exercice 11 : Loi conjointe factorisée et

indépendance

1. La famille est positive si et seulementsi @ = U . Par sommation par paquets,

1 1 1 _ .2
Z gt T Z 2! Z 4" = 7 Lasomme vaut 1 sietseulementsi g — ¢—2.

5] E 3

: g—2 g—2e 11
2.ona P& =1) = ;DE'—_{J' =" =% bonc X ~ P(1), et de méme
J =
Y ~ P(1).
3. Pourtous 3,7, PX =) P(Y = 3) = f,;jl, = P(X =1, Y = 7). Les variables
sont indépendantes, donc Cov(X,Y ) = 0.

4, D'aprés le cours, la somme de deux variables de Poisson indépendantes suit une loi de Poisson de
paramétre lasomme. Donc X + ¥ r~ P(2) et

2
P(X4+Y =2 = e 2% = 22 ~ 0,271

Corrigé de I'exercice 12 : Minimum de deux lois géométriques

indépendantes

1. Ona {Z >n} = {X >n}N{¥ > n}.Parindépendance, et d'apres |'exercice 5,
mn
P(Z>n)=(1-p)" (1-n)"=((1-p@-7) -

2. Posons s =1—{1—p)(1—7)=p-+r— pr,quiappartienta ]0,1[ .Alors
PZ=n=PE>n-0)-PZ>n=(1-s""1-(1-5)" =s(1-s)" 1. Donc
Z ~G(p+r—pr) et BZ)= 557

r—pr’'

3. On décompose selon la valeur commune :
E—1
PX=Y)= > PX=RPY =K=pr > [(1-D0-2)""" ponc
E>1 E>1

>1 >
PX=Y)=g5r—pr-



4. Ici p=r= % ,donc z = E: . Le nombre moyen de lancers simultanés vaut %, etla
1/4
probabilité d'un premier pile au méme lancer vaut B:i_-i = % .

Corrigé de I'exercice 13 : Covariance nulle et indépendance

1. Parsymétrie, B(X) =0et B(XY) = B(X3) = 0.Donc Cov(X,Y) =0.
Cependant, P(X = 0,¥ =1) = 0,alorsque P(X = 0) P(Y =1) = %% =
covariance est nulle, mais X et ¥ ne sont pas indépendantes.

. La

[T

2. Le sens direct est dans le cours. Réciproquement, TF V" est l'indicatricede {7 = 1, ¥V =1} .
Donc Cov(U, V)= P(U =1,V =1)— P(U = 1) P(V = 1) .Sielleestnulle, la
formule de produit vaut pour le couple (1, 1}. Ensuite,

PU=LV=0=PU=0-PU=1,V=1)=PU=101-PV =1).0n
traite de méme (0, 1}, puis (0, 0) par complémentaire. Pour des variables de Bernoulli,
indépendance et covariance nulle sont donc équivalentes.

3. Parbilinéarit¢, Cov(X,aX +8) = a V(X ) .Deplus, o{aX +b) = |a| ¢(X). Donc
o)
P(X:ﬁx‘l'b:':m,quivaut lsi a>0et —-1si a<0.

4. pourtoutréel t, V(¥ —tX) = V(X)t2-2Cov(X, Y )t +V(Y)>0.5 |p =1,
le discriminant réduit Cov(}f! Y}E — V(X}V(Y} est nul. Le trindme admet donc une racine

CG;E?}Y) (Ainsi, V(¥ —tp X)=0,et ¥ —1yX estpresque sirement

égale 3 une constante p.Donc ¥ = ty X + b presque siirement.

double tn =

Corrigé de I'exercice 14 : Somme de deux lois uniformes
indépendantes

2
1. La variable & prend ses valeurs dans {f;é } En} . Par indépendance,
.
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PS5 =k = ZP{XZE.}P(Y:'&_E.),OU i vérifie 1< 1< m et
T

1 < k —1 < n.Chaque terme vaut ﬁ . On compte donc les entiers 3 de
[max(l, k — n), minfn, &k —1)] . Ainsi, P(S§ = k) = % pour 2 <k <n+1,et
P(S =k = Eﬂtz# pour n +1 < k < 2n . Cestune loi triangulaire, comme le

montre la figure ci-dessous pour 1 = 6.

0,2 -

“fl’ 0,15 A

k) pour n

P(S =
o

o

wu

2. Par linéarité, E{S} = 2. L _2‘_ 1 = n 4 1. Par indépendance, les variances s'ajoutent. Donc

E(S)=n+1et v(s)="271,

3. Lavariable I} prendlesvaleurs [0 a 7 —1.D'abord,
PD=0)=PX =Y) = % — & . Ensuite, pour k > 1, les couples tels que
X -—-Y =ksont (k+7,7)avec 1 <7<n-—k.llyena n —k,etautant pour

Y — X = k .Donc P{D:jg)zgmgk)pour 1 <k < n-—1.Enfin,
n

7 nlr—1) 1 —1

R =5+ =1

|

1
n

4. Pour m = 6,lemaximumde P(S = k) estatteinten k& = n +1 = 7.Lasommela

plus probable est 7, avec probabilité % =

R



corriaé de I ice 15 : R o loi foncti

génératrice

1. Onécrit G(t) = C'est la fonction génératrice de G{1/3), et la fonction génératrice

1—3¢

caractérise la loi. Ensuite, G';l:i:l = (B—S—Etjz et G”':t} = ﬁ-'—e rayon vaut
251.donc B(X) = G/(1) = 3 et G'(1) = 12. Ainsi, X ~ G(1/3),
B(X)=3et V(X)=1243-9 =6.

2 0ne G() = (345 ¢)" . pone X ~ B,1/3).ensue, /(1) = 3(24¢)

2
G'(r) = §(22) ainsi G(1) = 3 et G7(1) = 5. Ponc B(X) = F et
V(X)) = %—k%—% = g,conformeé npq

(2 —1) _ 3k
( ) = e=3 kZD k! £k . Par unicité des coefficients, _X prend les
>

valeurs paires, avec P(X = 2k) = E—Bi_j: rainsi, X = 2% avec Z ~ P(3).

Ensuite, G’{t} = 6t G(t) et G”{t} = (6 + 36¢2) G(t) . Donc G’{l} =6 et
G'"(1) = 42 .Ainsi, E(X)=6et V(X) = 4246 —36 = 12, ce qui vaut bien
L1V (Z).

3. On développe :

4. Par indépendance, la fonction génératrice de la somme est le produit. Elle vaut

T
G{t) = (1 Etgt) .Notons &1 la fonction génératrice de  G( ). Alors
rir — 1) 4+ 2rg

PQ

G=rG=5Fe &) =r -G +r G =

Donc

V =

r(r=1)+2rq , 2 _r(2¢g+p—-1) rq
p2 tp

=
|
=
I
S
]
I
S
]

g e e e ,
On obtient F —= % et V = Iﬁ , comme |'annoncent la linéarité et I'additivité des variances.
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corriaé de I e 16: S I _bles de Poi

indépendantes

1. Par indépendance, Gs{t} = GX'&:' G},—(t} = g}‘(t —1) gﬁ”:t -1 _ E'i}‘ + )t —1 on
reconnait la fonction génératrice de  P(A + ) . Par unicité, S ~ P{X + ).

2. Pour 7 € [N, on décompose selon la valeurde X :

n —k —{x n
A Akt (A +4) -
P(S:n): Ze}‘ﬁe Ju'(m_k)!ze oy Z(T}/‘:)Akun k‘
ki)
La formule du binéme donne p(s — ) = oA+ ) g +|‘“j .
n.

3.Pour 0<k<n,ona {X=kKk5=n={X=KkKY¥Y =n—k}.Donc

e—A A pn =k

BT (n k) k n —k
PX=k|5=n)= O Ot )" =(%)(%ﬂ‘) (’\Lﬂ‘) '

Sachant § = n, X suitlaloi B(n, ﬁTﬁ)

4. Ici, ﬁT,u = 0,4 et n = 5. La probabilité cherchée vaut

(52) (0,4)% (0,6)° = 10 x 0,16 x 0,216 = 0,3456 .

Corrigé de I'exercice 17 : Amincissement d'une loi de Poisson

l.ona {X =72,Y =k} ={N =74k X = 7}.Donc, par la définition de la loi
conditionnelle,

: j+k N : A p)d (Aq)F
P(X =35Y =k)=¢eA m 7+ k j[\riight?]) pJ gk = e—A %

Comme .—X — o.—* P .—*4q, on obtient



Y LY )L

P(X = 4 = K = : u

;

2. On somme sur j; la série exponentielle : P{X — j] — e AP @. De méme pour ¥ .
a-

Donc X ~ P{Ap), ¥ ~ P(Aq], etlaloi conjointe est le produit des marginales :

X et ¥ sontindépendantes. Ce résultat est remarquable, car X et ¥ dépendent
toutes deux de IV .

3. Pour [t| < 1, laformule des probabilités totales donne

.5' ﬂ _5'
P':X— 5’:' = Z}: P':N_n:'( )p . La famille double
n-1

n . o
(P':N = ”:' ( j') P‘? qﬂ J tj) » est sommable, car sa somme en module est
g<m

E : PN = n)(g + P|i|:'ﬂ < 1 on somme donc d'abord en 7 par la formule du bindme :
T
Gx(t) = E :P{N =n)(g ‘|‘Pt:'ﬂ.Donc

mn

Gx(t) = Gnlg+ pt) = Mg+ pt—1) _ Apl—1) qujestlafonction génératrice
de P(Ap).

4. Par bilinéarité et indépendancede X et ¥,
Cov{X, N) = Cov(X, X) 4+ Cov(X,¥) = V(X ).Donc Cov(X, N)=Ap.

5.0na X ~ P(3).En moyenne, ilya 3 acheteurs,et P(X = 0) = e—3 = 0,050 .

Point de méthode : pour un couple défini en deux étapes, écrivez la loi conjointe comme produit « loi de
la premiere étape X loi conditionnelle », puis cherchez une factorisation.

Corrigé de I'exercice 18 : Dés truqués et somme uniforme

1. D'apres l'exercice 14, P{,S’ = 2} = 31_6 et P{S = ?} = %.La loide & n'estdonc pas

uniforme pour deux dés équilibrés.

6 6
2.0na Gx(t)= » PX =Ktk=t > P(X =k tk—1 ponc
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5 .
Gx(t) = t P(t) avec P(t) = z P(X = 74+ 1)t?, de degré au plus 5 ; de
3=0
méme pour ¥ .

3. Parindépendance Gg = GX Gy =t2P@.Si § estuniforme,
12

10
Gg(t) = 1 Z t% Pour t ?é 0, on simplifie par ¢2 . Deux polyndmes

égaux en une infinité de points sont égaux. Donc P & = 11 Z tk . ce polyndme est de

degré 10.0r deg P <5, deg@ <5 et deg(PQ) = deg P +deg @ . Donc
deg P =deg @ = 5.

tll — 1 . : <
4, Pour t ?‘é 1, Z tk , qui ne s'annule que si ¢11 — 1, c'est-a-dire ¢ = 1 sur
E=10
[ . Or ce cas est exclu, et lasommevaut 11 en ¥ = 1.Donc ce polyn6me n'a pas de
racine réelle. En revanche, P est un polynome réel de degré impair. Ses limites en oo sont
infinies et de signes opposés. D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, P a une racine

réelle tg.Alors g annule P&}, ce quiest absurde. Aucun truquage ne rend la somme

. 2!
uniforme sur {f54- . .}! 12} .

Corrigé de l'exercice 19 : Inégalité de Markov et qualité de la
majoration

g
1. Ona P(X > 10) = P(X >9) = (%) ‘Donc P(X >10) = g5 ~ 0,00195.

2. D'abord, F(X) = 2.Markovdonne P{X > 10) < % — 0,2 . Ensuite,
B(X?) = V(X)+E(X)P =2+4=6.0r (X > 10} = {X2 > 100}, car
X > 0 .Les deux majorations valent donc 0,2 et 0,06.

3.5 X >10,alors |X —2| > 8. Par Bienaymé-Tchebychev, P(X > 10) < % . Donc
P(X >10)< & = & ~0031.
0,9

1—-0,9 —
t — at estcroissante, donc {X > 10} = {aX > al0} . Markov donne

4, Avec & = 1,8 ona ag = 0,9 <1.D'aprés I'exercice 8, E{a,x} = g . Ensuite,



9

g9
PX >10) < 1 gi0 ~ 3570 - Cette majoration vaut environ 0,025 : c'est la meilleure

des quatre, mais elle reste treize fois trop grande.

5. Soit 8 € ]0,1] et X valant @ avec probabilité § et O sinon.Alors F{X) = af et
P(X > a) = 8. Ainsi, P(X > d) = EEEX)

améliorée en général.

: I'inégalité de Markov ne peut pas étre

Point de méthode : plus la fonction croissante % appliquée avant Markov croit vite, plus la majoration
de P(X > a) par E{p(X]) / @(a) estfine, & condition que F{p(X )} soit finie.

Corrigé de I'exercice 20 : Bienaymé-Tchebychev et nombre de

lancers
1.Ona @ — %,og Sy ~ Bln,1/2) compte les piles. Donc B(F, ) = % et
1 = 1
V(Fp) =137 = 25"

2. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne  P(|F',, — %| > 0,05) < m . Cette

borne vaut %
3. Onveut P(|F,, — %| > 0,08) < 0,05 Isuffitque 199 < go5.Donc n = 2000 lancers

suffisent. Comme le montre la figure ci-dessous, la probabilité exacte passe sous J,05 bien plus
tot, vers s = 400. La borne est slire, mais pessimiste.
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11 |

—— majoration 120
I
|

—— probabilité exacte

n=2000

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
n

4. Soit F'y lafréquence observée. Alors E(F,) = p et V(F,) = P(In_ ?) < ‘il—ﬂ,car
p(l-p < %'AinSi' P(|Fy, —p|>002) < "iﬂ)(][jUUU"-l = IElfnﬂ-POUI’ n = 12500,
la borne vaut 0,05 . Donc I'erreur est inférieure 8 0,02 avec probabilité au moins 0,35

, quel que soit .

Corrigé de l'exercice 21 : Une loi faible des grands nombres

sans indépendance

1. Lavariable ¥ p prendlesvaleurs 0 et 1,et
P(Yr =1 = P(Xg =1)P(Xg+1 = 1) = p2 parindépendance. Donc
Yi~ B(p?), B(Yy)=p? et V(Vy) = pi(1-ph).

2.0na YpY¥Yry41= XkX%+1X;;+g = X Xp11Xp 49, car
X%+1 = Xg4+1.Donc E(YpYx41) = p3. Ainsi,
Cov(Y, Ye4+1) = p3—p%.si 1 > k+2, Yy estfonctionde (Xg, Xg41) et
¥ de I:Xg, X4 1:1 . Ces deux vecteurs portent sur des indices disjoints. D'apres le lemme
des coalitions, ¥ 1 et ¥ sontindépendantes. Donc leur covariance est nulle.



3. Comme p € ]0,1[,ona p3—p% = p3(1 - p ?é 0.Lesvariables ¥ et ¥ 41
ne sont donc pas indépendantes. Dans la formule de la variance d'une somme, seuls les
n —1 couples (&, %k + 1) contribuent. Donc

V(Sy,) =np2(1—p2)+2(n-1)(p3—p?)

En particulier, V(S5,) < Cn ,avec C = p2(1 - p2) +2p3(1 - p).

4. Par linéarité, E(%) — pg . L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

S ViSy) _ C
P(|% -5 2 ¢ < orer SoeT

Cette borne tend vers 0 : la fréquence des doubles succes converge en probabilité vers

p2.

Point de méthode : la loi faible des grands nombres ne demande pas I'indépendance, mais seulement
V(S,) = o(n2) ; il suffit de contréler les covariances.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme, le collectionneur de
vignettes

1. Apres avoir obtenu % — 1 vignettes distinctes, chaque paquet apporte une vignette nouvelle avec

probabilité W indépendamment des autres paquets. Donc  L'p est le rang du premier

succes dans une suite d'épreuves de Bernoulli indépendantes. Ainsi, T'j r g(%) . De

plus, les durées successives s'enchainent sans recouvrement jusqu'a la IV -ieme vignette. Donc
T=T1+...+Ty.

N
2. Par linéarité, E{T} = Z N—L}H—l .Onpose § = IN —k + 1, quiparcourt
k. —_

M
{l,.4 N}.ponc E(T)=N > %:NHN_
7=1

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1—p —
3. D'aprés I'exercice 5, V{(T't) = £ avec Py = W.Donc

k
E—1 e N(k —1)
= . = — {
V({TL) N Nkt D? (N—ktDP Comme k£ —1< IN,ona

V{Tk} < m Par indépendance, les variances s'ajoutent :
N | ,
V(T)< N% Y ?S%Ng

La majoration demandée est établie.

4. Pour N =6, E(T}_6(1+ IR ET T +%) 6 x 9 = 1477 . Ensuite,

5. (k-1 24 | 30
V(T}:kzlﬁ_ka—o+25+16+ 5 +4 + 7T Donc E(T) =147 et

V{T) = 38,99, soit un écart type d'environ 6,24 .

5. Lafonction + — % est décroissante sur ]D, —|—r:o[ .Pour 7 =1,

by =

341
dt
T
3

sommant, Hpy > In(IN +1).Pour 722, =< .Ensommantde 2 & IV,

=

Ly

1—1
puis en ajoutant 1, on obtient ln{N + 1:1 <Hy<1l+InN.

6. Posons R = i 1T R Alors E(RN:‘ _ 1HN et la question 5 donne

1< EB(Ry) < 1—|—1— De plus, V{Rp) <

& In EN Pour IV assez grand,

lnlN {E Aors  |Rpr —1] > € entraine |Rjy — E(Ry)| = %.D'aprés Bienaymé-
Tchebycheyv,
4V (R yN) O 2
PllRrny =1 2 e) < T :
(l N | il ) — g2 = 32 1Il2 N

T I . .
Nin v converge en probabilité vers 1 . La figure ci-dessous
compare N Hpyet Nin N .

Cette borne tend vers [ :



5001 e E(T)=NHy

2 NIn N
-
G 4001 ——— NInN+yN
5
S 300 1
-
o
£ 200 -
o
0
€ 100 -
2
.. dé:N=6, E(T)=14,7

0 20 40 60 80 100
nombre N de vignettes différentes

7. L'événement {T > n} signifie qu'une vignette au moins manque aprés 7 achats. C'est la
réunion des événements B, :«lavignette 3 n'apparait pas dansles 7 premiers paquets ».

n
Par indépendance des paquets, P{Bi:} = (1 — %) . La sous-additivité donne alors

n 30
P(T>n) <N (1 _ %) .Pourle dé, & x (g) ~ 6 x 0,00421 . La probabilité qu'l

faille plus de 30 lancers est donc inférieure a 0,026,

Point de méthode : décomposer un temps d'attente en étapes géométriques indépendantes donne
I'espérance par linéarité et la concentration par Bienaymé-Tchebychev.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : variables aléatoires discrétes, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur variables aléatoires discrétes
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A maitriser avant : Espaces probabilisés et conditionnement, Séries numériques & termes positifs
Chapitre précédent : Espaces probabilisés et conditionnement

Chapitre suivant : Suites et séries de fonctions

Le méme theme en maths spé : variables aléatoires discretes, exercices de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre
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