Exercices de maths en L2

Variables aléatoires a densité

Exercice 1 : Détermination d'une constante et calcul de moments

Soit ¢ unréel.Onpose f(z) = c z2 pour = € [0,3] et f(z) = O sinon. La figure ci-dessous
donne l'allurede f pour ¢ =>0.

— f(x) =cx? sur [0, 3]
P(l=X=<=2)

1. Déterminer ¢ pourque [ soit une densité de probabilité.
2. Soit X une variable de densité f . Déterminer sa fonction de répartition F' 3 .
3. Calculer P{1 < X <2)et PX>2).

4. Calculer E(X), E(X?) puis V(X).

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Exercice 2 : La loi de Cauchy

Pour ¢ € R,onpose f(x) = ﬁ pour tout réel .

1. Déterminer ¢ pourque [ soit une densité de probabilité.
2. Soit X dedensité f.Calculer sa fonction de répartition, puis P{|X| < 1y et P(X > V3).
3. Montrer que X n'admet pas d'espérance.

4. Montrer que 1/X suit la méme loi que X . On pourra calculer la fonction de répartition de
1/X endistinguant ¥ >0et ¥ <0,

On considere la fonction F' définiepar F(x) =0si x<0et Flrj=1- (14 x)e 7 si
x = 0. Son graphe est tracé ci-dessous.



— F(x)=1—-(1+x)e *pourx=0 |

0.0

0 2 4 6 8

1. Montrer que F' est la fonction de répartition d'une variable aléatoire X .
2. Montrer que X est a densité et en donner une densité .
3. Calculer P(X >1) et P(1<X < 2).

4. Calculer BE(X) et V(X).

Exercice 4 : Loi uniforme sur un segment

Soient a < b deuxréelset X ro U([a,b]).

1. Donner une densité et la fonction de répartition de X .

a+h

2. Démontrer — == (b—a)?
. que E{Xj_ 5 et V{X} — .

12

3. Dans cette question, o = —1 et b = 3 .Calculer E(X), V(X), P(X2 <) et
PlxX -1>1).
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X+1

4, Toujoursavec ¢ = —1 et h = 3 ,déterminerlaloide ¥ = )

Exercice 5 : Durée de vie sans mémoire

La durée de vie X , en années, d'un composant électronique suit une loi exponentielle. Sa durée de vie
moyenne est de 5 ans.

1. Déterminer le parametre X delaloide X .
2. Calculer la probabilité que le composant fonctionne plus de 5 ans.

3. Le composant fonctionne depuis 3 ans. Calculer la probabilité qu'il fonctionne encore au moins 5
ans de plus. Commenter.

4. Déterminer la médiane de X, c'est-a-dire leréel m telque P(X < m)=1/2.

5. Calculer I'écart type de X .

Exercice 6 : Lecture de la table de la loi normale

Onnote & lafonction de répartition de  A/(0,1}. Ondonne #(0,8) ~2 0,7881, &(1) ~ 0,8413,
$(15) ~ 0,9332, $(1,96) m 0975 et B(2) = 0,9772.50t X ~ A(I0,4).

1. Quelleestlaloide % = X E 10 ?

2. Calculer P(X <12) et P(X < 7).
3. Calcler P(8 < X < 12) et P(X >14).

4. Déterminer leréel a >0 telque P{|X —10| < a) =0,95.



Exercice 7 : Moments de la loi nhormale centrée réduite

+co
Soit Z ~ A{0,1), de densité ¢(t) = % e t2 on admet que f @(t)dt = 1. Pour
— D

k € N,onnote my = E(Z*) lorsqu'il existe.

1. Montrer que, pourtout k& € [N, 7%k admet une espérance.
2. Montrer que ™ = 0 pour j impair.

3. Al'aide d'une intégration par parties, montrer que Mpyn = l:;@-H:l ™My pour tout keN.

1
4, En déduire ™o, T4 puis Moy, = (2n):

= o7 pourtout m € IN.
n.

5. Soit X ~ A{m,o?) . Retrower E(X) et V(X puis calculer E({X — mj'i) :

Soit X ~ E£(1).

1. Montrer que, pourtout n € N, X ™ admet une espérance et que E{Xﬂ} = nl.

2. Pour quels réels @ la variable g2 admet-elle une espérance ? La calculer dans ce cas.

3. Calculer E{min(X, 1)) .

1 — —T
4. Calculer E(l T e?f) enposant y = e :
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Soit X une variable de densité f .

. Soient a ?é 0 et b deuxréels. Montrerque ¥ = aX + b esta densité, de densité

y—*ﬁqf(ygb)-

. Application :si X 8{};1 et ¢ >0, déterminerlaloide ¢X .

. Soit U7~ L([0,1]) et X > 0.Déterminerlaloide ¥ = —%111{1 —-U).

. Plus généralement, soit F' une fonction continue et strictement croissante d'un intervalle ouvert
I sur J0,1[ . Montrer que F—1(T7) a pour fonction de répartition F' sur I .Expliquer
I'intérét pour la simulation.

Exercice 10 : Carré d'une variable normale

Soit Z r~ A0,1).Onnote ¥ sadensitéet < safonction de répartition.

. Exprimer la fonction de répartitonde ¥ — %2 alaidede <& .
. En déduire que ¥ est a densité et en donner une densité.
. Calculer E(¥) de deux facons : avec la densité de ¥, puis par le théoréme de transfert.

. Déterminer une densité de W = |Z| et calculer E{W).

Exercice 11 : Loi de l'inverse par la fonction muette




Soit X dedensit¢ f(xr) = 2z sur [0,1] et O ailleurs.

1. Vérifier que [ est une densité.

2. Al'aide de la méthode de la fonction muette, déterminer une densité de ¥ = 1/X .
3. Retrouver ce résultat par la fonction de répartition de ¥ .

4. Calculer E(Y¥) de deux fagons.

5. La variable ¥ admet-elle une variance ?

Exercice 12 : Couple de densité x + y

Soit  (X,Y") un couple de densité  f(z,y) = clz+y) sur [0,1]* et O ailleurs.

1. Déterminer ¢

2. Calculer les densités marginales de X etde ¥ . Les variables sont-elles indépendantes ?
3. Calculer E(X), V{X) et Cov(X,Y).

4. Calculer P(X +¥ <ljet P(X <Y).

Exercice 13 : Couple uniforme sur un triangle

Soit T' = [{:J:,y} ERZ0 <z <y < l}, représenté ci-dessous. Le couple (X,¥) a pour densité
f=2sur T et 0 ailleurs.
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. Vérifier que f est une densité de couple.

. Déterminer les densités marginalesde X etde ¥ .

. Lesvariables X et Y sont-elles indépendantes ?

. Calculer E(X), E(Y), E(XY) pus Cov(X)¥).

. Calculer P{Y < 2X).

1.2



Exercice 14 : Somme de deux variables uniformes

Soient X et ¥ deux variables indépendantes de loi Z([0,1]).Onpose § = X +¥ .

1. Déterminer une densité de & par un produit de convolution.
2. Vérifier que la fonction obtenue est bien une densité.
3. Calculer P{SEI/E}, P{S}B/Z} et P{I/ZESES;’E}.

4. Calculer E(S) et V(S) de deux facons.

Exercice 15 : Somme de variables exponentielles

Soit A>0et (Xpn > 1 une suite de variables indépendantes de loi (). On pose
S,=X1+...+X,.

1. Déterminer une densité de S5 .

n
—1
2. Montrer par récurrence que .5, a pour densité fﬂ(sj = % ge—A 3 pour s > 0et O

sinon.
3. Calculer E/(5,,) avec cette densité et vérifier le résultat par linéarité.
4, Onprend } = 1.Calculer P{55 <1).

5. Soient X~ £(A) et ¥ ~ E(i) indépendantes, avec A i . Déterminer une densité de
X4+Y.
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Onnote < la fonction de répartition de A{0,1), avec #(0,8) = 0,7881, #(1) = 0,8413 et
#(1,96) = 0,975 .

1. Soient X et ¥ indépendantes de loi N{D,l} . Montrer, par le produit de convolution, que

X+Y ~ N0D2).
. On admet désormais que la somme de deux normales indépendantes N{ml, J%:l et
N(mg, o8) suit M(my + mq, 08 4+ 08) . Soient X ~ NM(12,9) et ¥ ~ N8, 16)
indépendantes. Calculer P(X + ¥ > 25).

Déterminer laloi de X — ¥, puis calculer P{X >¥).

4. Soient X1,..., X, indépendantes de loi A{m, r:rg:l et X, = %':Xl +...+X,)

Déterminer la loi de X, . Trouver le plus petit 7 tel que POTﬂ —m| < cr/l[]) > 0,95,

Exercice 17 : Approximation normale d'un lancer de pieces

On lance 400 fois une piece équilibrée et on note 5 le nombre de piles obtenus. On donne
95{1,[]5} ~ 0,8531, 95{1,95} = 0,9744 et 5'5{1,96} ~ 0,975 .

N

. Donner laloide &, son espérance et son écart type.

. Justifier I'approximation de la loi de & par une loi normale que I'on précisera.

. Avec correction de continuité, donner une valeur approchée de  F(190 < § < 210} .
. Donner une valeur approchée de P(§ > 220).

. Déterminer le plus petit entier ¢ tel que, selon I'approximation corrigée,
P{EDD—C < 5 < EDD—I—C} > 0,95,



1. Soient X7,... X, indépendantes, avec X; ~ E(A;) . Déterminer la loi de
m = min(X1q,...,X,).

2. Pour n = 2, calculer P{X7 < X3g) alaide de la densité du couple.

3. Soient U7y,..., U, indépendantes de loi H{[0,1]) et M = max(Uy,... Uy,).
Déterminer la fonction de répartition et une densité de A .

4. Calculer E(M) et V(M).

5. Montrer que, pourtout £ > 0, P(n(l — M)>1t) tendvers ¢—t quand n — 400 .
Interpréter.

Exercice 19 : Intégrale de Gauss et loi de Rayleigh

(z,y),

,Z 2 0,

¥ >0,

!1;2 + yE < RZ

Pour & =0, on note CR:[[],R]E et Dy =

+oo
1. Justifier la convergencede J — f 5_5‘72;2 dr.
0

_ —(z24y2)/2
2. Calculer J(B) = ff e (=2 gy 4% en coordonnées polaires.
Dp

—(ridydfe
3. Montrer que J(R) < ff e~ (VD2 g dy < J(RY2) En deduire I, puis
o

+oo B
f e 2 g — yar .
— oD
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4. Soient X et ¥ indépendantesdeloi A(01) et B = /X2 + ¥2. Montrer que
PR <7 = 1_5_"'"2»'@ pour T = 0,

5. En déduire une densité de R, laloide g2, puis E(R).

Exercice 20 : Queue de la loi normale

Soit Z r A(0,1), de densité et de fonction de répartition < . On rappelle que
©/(t) = —tolt).

1. Montrer que, pour tout = >0, | _ @,@} < @ .

O
2. Par une intégration par parties, montrer que 1 — é(a:} — @ _ "i_@ dt -

3. En déduire que Gﬂ(ﬂ?:'(:l_r — ﬁ) <1-—2(x) < @ pour x > 0.

4. En déduire un équivalentde 1 — *-'13{,:1?:1 quand I — oo,

5. Ondonne (3} =2 0,00443 . Encadrer P(Z > 3), puis majorer P(|Z| > 3} . Comparer
avec la majoration fournie par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Ce probléme relie les lois discrétes et les lois a densité. On fixe A = 0.

Partie A. Soit X rv E(A) et IN = | X |+1,0u | - | désigne la partie entiére.



1. Montrer que W suit une loi géométrique dont on précisera le parametre .

1
gh— 17

2. Rappeler E(IV).Endéduire E(| X |) =

1

3. Al'aide de I'encadrement | X | € X <| X |+ 1, en déduire que % —1< 5= :

<5

1

4. Montrer que, pour tous entiers k,m > 0, P(N>k +m|N >k) = P(IN > m). Quel
est I'analogue pour X ?

Partie B. Pour tout entier 7 > X ,soit T, une variable de loi géométrique de paramétre
p,=A[/n,et Y, =Ty, /n.

1. Pour k € N, calculer P(T, > k).

2. Montrer que, pour tout t = 0O, P(Yn} t} _ (1 _E)L nt J.

mn

3. Endéduireque P(Y, >t) — e~ *% quand n — oo, puisque Fy (t) = Fx(t)
pour tout réel £ .

4. Calculer E{Y ) et V(¥ ), puis leurs limites. Comparer avec FE{X) et V{(X).

5. Interpréter : que modélisent 'y, et ¥ ,, sil'on découpe le temps en intervalles de durée 1/?1
?

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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Pour aller plus loin en L2

e Le cours : variables aléatoires a densité, cours de maths en L2

A maitriser avant : Variables aléatoires discrétes, Intégrales généralisées, Intégrales multiples et
intégrales curvilignes

Chapitre précédent : Intégrales multiples et intégrales curvilignes

Chapitre suivant : GEométrie affine

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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