Corrigés des exercices de maths en L2

Variables aléatoires a densité

Corrigé de I'exercice 1 : Détermination d'une constante et

calcul de moments

1. Lafonction f estcontinue saufen 3, et elle est positive si et seulementsi ¢ = 0. De plus, elle

3
est nulle hors de  [0,3], donc son intégrale converge et vaut f cxldr = c- 23—? = 9¢.

Ainsi, [ est une densité si et seulementsi ¢ = 1/9.

I

2 3
2. Pour £ <0, Fy(z)=0.Pour 0<z <3, Fx{a:}:f%dtzg—?fnﬁn,pour

0
>3, Fy(r)=1.Donc Fyx(r) = 53/27 sur [0,3], 0O avantet 1 apres.

g—1 _ . —
3.0na P(1< X <32) = FEX@}l; F (1) = 557, soit P(1< X <2)="7/27.De
méme, P(X >2) = 1_ﬁ =77
4. La densité est nulle hors d'un segment, donc tous les moments existent. D'abord,
3 3
T3 B g - I
E(}:):fgdg::E:%.Enswte, E{ngzf?dg::—S:FParla

0 0
formule de Kdnig-Huygens,

97 81 432 - 405 27
VX)=% —1g=""g0 =3
ainsi, E(X)=9/4 et V(X) = 27/80.

,_.

xS
(]
i
)
%]
_\_\J

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 2 : La loi de Cauchy

1. Lafonction f estcontinuesur R etpositivesi ¢ = 0.Pour A, B>0,

B
f % = arctan B 4+ arctan 4, quitend vers 7. L'intégrale converge donc et vaut
—4
CTr . Par conséquent, ¢ = 1/,
2. Pourtoutréel =, Fy(r) = %(a,ru:ta,n T + %) = %—|— “CET& . Ainsi,

P(X| <) =Fx()-Fx(-1) = E—T-T_i—r,d'ou P{|X| <1)=1/2.Deplus,

P(X >v3) =1 -1.2 st P(X>V3)=1/6.

+oo

y
i est positive et équivalente a ﬁ en oo, Or f % diverge.
1

r(1+1£2)

3. La fonction + —

+co
Par le critére de comparaison des fonctions positives, f |t| f{t} A+ diverge. Donc X
—o0

n'admet pas d'espérance.

4. L'événement {X = O} est de probabilité nulle, donc ¥ = 1/X est définie presque
strement. Soit ¥ >0.Alors 1/X < y équivautd X <0 ou X > 1/y.Ainsi,

fan(l
Fy(y) = % +1-Fx(lfy)=1- w .or arctan(l/y) = E—T —arctany
pour 1t =0, donc Fy(y) = % + a'n:):,rﬂ . Soit maintenant ¥ < 0. Alors 1/X <y
L . tan(l
équivauta 1/y < X <0, donc Fy(y) = %_FXU/{H:' — _w . Pour

arctan vy

¥ <0,ona arctan(l/y) = -5 — arctany, d'ol encore Fy(y) = % +—
Enfin, F'v(0) = P(X < () = 1/2. Les deux fonctions de répartition coincident, donc 1/X
suit la loi de Cauchy.

Point de méthode : une densité paire ne suffit pas pour avoir E(X) = 0 ; il faut d'abord établir la
convergence absolue.
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Corrigé de l'exercice 3 : De la fonction de repartition a la

densité

1. D'abord, F' estcontinuesur ]—oo,0[ etsur [0, 4oco[,et F({0) =1-1=0.Elleest
donc continue sur R . Ensuite, pour £ >0, F/(x) = e=T — ™% 4 £ e~ 7, clest-a-dire
F'(2) = £ % > 0.Ainsi, F estcroissante. Enfin, F' vaut 0 en —co et
(14x)e~* — 0 en oo par croissances comparées. Une fonction croissante, continue a
droite, de limites [ et 1, estlafonction de répartition d'une variable aléatoire. Donc F' est
une fonction de répartition.

2. Lafonction F' estcontinuesur R etdeclasse ¢l sauf peut-étre en 0. Par le critére du
cours, X estadensité, et f(xr) = ze T pour = > 0, f{z) = 0 sinon, enestune
densité.

3.0na P(X >1) =1-F() = 2¢—1,donc P(X >1) = 2/e ~ 0,736. De plus,
Pl<X <2 = F@ - F1) = (1-3e=2) - (1 - 2e—1), soi

Pl<X<2)=%-%=~0330.

oo

4. Rappelons que / M e T dx = nl, résultat démontré a I'exercice 8. Les intégrales
0

“+oo
convergent donc, et E(X) = / rde—T dr = 9.De méme,
0

“+oo
E(XE:' = f x3e~Tdx = 6 .Parconséquent, E(X) = 2 et

0
V(X)=6-4=2.

Corrigé de I'exercice 4 : Loi uniforme sur un segment

1. Une densité est f = sur [a,b] et O ailleurs. Parintégration, Fx(r) = 0 si = <a,

o
Fy(@=3—,si a<z<b,et Fxlr)=1si z>bh.

2. La densité est bornée a support dans un segment, donc les moments existent. D'une part,
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b3 — a3 _ a2 + ab 4 b2

1 p2—g2  atb o _ -
E{X:l =iz 37 =5 . D'autre part, EI:_X :I = 3—a) — 3 . Ainsi,
a? +ab +b2 _ (a+b)® _ 4a2 + dab + 452 — 302 — 6ab — 3b2 _ (b—a)’
vx) = 8 I 12 =12
2
On obtient bien E{X} = @ et V{X} _ (b— ﬂj

3. Avec g = —let b =3,ontrouve B(X)=1e V(X)= 1— — = . Ensuite,

X2 < 1 équivauta -1 < X <1, intervalle de longueur 2 dans [ 13] . Donc
P(X2<1) = 2/4 = 1/2 (Enfin, |X —1]>1 équivautda X <0 ou X >2,dol
P{|X 1|::-1:| — —. En résumé, E{X} =1, VI:X:I = 4/3 ,

P(x2<)) = 1/2 et P(|X—l|::~l} =1/2.

E:
3

4, Pour yE[ ] P(Y‘fiy} P(Xg-iy_l):wzyﬂeplus, Y esta

valeurs dans  [0,1] . Donc ¥~ Z([0,1]) .

Corrigé de I'exercice 5 : Durée de vie sans mémoire

1. Pour X ~ E(A),ona E({X) =1/} Comme E(X) = 5,onobtient
A=1/5=102.

2. La fonction de survie vaut P{X e t} — E_HE pour t = (. Donc
P(X >5)=e"120368.

3. Oncherche P{X >8|X >3).Comme {X >8} C {X > 3}, ce quotient vaut
.—8/5 B
—3/58 — €

qu'un composant neuf dure plus de 5 ans : le composant ne vieillit pas. C'est la propriété

—1 . Ainsi, P(X >8|X >3) = el 2 0,368 . C'est exactement la probabilité

d'absence de mémaoire.

4. On résout 1_.9_""“»'#5 = 1/2, soit E—mﬁE = 1/2.Donc m = 5ln 2 2 3,47 ans. La
médiane est inférieure a la moyenne, car la loi a une longue queue a droite. La figure ci-dessous
représente la fonction de survie avec ces deux points remarquables.



1.0 — PX>t=et°

® médiane 5In2=3,47 ans
0.8 1 m PX>5)=e 1'=0,37
0.6 1

0.4 -

0.2 1

0.0

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
t (années)

5. On a V{X} = 1/}2 = 25, donc I'écart type vaut 5 ans, comme l'espérance.

Corrigé de I'exercice 6 : Lecture de la table de Ia loi normale

1. Ici m = 10et ¢ = 2.Parle cours, Z:XEIDNN{D,I}.

2. D'abord, P{X < 12} = PI:Z < 1:1 = @:1} , soit P{X < 12} r= 0,8413 . Ensuite,
P{X < 7:1 = P{Z < —1,5} =1- é{l,S) , donc PI:X < 7) ~ 00,0668 .

3.0na PB< X <12 =P(-1<Z <1)=28(1)-1,dol
P(8 < X <12) = 0,6826 .Deméme, P(X >14) = P(Z >2) = 1 — $(2), donc
P(X >14) ~ 0,0228 .

4. 0na P{|X -10| € a) = P{|Z]| < a/2) = 2&(a/2) — 1. Cette quantité vaut 0,35 siet

seulementsi #(a/2) = 0,975, s0it a/2 = 1,96 car & est strictement croissante. Ainsi,
a = 3,92 .
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Corrigé de I'exercice 7 : Moments de la loi normale centrée
réduite

1. Soit k& € IN.Par croissances comparées, +2 . |t|k" o—t%/2 _, g en eo.Donc

+c0 +o0
|t|k @(t) = o(1/t2) en Zco.Or / % converge. Par comparaison, f |t|k @(t) dt
i —oD

converge, et le théoréme de transfert montre que %% admet une espérance.

2. Pour [ impair, la fonction t — tk cp{t} est impaire et intégrable sur [£. Son intégrale sur
[—A, A] estnulle pourtout A ,donc My = 0.

3. Soit A >0 .0n intégre par parties avec u(t) = t¥T1 et v(t) = —p(t), de sorte que
v/(t) = te(t)

A A
[ 2oy ar = [—otp)t 4 k) [ k() a
~A —A

Le crochet tend vers 0 quand A — +co.Onobtientdonc Mgy o = (k+1) ML .

4. Ona Mp = 1. Donc Mo = 1'm|3 =1 et Mgy = 3 Mg, = 3 . Montrons ensuite par

récurrence la formule Mg, = éin)!l.Elle est vraie pour m = [ .Sielle estvraieaurang 7,
.
alors
_ (2n)!  (2n+2)(2n+1)(2n)!  (2n+2)!
Mont2 = (Q”H)g” n! — 2n+1)-2"n! T 27t (1)
(2m)!

insi, Mn =1, my, =3 —
Ainsi, 9 ’ 4 et Mo, =

2" pt

5. Onécrit X = m + o Z . Par linéarité, E{X} =m-+o-0=1m,et
V(X) = 02 V(Z) = 0?2 my = o2 Enfin, BE(X-m)*%) = ot M4 - Donc
B(X)=m, V(X)=oc?et B(X-m)?) = 30%.

Corrigé de I'exercice 8 : Théoreme de transfert et loi




exponentielle

+oo

1. Posons [, = f ™ T g . Cette intégrale converge, car ™ e~ % = 0{1/:1:2} en
0
~+oo . D'abord, fp = 1.Ensuite, pour A >0, une intégration par parties donne
f ghtle—o gy = _Antle—4 {n+1}f Tm e~ 7 dr . Enfaisant tendre A vers

+oo, onobtient 41 = (n—+1) I, . Par récurrence et par le théoréme de transfert,
B(X™"=1I,=mnl.

+oo

2. Par le théoreme de transfert, =aX admet une espérance si et seulement si f E':C‘_lj'a? dx
]

converge, c'est-a-diresi @ < 1. Dans ce cas, E{EGX} = li_a pour a < 1,etiln'yapas

d'espérancesi @ = 1.

min(z, 1) est continue et bornée sur K . Donc

3. La fonction g{z)
+00
ve Tdr + [ e Tdr = [—(x+1)e_ﬂé +el=1-—2e"14¢1
1
Ainsi, E{minl{}fjl}} =1- I/E‘ ~ 0,632,

E(9(X)) =

O~

4. Lafonction 1 — 1_&3:.: est continue et bornée, donc I'espérance existe et vaut
+oo
f 1—|— zd$ Le changement de variable w = e~ %, declasse (1 et bijectif, donne
0
du = —e—Tdz et e = 1/u.On obtient
1 1 1
L _ 1 _
/1+1/u fl u _f(1 fra)du=1-1n2
0 0 0
1
pone B(3%) = 1-1n2 & 0307,
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corriaé de I e 9 : Transf i - ¢ simulati

par inversion

(y—b)/a
1. Supposons d'abord @ == (0. Alors FY@:‘ — P(X < 'H‘be) — f f(t} dt-Le
— D

)
changement de variable ¢ = (u —b)/a donne Fy-(y) = f %f(“be) du-Si a<0,

oL Ty . y—b . ) '
I'inégalité change de sens : Fy(y) = P(X > T ) et le méme changement de variable fait
apparaitre —% = ﬁ .Dans les deux cas, ¥ a pour densité 1 — ﬁ:'f(y;b)_

2. Avec & =c et §h =0, cX apourdensité %}1 e~ 2 ¥/¢ pour ¥ > 0. Clestla densité
de &(Afc).Donc cX ~ E(A[C).

3. Lavariable 1 — IJ estavaleursdans ]0,1] presque strement,donc ¥ > 0.Pour y = O,
Y <y équivauta 1 -7 > e~ Y, soit [J < 1 — > Y. Ainsi,
Fy(y)=1- e~ V. Parconséquent, ¥ ~ E(X).

4. Lafonction F' est une bijection continue strictement croissante de I sur ]0,1[, donc p—1
est aussi strictement croissante. Comme P(U € 10,1[) = 1, lavariable F—1(T) est bien
définie. Pour x € I ,onaalors F—L{U) < x sietseulementsi U < F(x).Donc

P(F~L(U) € 2) = F(z) . Ainsi, F~L{TU) a pour fonction de répartition F' .
Autrement dit, un générateur uniforme suffit pour simuler toute loi dont on sait inverser la fonction
de répartition. La question 3enestlecas F(r) = 1 —e—* =,

Corrigé de I'exercice 10 : Carré d'une variable normale

1. Pour y<0, Fy(y)=0,car ¥ > 0.Pour ¥ > 0,ona Z2 < y sietseulementsi
9 < 7 <y bone Fy(y) = S(/5) ~ H(vg) = 28(y5) — L pour ¥ > 0.

2. Lafonction F'y estcontinuesur R,car 2€(0) —1 = 0. De plus, elle est de classe (1 sur
R* . Par le critére du cours, ¥ est a densité, et pour ¥ >0, F4-(1) = 20(y7) - % :



Ainsi, fy-(y) = \fﬁ

densité, non bornéeen [, acellede %5 .

E_wg pour ¥ >0, et 0 sinon. La figure ci-dessous compare cette

1.2
— densitédeY=2?2: L e V2
1.0 s
' --- densité de Z~ N(0, 1)
0.8 A
0.6 A
04 T ,I'—
,/
,/
0.2 1 yd
/,’
0.0 I_--*"I T T T T T 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Yy
+oo
" 1 ——y . .
3. Avec la densité, E{Y} — Ef Jo e v/ dy . Le changement de variable 1y = 12
+oo 0
— 1 n _—t2/2 RS :
dy = 2% dt , donne qQfd g d# . Une intégration par parties avec
2t
0 +oo 4o
!
(_e—t/2) — ¢ —t%/2 donne ensuite f 2712 gy = e 12 gt = % .
0 0

Donc E(¥ ) = 1. Par le théoréme de transfert, on retrouve directement
E(Y) = B(Z%) = V(Z) = 1 .Dans lesdeuxcas, B(Y) =1,

4. pour w = 0, P(|Z] £ w) = 2&(w) — 1, et cette probabilité est nulle pour w < 0. En
dérivant, W a pour densité 2¢p(w) sur R . Ensuite,

+oo

B(W)

E(|2])

2w

Jar ©
1]

V2/m = 0,798,

w2 gy = %[_E—wﬂfﬁ]

+oo
0

2

V2

. Ainsi,
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Corrigé de I'exercice 11 : Loi de I'inverse par la fonction muette

1
1. La fonction f est positive, continue saufen 1, et f 91 dxr = 1.C'est donc bien une

1]
densité.

2. Soit h continue et bornée sur [1, +co| . Lavariable X est non nulle presque sGirement. Par

1
le théoréme de transfert, E{h{}’}} — f h{l/a:} 21 dx . Le changement de variable
0
y = 1/x, bijection ¢1 de ]0,1] sur [1,4co[, donne dx = —dy/y2 . On obtient
—+00 —+00

B ) = [ mw)§ hdy= [ ny)Zdy
1 1

Par la méthode de la fonction muette, ¥ a pour densité f-(y) = 2/y3 sur [1,+co[, et
0 ailleurs.

3.Pour y 21, P(¥Y <y)=PX >21/y) = l—g%,et Fv{y) =0 pour y <1.En
dérivant, on retrouve f}r(y} = Efyg pour %y >1.

+oo
4. D'une part, E{Y} = f g% cﬁy — 9. D'autre part, le théoreme de transfert donne
1 1
B(l/X) = f}—r.hw = 2.Ansi, B(Y) =2,
0
+co +oo

5. Par transfert, E(Yz) = f yE . g% dy = f %gﬁy , qui diverge. Donc ¥ n'admet pas
1 1

de variance, bien qu'elle admette une espérance.



corriaé de I ice 12 : Counle de densité

S
1. O ff (z+y) do dy = 7t23=1 comme f 2 0 impose ¢ = O, on obtient
[01
1
. 1
2. pour z € [0,1], fx{;r,j — f{$+y} dy = z -|_%. Par symétrie, f}f@]‘ =y 475 sur
0

[0,1] . or fx(;p} fy_(y} = zy + ir;—y + % qui differe de & + Y : par exemple, en
(0,0), ontrouve 1/4 0.Donc X et ¥ ne sont pas indépendantes.

1

3. D'abord, E({X) = f;t:(;t: + %) dr = %—k% % Ensuite, E{XE} = %4- = 15—2
1

R

= 13,7144 — 144
E(_XY:I = \/Ij $y{$+y:l dx dy = E §—|—§ E = % Ainsi,

Cov(X,¥) = L - % = —ch Enrésumé, E(X) = 7/12, V(X) = 11/144 et
Cov(X,Y) = —1/144 .

4. Le domaine {:E“ +vy < 1} coupe le carré selon le triangle hachuré ci-dessous. Par le théoréme
de Fubini,

1-z 1 1
PX+Y <1) = ff (z4y) dy dz =f (1—2) 1I)>d =/12“’”2dx=%)'
0 0 0

Ensuite, f(z,y) = f(y,z),donc (X, ¥) et (¥, X) ont méme loi. Ainsi,
PX <Y)=P(Y < X).orlasommevaut 1+ P{X =¥ ) = 1, carla diagonale est
dairenulle. Donc P(X +¥Y <1)=1/3 et P(X <Y)=1/2.
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support [0, 1] de fix,y)=x+y
1.2 A /7 {x+y=1}: probabilité 1/3

1.0 A

0.8 1

> 0.6 -

0.4 1

0.2 A1

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Corrigé de I'exercice 13 : Couple uniforme sur un triangle

1. Lafonction f est positive, et I'aire de T vaut 1/2.Donc ff f=2x % —1.,et f est

une densité de couple.

1
2. Pour z € [0,1], Fyl®) = fgdy — 2(1—x) -Pour y € [0,1],

I



v
fyly) = fﬁ dr = 2y . Ainsi, fy(®) =2(1-1) et fy(y) =2y sur [0,]] et

0
0 ailleurs.

3. Le produit fX{ﬂ?:l f},—{y} = 4y(1-x) estnonnulen (0,8;0,2), par exemple, alors que ce
point n'est pas dans T . Plus rigoureusement, P({X > 1/2 Y <1/2) = 0, puisque

X <Y tandisque P(X >1/2) P(Y <1/2) = % 47& 0.Donc X et ¥ nesont
pas indépendantes.

1 1

4. On calcule E{X} — fﬁ;p(l—@ dr = % et E{Y} — fﬁyﬁ dy = % . Ensuite,
0
_ _ 2 _ 1 1 2 1
B(XY) = 2zydrdy = [ y*dy =z Donc Cov(A ¥ ) =3-5= 35"
0 0 0
5. L'événement {¥ < 2X} correspond, dans T',a /2 < = < y.Pour ¥ fixé, cet
1
intervalle a pour longueur y/'ﬁ . Donc P(Y < 2}(} — fg . % dy , C'est-a-dire
0

P(Y <2X)=1/2.

Point de méthode : ce couple est la loi de {min{U,V ), max{UV')) pour U, ¥V indépendantes
uniformes sur  [0,1] ; on retrouve ainsi E{mazx) = 2/3 .

Corrigé de I'exercice 14 : Somme de deux variables uniformes

1. Les variables sont indépendantes et leurs densités bornées. Par le théoreme de convolution,
+oo

fs(gj = f 1[011]{1;) 1[011]{5 —z)dx - L'intégrandevaut 1 si 0 < x <1 et

o0
s—1< =z <s,et 0sinon.Donc fg(s) estlalongueur de [mazx(0, s—1), min(l, 3)] .

Si 0<s <1, cettelongueurvaut s.Si 1< s<2,ellevaut 1—(s-1)=2-s.
Sinon, l'intervalle est vide. Ainsi, fg(s) = s sur [0,1], fgls) =2—s sur [L,2],et
0 ailleurs.
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2. La fonction est positive et continue. De plus, son intégrale est I'aire d'un triangle de base 2 et de
hauteur 1 ,soit 1 .C'est donc bien une densité.

1/32
3.0na P(S <1/2) = f sds = % . Par symétrie de la densité autour de 1,

0
P(5>3/2) = % Par passage au complémentaire, P(§ < 1/2) = P(§ >3/2) =1/8
et P(1/2 <5 < 3/2) =3/4. Lafigure ci-dessous montre les deux petits triangles d'aire
1/8.

1.21 —— fi(s)=ssur[0,1], 2 —s sur[1,2]
Lo P(S<1/2)=1/8
' ¥ P(S>3/2)=1/8
0.8 -
0.6
0.4
0.2
OO T : T T T T T
~-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
S

4. Parlinéarité, E(5) = %4-% = 1. Parindépendance, V{(§) = ﬁ + % = % . Vérifions
1 2

avec la densité. D'abord, E(S) — f33 ds + f 3(2_3} ds = % _|_% — 1. Ensuite,
0 1



Corrigé de I'exercice 15 : Somme de variables exponentielles

1. Les densités sont bornées et les variables indépendantes. Pour 5 < [, I'intégrande de la
convolution est nul. Pour 5 = [, il est non nul seulementsi 0 < & < 5. Ainsi,

s s

fs,(s) = /)\ e Az )\ e M) gy = A2eAs / de = A2seAs,

Donc S apourdensité 324 ..—2s sur R4 .

2. La formule est vraie pour mn = 1.Supposons-la vraie aurang 7. Comme Xpn41 est
indépendante de S, , qui ne dépend quede X1q,..., X, , onapour s = 0
g

_ [ ATerl gy M) g yndl A s 5T
fn—l—l(s) - / (n—1)! © Ae az = A € n!
0
e A A" en—1 , .
La formule est donc héréditaire. Ainsi, fﬂ{s} = ﬁ e—* % sur R4 . Lafigure ci-dessous

montre ces densités pour X = 1 : elles s'étalent vers la droite quand % augmente.

1.0 - densitéde X1+ -+ X, (A=1)
_—n=1
0.8 1 — n=2
— =3
0.6 —r=3
Uz 0.4 1
0.2 -
0.0
0 2 4 6 8 10
S
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+oo
n 1

3. Le changement de variable 1 = X s etl'exercice 8 donnent sMe—AsSds = }‘n-ll-l .
0
Donc Fi5.) = ‘}‘—n ._mi__n Par linéarité, on retrouve F{&. .1 = L Ainsi
( ﬂ:'—(ﬂ_lj,g Al T & ' ( n:'—ﬂ'}" '
E(S,) = n/A.

1
4, Avec A =1, PI:SQ < 1} = fs e S ds = [—(5—|—]_:|€_~5]][5|. Donc
0

P(55<1) =1-2/e = 0,264.

5. Pour s = 0,
y (=)
— g
1(s) = f“‘” pe P dp = Apeie e =t
0

A
Ainsi, X 4+ ¥ a pour densité H_’u

}\(E—}\ s _ g7 H3) sur R . Cette fonction est bien

positive, car ¢—A 3 — ¢~ H 3 et p — A ontle méme signe.

Corrigé de I'exercice 16 : Somme de variables normales

indépendantes

1. Ladensité % est bornée, et les variables sont indépendantes. Pour tout réel =,

“+oo
2 7 a2
fXHf@Zﬁf e (32 +=2))/2 45 Or x3+(s—a:j.3:2(a:—§) +5
— oD
Donc
2/—|—oo .
—5 4 _ o 22 —5 4 1 .9 4
fX+y(3)=62ﬂ / ,—(z —s/2) do = S = e s2/4
— 0

On a utilisé f e—u? gdry = a7 , obtenu par le changement de variable + = /3 v dans

'intégrale de Gauss. On reconnait la densité de  A{0,2).

2. Par la propriété admise, X + ¥ ~ A{(20,25), d'écart type & .Donc
PX+Y >25)=1-2(1),s0it P(X +Y >25) = 01587,



3. D'abord, —¥ ru A(—8,16) , parl'exercice 9, et —¥ estindépendante de X .Donc
X -Y o N4, 25) . Ainsi, P(X>Y)=PX-Y>0=1-%(-08) = ${0,8).
Onobtient X —¥ ro A(4,25) et P(X >Y¥) 2 0,7881 .

4. Parrécurrence, X1 +...+ X, ~ N{nm, no?) . Endivisant par 7,
Xy ~ Nm,o2/n). Ensuite, P(| X, —m|< o/l0) = 2&‘3(%) — 1. Cette probabilité
dépasse 0,95 sietseulementsi v7i /10 > 196, s0it n = 384,16 . Donc le plus petit 7
vaut 385.

Corrigé de I'exercice 17 : Approximation normale d'un lancer de
pieces

1. Les lancers sont indépendants et de méme probabilité de succés. Donc .S ~ B{400;0,5), avec
E(5) = 200 et o(S) = vIO0 = 10.

2.0na n = 400> 30, np = 200 > 5 et n{l—p) = 200 > 5. Par le théoréme de
Moivre-Laplace, on approche la loide § parcellede T ~ Af(200, 100},

3. Avec correction de continuité,
P{IQD <5 < 21[]] ~ P{189,5 < T < 21[],5} = 243{1,[]5} — 1. Donc
P{IQD < 5 < 21[]} pie] D,’FDEE.

4. Deméme, FP(5 > 220) m P{T > 219,5) = 1 — #(1,95). Ainsi,
P(S > 220) = 0,0256 .

c+ 0,5
10 )_1.Cette

> 1,96, c'est-a-dire ¢ = 19,1 . Donc

5. Selon I'approximation corrigée, P{Z[:][:] —c <5 <200+ C} P~ 245(
c+ 0,5
10
¢ = 20 :onobtientenviron 95 % de chances d'avoir entre 180 et 220 piles.

quantité est au moins 0,95 si et seulement si

Corrigé de I'exercice 18 : Minimum et maximum de variables
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indépendantes

1. Pour t > 0,ona m >t sietseulementsitousles X, dépassent £ .Parindépendance,
T

P(m >t) = H e~ Mt = E_(}\1+"'+}"”)t.De plus, m = (. Donc
i=1

m oo E(A 4. 4 Ay).

2. Par indépendance, le couple {1, X'7) a pour densité A Ay AT — A2V gyr IR?'_ . Donc

+oo +oo 4
P(Xl < XQ) = [ Al B_Al X [ /\2 E_Az Y dy dr = / ,\1 e—(Al + AQ).CL’ dz.
0 z 0

A1
AL+ A7

Ainsi, PI:_X_]_ < 'X-E:l —

3. Pour z € [0,]], M < =z sietseulementsitousles ¥7; sontinférieursa . Par
indépendance, Fjs(r) = ™ . Deplus, Fpr = 0 sur ]—o0,0[ et Fps =1 sur
]1, +oo[ . La fonction est continue et (1 par morceaux. Donc F'jzs(x) = =™ sur [0]1],
et N apourdensité p rn—1sur [0]].

1
4. D'abord, E(M) = fn rhdr — ni—l—l . Ensuite, E{Mg} = nL—I—E . Donc
1]
V(M) _.n__ n2 _ n((n—i—l)2 _ n(n—i—?)) _ n ‘
ntZ  (p+1)? (n+2)(n-+1)? (n+1)%(n+2)
Ainsi, E(M) = ni-l—l et V(M) = m

n
5. S0t £ 2 0et n>t.Alors p(l-M)>t) = P(M <1—t/n) = (1-%) -Or
nln(l —t/n) = —t,car In{l 4 u) ~ w en 0. Par continuité de I'exponentielle,
P{n(1-M) > t) — et Autrement dit, I'écart entre le maximum et 1 est de I'ordre de
1/n , et sa loi renormalisée se rapproche de  £(1) .

Corrigé de I'exercice 19 : Intégrale de Gauss et loi de Rayleigh

1. Lafonction ., _, E—ﬂ?gf? est continue et positive. De plus, pour & = 2, 1:3/2 = x ,donc



E_ﬂ?gf? < e .Par comparaison, I converge.

2. En coordonnées polaires, D corresponda 0 < r < H et 0<8 < *rr/’E, avec I'élément
d'aire  d+ d8 . Donc

T/2 R 2 iy R R
J(R) = f fe r rdrd@:%[—e 4 ]0 =%(1—6 )
0 0

Ainsi, J(R) = %{1 _ E_Rﬂfg}_

3.0na DpCCRrC Dg/m,carunpointde 'R estadistance auplus Ry2 de l'origine.
L'intégrande étant positif, on obtient I'encadrement demandé. Par le théoreme de Fubini, I'intégrale

B 2
sur C'p vaut /‘E_ﬂ?gﬁ dr | -Quand A — Hco, les deux bornes tendent vers

0

m/2 . Parencadrement, I% = /2 ,donc I = \[m/2.Par parité,

+oo

— 2
fe 2 gr — or = o -
— D

4. Par indépendance, le couple {X,¥") a pour densité % e~ ¥/2 pour 7 >0, 0n
integre sur le disque de rayon 7 en coordonnées polaires :

2T T
P(RE"")=%//e_pz/gpdpdé?:l—e_rzm‘
0 0
On obtient bien P{R:_:r}zl_e_f'"gfg.

5. Cette fonction de répartition est continue et (71 saufen 0 .Donc R a pour densité
r E—’-'"Qfg sur [ :c'estlaloi de Rayleigh. Ensuite, pour w = 0,
P(ﬂ2 < wu) = 1— e %2 donc R2 ru £(1/2) . Enfin,
+oco +oo

E(R) = f r e_rg"@ dr = % f ri E_Tg*m dr = %ﬁ , car E{ZE) — 1 .En

resumé, f () =re "2, B2~ €(1/2) et E(R) = [n/2 = 1,253
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corriaé de I ice 20 : G le Ia loi !

1. Soit = =>0.Pour £ > x,ona 1< t/a: , donc g;n[ij:] < f—r@p{t}. En intégrant,
+co

1-8(0) < & f top(t) dt = 3| - {t}]+ . Ainsi, 1-2(z) < plz)/z .
I
2. Soit A = x.On écrit @{t} = I t@{t} et on intégre par parties avec u = ljt et
o= _f"::' :

t A g t
o(t) dt = | 29| 2 g¢.

Quand A — +co, le crochet tend vers @(x) /% , et I'intégrale converge car

xr

+co
Qﬂ{t}/tﬁ < (p(t}/a:QIOn obtient 1 — F(5) = @ _ f w(t) gt
T
+co
3. Comme a la question 1, pour t = =z, wlt) _ tip(t) < ttp(tj Donc 99_ s < @.
£2 3 = 17 <3
x

En reportant dans la question 2, on obtient la minoration. Avec la question 1,

o (t-5) <12 < 2.

1—&
4. Endivisant par @(x)/z > 0, on obtient 1 — ﬁ < @fiﬂ < 1. Par encadrement, le
. . " — ,-"2 .
quotient tend vers 1 .Donc 1 — #{x) o quand £ — oo . Lafigure ci

dessous, en échelle logarithmique, montre les trois courbes qui se rejoignent.



] — majorant ¢(x)/x
1071 ; —_ 1-0(x)

] —— minorant Q'J(X)(%—X—]g)
1072 E
1073 ;
107* 5
10_5 I T T T T T

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X

5. Avec x = 3, le majorant vaut 0,00443/3 = 0,00148. Le minorant vaut
0,00443 x 28—.? ~2 0,00131. Donc 0,00131 < P(Z >>3) < 0,00148. Par symétrie,

P(|Z|>3) = 2P(Z > 3) < 0,0030. En revanche, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
donne seulement P(|Z| > 3:, < @ ~ 0,111 Ainsi, la majoration gaussienne est

environ 37 fois plus précise.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : de la loi géométrique a la

loi exponentielle

Partie A.

1. Lavariable X est positive presque sGrement, donc IV est a valeurs dans p*.Pour & > 1,
N = k équivauta k& —1 < X < k.Donc
PV = k) = e M=D _ o0k = (e=2)F (1 — ¢=2) . Ainsi, N suit la loi
géométrique de parameétre p = 1 — e—A.

2. Pour une loi géométrique, EI:N:I = l;’p . Donc
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E(lX|)=EBN)-1= ] —13—3* -1 = 7 i_;—l . En multipliant par g*, on obtient
1
BlX |)=5=7"

3. L'espérance est croissante. Donc E{| X |} < E(X) < E{| X |) 4+ 1. Comme
E(X) = 1/X, on obtient %—1 < ﬁ < % . Par exemple, pour % = 1, on a bien
0<0582 <1,

4.Pour k€N, P(N>K) = P(X > k) = e 2%k = (1—p)¥. Donc
(1—p)k+m mo.. .
PIN>k+4+m|N>k = e = (1—p) " . Ainsi,
P(N >k 4+m|N >k) = P(IN > m) . L'analogue continu est la propriété
P(X>s+t|X>s = P(X>t)pourtous s,t > 0.

Partie B.

1. L'événement {T,,,1 > k“} signifie que les j% premieres épreuves sont des échecs. Donc
P(T,>k = (1-x/n).

2. Soit £ > 0.Comme T, estentiere, Ty > nt équivauta T, > | nt |.Parla question
précédente, P(¥, >1t) = (1 — )\/n}L nt |

3. Onécrit p(y, >1t) = e}:p(L r'r,;’f J -nln(l _ %)) Dunepart, nt —1<| nt | < nt,
donc | mt |/ mn — t.Dautrepart, nln(l —A/n) — —A. Par continuité de I'exponentielle,
P(Y,>t) — e At Ansipour £ >0, Fy (f) = 1-—e=*t = Fx(t).Pour
t <0, lesdeuxvalent 0.Donc Fy (t) — F(t) pour toutréel .

4. Pour la loi géométrique, E(T'n) =1/p et V(Tyn) = (1-p)/P2 . Donc
1 1 1—2Xfn 1—2Afn )
E{Yﬂ =mp, = A et V{Yn} = 232 /a2 = T2 . Par conséquent,

B(Y,)=1/2 = B(X) et V(Y,) = 1/22 = V(X).

5. Découpons le temps en intervalles de durée 1/n . A chaque instant Fs:/n , un événement se
produit avec la probabilité }L/n , indépendamment du passé. Alors T',; est le numéro du
premier intervalle ou il se produit, et ¥ ,, I'instant correspondant. Quand le pas tend vers 0,
I'instant du premier événement suit approximativement la loi 8(}] . C'est pourquoi la loi
exponentielle est la version continue de la loi géométrique.



Point de méthode : pour comparer une loi discréte et une loi a densité, on compare leurs fonctions de
répartition, et non leurs probabilités ponctuelles, qui sont nulles dans le cas continu.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : variables aléatoires a densité, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur variables aléatoires a densité

A maitriser avant : Variables aléatoires discrétes, Intégrales généralisées, Intégrales multiples et
intégrales curvilignes

Chapitre précédent : Intégrales multiples et intégrales curvilignes

Chapitre suivant : Géométrie affine

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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