Exercices de maths sup

Trigonomeétrie

Exercice 1 : Valeurs remarquables et angles associés

1. Calculez sans calculatrice cos %‘T sin(—%"r) . tan %”’T cos HT”T et sin EQT’J‘T .

2. Simplifiez, pour tout réel -, I'expression

Alzr) = sin(m 4+ =) + COSG—T - $) + 2cos(m — x) + cos(—x) .

;Efi_[:l

3. Simplifiez, pour tout réel I tel que [,}T , I'expression
13
J— _ #
B(zr) = tan(m — =) + tan(m + z) + tan(a—r — £) .

4, Onsaitque sinx = % etque x & E! ﬂ'] . Calculez cosx, %tanzx, cosim— :1:} et

sin(;—r + :r:) .

Exercice 2 : Mesures d'angles modulo 2n

1. Parmi les réels I'FT"T IBT”T —%‘T, %‘T et %’T lesquels sont congrus a —E—r modulo 2 ?
2. Déterminez la mesure principale, c'est-a-dire le représentant dans ]—W, ﬂ'] , de % , de
459 2027
— et de T

B

3. Déterminez les réels x tels que . Combien de points distincts du cercle

3
2]

trigonométrique leur correspondent ? Placez-les.
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4. Mont t | 3T =Y il r =Y
. ontrez par un contre-exemple que n'implique pas .
: A o Piaue P fan]

On admet uniquement la formule cos{a — b) = cosa cos b + sin a sin &, valable pour tous réels
. kil = IT . s .
a et p,lesvaleurs cos0 =1, sin0 =0, cos 5 = 0 et sin 5 = 1, et I'imparité du sinus,
qui se lit sur le cercle.

1. Montrez que cos(% - ) = sin £ pour tout réel . Déduisez-en sin(% - :J:) = cosx.

2. Montrez que CDEI:—;E:I = COS & pour tout réel .
3. Déduisez-en cos(a + b) et sin{o + b).
4. Retrouvez les trois expressions de cos 2z et l'expressionde sin 21 .

5. Montrez que cos 3z = 4cos® x — 3cos £ €t sin 3¢ = 3sin o — 4sin® © -

1. En écrivant =T _ T calul T et sini:
. N ecrivan 12 — 3 4 , Calculez CoO8s 12 e 511 12 .

cdui S iy
2. Déduisez-en cos 17 et cos 17
3. Calculez cos? % de deux facons : a partir de la question 1, puis grace a la formule

cogd r — % . Vérifiez la cohérence.

4. Calculez cos% et sin% .



Résolvez dans [ les équations suivantes.

1. -:05:1::%.

w_la

2. sin2rxr = —
3. tanz = V3.

-
4. cosdr = cos(a: + @) .

5. s3in £ = cos 2z . Montrez que les solutions forment une seule famille, et placez-les sur le cercle.

1. Résolvez dans [0, 2| I'équation 2cos? x — 3cosz +1 = 0.

2. Résolvez dans [ I'équation 2511‘12 T+ 3cosr = 0.

3. Résolvezdans [ I'équation cos x -+ sin £ = 1, en écrivant le premier membre sous la forme

Vacos(z — o .

4. Résolvez dans [0, 27[ I'équation sin 2¢ = cos =

Exercice 7 : Inéquations trigonométriques au cercle

Résolvez chaque inéquation sur l'intervalle indiqué, en vous aidant du cercle trigonométrique.

l. cosz 2 % sur |-, ] .
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2. 3nx < —§ sur [D] Eﬂ'[ .
3. Esing o <1 sur [D, Eﬂ'[.

4. cos2r > % sur |-, ).

[

=E

5. tanz >1 sur ]—E—T!

Exercice 8 : Transformation de a cos x + b sin x

1. Soient @ et p deux réels non tous les deux nuls, et » — /g2 4 B4 . ustifiez I'existence d'un
réel ¥ telque acosx + bsin x = rcos(xr — ) pour tout réel .

2. Ecrivez cos © + v3sin & sous cette forme, puis résolvez dans R I'équation
cosz +V3sinzx = V2.

3. Déterminez le maximum et le minimum sur R de f:x — 3cosz + 4sin x . Précisez en
quels points ils sont atteints.

4. Résolvez sur |—, 7| l'inéquation v3cosz —sinz > 1.

Exercice 9 : Linéarisation de produits

1. A partir des formules d'addition, établissez les expressions de cosa cosh, sinasinb et
sin a coa b comme sommes de cosinus ou de sinus.

2. Linéarisez cos3rcost, sin2xrsinbr et cosxsindr .

3. Linéarisez ':-053 T et Sing T Coa -

/2 T

4. Calculez j — f cosdz dg et J = fsin 2z sin br dx .
0 0



Exercice 10 : Transformation de sommes en produits

1. Enposant p = a +b et g = a — b dans les formules de I'exercice précédent, établissez les
formules donnant cos p +cosg, COSP —COSQ et sin p 4 sin g sous forme de produits.

2. Résolvez dans [ I'équation cosx 4 cosdx = 0.
3. Résolvezdans [ I'équation sinx +sin2x +sin3x = 0.

4. Factorisez cos x — cos 5z, puis résolvez dans [0, 7] I'équation cos ¢ = cos 5z .

Exercice 11 : Super

On considere le signal () = cos(21t) 4+ cos(19¢), ot £ désigne le temps. La figure ci-dessous
représente 5 sur [0, 2] : son amplitude semble varier lentement.

—— 5(t) =cos(21t) + cos(19t)

'
0 Al o
V"V Vo

Rl H |

1. Montrez que s(t) = 2cos £ cos(20¢) pour tout réel .
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2. Déterminez lesréels t £ [D, *rr] tels que S{t:l = (. Combien y en a-t-il ?

3. Montrez que |Sl:t}| < 2|-:05 t| pour tout réel £, et déterminez les cas d'égalité. Interprétez la
figure.

4. Deux diapasons émettent des sons de fréquences fl = 442 Hz et fg = 438 Hz. On modélise
le son percu par cos{2 fl t) + cos(2m fg t). Combien de fois par seconde I'intensité
s'annule-t-elle ?

1. Rappelez I'ensemble de définition I} de la fonction tan, montrez qu'elle est impaire et -
périodique, et calculez sa dérivée.

tana 4+ tan b

2. Soient a,b € D telsque @ 4+ b € D). Démontrez que ta,n{a + .5:1 = tonatan "

il Bar
3. Calculez tan 17 et tan 17

4. Etablissez la formule de tan 2z , puis déduisez-en la valeur exacte de tan %T :

5. Soient @, §, ¢ troisélémentsde I telsque a + b 4+ ¢ = . Montrez que
tana +tanb 4+ tanc = tana tanbtanc.

Exercice 13 : L'inégalité |sin x

1. Enétudiant g:z — = —sinx sur R4, montrezque sinz < x pourtout z= > 0.
2. Déduisez-en que [sin x| < |z| pour tout réel .

2 ,
3. Montrezque 0 < 1—cosx < ‘% pour tout réel .

4. Al'aide d'une formule somme-produit, montrez que |[sin @ —sin b| < |a — &] et
cosa —cos b| < |a — b| pourtousréels @ et .

5. Déduisez-en que les fonctions gin et €08 sont continues sur [.



Exercice 14 : Etude de la fonction x » sin x (1 + cos x)

Onpose f{z) = sinz {1+ cos z) pour tout réel .

1. Montrez que [ est 24 -périodique et impaire. Sur quel intervalle suffit-il de I'étudier ?

2. Montrez que f’;(:t::l = (2cos z — I)(cos x + 1) pour tout réel .

3. Dressez le tableau de variations de  f sur [0, 7] . Précisez les tangentesen 0 eten .

4. Tracez la courbe de f sur [—Z?r, E?r] , et donnez le maximum et le minimumde f sur R.
5. Pour = € |0, 7], on considére les points A(—1,0), Plcosz,sin ) et

Pf{cos &, —8in :J:‘:I. Montrez que l'aire du triangle 4 2 P’ vaut f{ﬂ:} . Parmi ces triangles,
lequel a la plus grande aire ? Quelle est sa nature ?

Exercice 15 : Substitution t = tan(x/2

1 —1t2 . o
l-|-t2 et Sln,:t?—l_I_tz.

N % ™ r
1. Soit et £ = tan 5 - Démontrez que cosx =

2. Résolvez dans [ I'équation cosx 4+ 2sint = 2.

3 l—cosx

T
. Montrez que h o tan 5 pour tout

]

4. Onpose g(x) = E_El_mﬁ.]ustiﬁez que g estdéfinie sur R, exprimez g(x) en fonction de

1, puis déterminez I'ensemble des valeurs prises par ¢ .

Exercice 16 : Sommes trigonométriques par télescopage
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T Z£0 L.
Soient 7 = 1 unentieret I un réeltel que [2? . On pose Sp = E Elﬂ{kﬂ?} et
)47 k=1

n

c, = Z cos(kz),

k=1

1. Montrez que Esin% sin(kz) = cos((k — ]j)ﬂ;) — cos((k + %)$) pour tout entier j .

2. Déduisez-en que Sp =

. n+llr
Sll'Lng_‘r CDS( 9 :I

3. Par une méthode analogue, montrez que C, =

Ry
Sll'li

1
4. Montrez que |Sp| < sind| pourtout n = 1.

T
.k
5. Calculez  » . Sinm pour n > 2.
=1

Exercice 17 : Un produit de cosinus et sa limite

T

Soit x € ]0,7] .Pour m > 1,onpose Fpn = H '5052%.
k=1

m . T .
1. Montrez par récurrence que 2 SInyw P, = sz pourtout n > 1.

2. Justifiez que Siﬂ;_n ?é 0, puis exprimez P, enfonctionde 7 etde =.

3. En admettant que % —y 1 quand wu — 0, déterminez la limite de P, .

4. Montrez que cos% LR Y o € [0, 7] . Déduisez-en, avec = = %,que le

produit %.‘*2;"@.“2"'“22"‘&”_tendvers

2
s,



Exercice 18 : Inégalité de Jordan

[

On se propose de montrer que % < sinx < g pourtout T € [D, E—T] .

1. Onpose A{xr) = zcos z —sin = . Etudiez le signe de h sur [D, %] :

. i L s 1 kil
2. Déduisez-en le sens de variation de g : 5 — H5% sur ]D, E] :

3. Démontrez I'encadrement annoncé. Interprétez-le graphiquement a I'aide d'une corde.
4, Montrezque cpg o+ > ] — %Ti pour tout * £ [D, E—T] :

5. Montrez que ginZ > % pour tout entier n = 2.

Onnote 4 = %’T et ¢ = cosf .Lespoints Ag(cos kd, sin k), pour k& € {0,1,2,3, 4}, sont

les sommets d'un pentagone régulier inscrit dans le cercle trigonométrique, représenté ci-dessous.
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14 A1
As
9‘|1=2—5j7
i A
cos 6
A3
—1-
Ay
-1

. Montrez que cos 38 = cos 28.

. Déduisez-en que ¢ estracine du polynéme 4X3 —9X2 _3X +1.

. Factorisez ce polynbme par X —1.

. Montrez que 5052—’” = E.

5 4
. . T
. Déduisez-en cosg et .:;0545—“ .
. Vérifiez que la somme des abscisses des cing sommets est nulle.

. Calculez la longueur ApAq du cété du pentagone.



On définit une suite de polynémespar T'np =1, T1 = X et, pourtout n > 1,
Tp1=2XTy -Tp.

. Montrez que cos{{(n+1)x) + cos((n—1)z) = 2cos x cos(nz) pourtoutentier n > 1 et
tout réel .

. Montrez par récurrence que cos(nz) = Ty, (cos £) pourtout entier m > 0 ettout réel =.
. Calculez Tn, Tq et Ta.Comparez avec I'exercice 3.
. Montrez que, pour 7 = 1, T, estdedegré 7 etde coefficient dominant 5n—1,

. Soit m > 1.Déterminezlesréels x € [0, ] tels que cos(nz) = 0.Déduisezen 7
racines distinctes de  T'y, dans [—1,1] . En a-t-il d'autres ?

o T N .
. Retrouvez ainsi la valeur de cosg obtenue a I'exercice 4.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup
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Le cours : trigonométrie, cours de maths sup

A maitriser avant : Calculs algébrigues : sommes, produits, inégalités
Chapitre précédent : Calculs algébriques : sommes, produits, inégalités
Chapitre suivant : Nombres complexes et exponentielle complexe
Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/trigonometrie-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/sommes-produits-inegalites-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/sommes-produits-inegalites-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/nombres-complexes-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

