Corrigés des exercices de maths sup

Trigonomeétrie

Corrigé de I'exercice 1 : Valeurs remarquables et angles
assocCiés

1. On se ramene chaque fois a un angle de référence.

o

o %:ﬂ—%,donc COS%:—COS%:—%-
o Le sinus est impair, donc sin(—%r) = —sin(ﬂ' - %) = —sin% = _g,
o Im _ g T donc tan F — tan(—i) = —1
g — =T — g~ 4 — 4)— 7+
° H%:%ﬂ—%,donc COSHTTT:COS%:%.
o EQTW = 4¢r—|-5%,d0nc singgTjT = 5'1115?err = sin% =5
. . V3 V3 1 1
Résultats : —5 0 =5 -1, 5 et 5 -

2. Ona sin{r 4+ z) = —sin z, COSG—T — ) = sinz, cos(mr —x) = —cosz et
cos(—x) = cos = . Par conséquent, A(r) = —sin £ + sin £ — 2cos © + cos = . Ainsi,
Aflr) = —cosz .

T 7% 0 -
3. La condition [,,T assure que tan x est défini et non nul, et que ta,n(ﬁ — ,:r) I'est aussi.
15
D'abord, tan(m — x) = EE - — _tan z . Ensuite, la tangente est 7T -périodique, donc
, T COE T 1 s
tan{*;r + z) = tan z . Enfin, ta,n(ﬁ - ) = oin s = tanzdou

m = tanz ponc B(r) = tanz.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

4. 0na COSE:FZI—Sing:J::l—%:l—g.Or :FE[%!’?T],donc cosz < 0, et
3/5
cosT = —%.Ilvient ta,na::%ﬁ: —%-Deplus, cos(m — ) = —cos:r::%et
sin(a—r—I—a:):cosa:: —%.Résultats: cosL = _%, tan © = _%,

cos(m — x) = %, sinG—r + :J:) = —%.

Point de méthode : retirez d'abord le plus grand multiple de 2 possible, puis reconnaissez =+
ou E—T:I:oe avec & remarquable.

Corrigé de I'exercice 2 : Mesures d'angles modulo 2n

1. On calcule la différence avec —% et on regarde si c'est un multiple de 24 .

o WTTT+%—T:6W:3XEWOUI
o BT’-‘T + % = HTW , Qui n'est pas un multiple entier de 24 : non.
7T

T—I_%:BW : non, car 3¢r:3x2¢r.

) L T 17 fils BT
Les réels congrusa —73 sont 7 —g5 et =
2. D'abord, % = 61 _|_% ,et 6 = 3 x 2 : la mesure principale est % Ensuite,
—Z]?TTT = —fr — ?%_r : la mesure principale est —% . Enfin, 2027 = 3 x 675 + 2, donc
B o_ M
9T — 675w + 240 = 67am + 35 .Or 674m = 337 x 2 et 3778 es
T
o T T 2]
mesures principales sont ¢, —z; et —73.

i
2

3.0na si et seulement s'il existe &k € F telque 3z = E—T—I— 2k, c'est-a-dire

3xr
(2]



2k

-|- 3 - Autrement dit, [ B o 3

} .Pour & =0,1,2, on obtient % e

Ensuite, pour j% = 3, onretrouve -+ 241, donc le premier point. Il y a trois points : ceux

d'abscisses curvilignes %—T, %‘T et Bgr , sommets d'un triangle équilatéral.

m|=1°°|=‘1

4. Prenons © = 0 et y = EBW Alors 3x = 0 et 3y = 2w ,donc P =3y . En
revanche, y —x = %’T n'est pas un multiple de 24 . Donc éfr]_ n'implique pas
r=uv T=Y J
,[Efr] ; on a seulement ![%ﬁ}

Corrigé de I'exercice 3 : Retrouver les formules a partir de
I'addition

1. Avec a = et 4 = 1, laformule admise donne

il . . , . . Lo .
cos(§ —z) =0xcosx +1xsmnx = sin x . Ensuite, on applique ce résultat a 7—Ta

. kil . . kil .
laplacede T : cosxr = sm(ﬁ — :J:) . Ainsi, cos(§ — :J:) = sn r et

. T
EIH(E—;E = cosx,

2. Avec o0 = 0 et h = x,onobtient cos{—a:} —coslcosx +sn0sine = cosz. Le
cosinus est donc pair.

3. Onécrit @ + & = a — (—b) . Grace a la parité du cosinus et & I'imparité du sinus :

cos(a + b) = cos a cos(—b) + sin a sin(—b) = cos a cos b —sin a sin b.

Ensuite, d'aprés la question 1, sin{a + &) = cos(g —a— b) = -:os((% — r;;) — b) .0n
développe :

sin(a + b) = cos(ﬁfgI - a)cos b+ sin(% - a)sin b = sin a cos b 4+ cos a sin b.

On retrouve c:os(a + b} = cosacosb—sinasinb et
sinf@ +b) = sinacosb +cosasind.

4. Avec g — h = x ,onobtient o591 — cos? ¢ —sins o et sin2r = 2sinrcosT.
De plus, la formule admise avec g = b = x donne cos0 = cos? £ -+ sin? x, donc
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cos? £ +sin? £ = 1.Enremplacant gin? £ par 1 — cos? x . puis cos? ¢ par
1 — sin? £, onconclut. Donc cos 9z = coslx —sin s = %cos?x —1 =1 —2sinl &
et sin2r = 2sinzxcos .

5. Onécrit 3z = 2z 4+ £ .Notons ¢ = C03x et 5§ = sin =

cos 3x = cos 2x CcCOosS T — sin 2¢ siln © = (262 —1)e — 252 ¢
= 2¢3 — ¢ —2(1 —62)6 = 4¢3 — 3.

De méme :

sin 3z = sin 2z cos £ + cos 2z sin z = 2sc? + (1 — 252)s
= 2s(1 — 32) + 58— 283 = 35 — 433,

Ainsi, cos3r = 4cosdx —3cosx et gin3r = 3sin & — 4sin® -

Point de méthode : pour vérifier une formule retrouvée, testez-la en une valeur simple. Par exemple,

avec $:5—T,onabien sin%ﬁ: -1 =3-4.

Corrigé de I'exercice 4 : Valeurs exactes par addition et

duplication

1. On applique les formules de soustraction :

CDS%=COS%CDS%—FSiH%SiH%=%'§—I—§*§?
sinfr—g:sin%cos%—cos%sini—r:§+’”§—%-§°
Donc COS%ZEI&et Siﬂ%:H'
2. D'une part, Ei—"g:’fg—r—%,donc cos?—g:sin%.D'autrepart, ?—g:%-kg,donc
Tr_ 1 V3 V3 VI g B _ VB — /3 7w _ V32— 6
COSTy =575 — 75 7 . Ainsi, png 7 = I et ns 7 = I . On retrouve

o Sar - . o Sar
cos {5 = —CO8 g , Ce qui est cohérent avec 7 =T 15



2
3. Premiére méthode : [ Y6 1‘ ‘@) — 6 + El'é‘ 2v12 — B "‘lg‘@ — 2 4+ V3 seconde méthode :
coga % — H% — %(1 + %) — 2‘2—‘@ . Les deux calculs donnent
o 243
COS“ 75 = — g
4.0na 2T — TS84 2+V3 o oom _lTcoss 343 o EE]DE[
donc le cosinus et le sinus sont positifs. Par conséquent, g T — 2 '2|' /2 et
o J2—4/3 )
31N g = 7

Corrigé de I'exercice 5 : Equations trigonométriques
élémentaires

_ il — il
COS T = C08 3 ¢>$::|:3

2]

solutions sont les réels % 4+ 2k et —E—r + 2k ,avec k € 7.

1. Ona % = co8 % D'apres le théoreme du cours, . Les

2. Ona —g = sin(—;—r) .Donc 2x = —% + 2km ou 2z = w7+ T_,_l—r + 2k . On divise par
2, sans oublier la période. Les solutions sont = = —%—r +hkm et p— 28 + ki, avec

g
ked.

3. 0na V3 = tan E—T , et la tangente est 1 -périodique. Les solutions sont 1 = % + kar,
avec k£ #.

4. L'égalité cosdr = COS(:E + ;—T) équivauta 3r = z + % 4 2k ou
3z = —=x —% + 2k . La premiére donne 2z = T_,_l—r + 2k, soit x = % + k. La
seconde donne 4x = —?_i—r + 2k, soit £ = —IT—E + ’%‘T . Les solutions sont % + ket

—%-F’T%T,avec kecd.

5. Onécrit sinx = cos(g - :t:). L'équation devient cos dx = cos(g - :t:) . Ainsi,
2r = %—a:—i—ﬁﬁwr ou 2z = —%+$+2k¢r.D'unepart, T = %-F%T”T.D'autre
part, T = —% + 2k . Or,avec k& = —1 dans la premiére famille, on obtient
% — %’T = —a—r . La seconde famille est donc incluse dans la premiéere. Les solutions sont les
réels %—T—|- ETTT , k € ¥ :cesontles points %, %‘T et %‘T du cercle. Vérification : en
2 . .
r=%, sinx = -1 et cosdm = -1
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Point de méthode : quand deux familles de solutions apparaissent, placez-les sur le cercle pour repérer
les doublons.

Corrigé de I'exercice 6 : Equations se ramenant a une équation
élémentaire

1. Onpose X = cos x .L'équation devient IXNL _3X 41 =20,soit
(2X —1)(X —1) =0.Donc cosx = % ou cosxz = 1.Dans [0, 2], la premiére

S
3 1

g Gar

donne % et la seconde donne (. L'ensemble des solutions est {D, 33 -

2. Onremplace gin2 . par 1 —cos2x @ 92 —9cos?x + 3cosx = 0, c'est-a-dire

Jcosd r —3cosr —2 = 0. Lediscriminantde 9% 2 3% — 9 vaut 9416 = 25 . Les
345 3—5 1

racines sont donc = 9 et 2 = 3 .0Or cosx = 2 estimpossible. Il reste
cos = —% = c08 %‘T . Les solutions sont -+ %’T + 2kw ,avec k € £ .
3.0na cosx +sinxy = \&(%COS r + gsin :,p) = ﬂcos(ap — ?%_T) . L'équation équivaut donc

a cos(a:—%):%:gosg.mnsi, $—%:;—T+2kﬂou a:—g:—%-i-ﬁkﬁr.

Les solutions sont I — %—i— 2km et £ = %kw,avec k € F.

4. Grace ala duplication, sin2x —cosT = 25N £ COSL —COST = COS T {Zsin T — 1} )

Un produit est nul si et seulement si I'un des facteurs est nul. D'abord, cosx = [ donne % et

3 : . 1 il omw . groar B 3o
5 Ensuite, sin & = 5 donne g et 5 . L'ensemble des solutions est {6’ 75

Point de méthode : ne divisez jamais par <08 & ; factorisez, sinon vous perdez les solutions ou
cosx = 0.

Corrigé de I'exercice 7 : Inéquations trigonométriques au cercle




1. L'équation cos & = 1

5 a pour solutions + 3 dans ]—m, ] . Le point M(x) doit se
trouver a droite de la droite 1 = % , sur l'arc qui contient I . L'ensemble des solutions est
53]
373
2. Dans [0,27[ ,ona ginx = _§ pour ¢ = 43—ﬂ et ¢ = %‘T.Le point M(x) doit étre
strictement sous la droite horizontale y = _g, comme le montre la figure plus bas. L'ensemble
des solutions est }%—W: %"T[
3.

L'inéquation équivaut a gin? ¢ < 1

B2

, C'est-a-dire |sin x| < % .Le point M (x) doit rester
entre les deux droites horizontales Yy = 4+ % . On obtient deux arcs : I'un autour de 1, I'autre

autour du point d'abscisse curviligne . L'ensemble des solutions est
o.g] 0[P %] u [ Foan]

' 4

4'4

Z’ 2

question 3

0
C
™
wn
T
@]
3
N
0,
3
>
A
|
-
|
H
IS = 4

Dlsinx| < ®

L&)

4. Onpose ¥ = 2x.Quand « décrit |—m ], Y décrit |—2m 27].0Or cosy }% si et
seulementsi Yy € ]—% + 2k, % + Eﬁwr[ pour un entier k. On intersecte avec |—2r, 2]

:pour j = —1,onobtient ]—2?]’, —%'T[ spour g =10, ]—%1 %[ spour g =1,
5

}Tﬂ: Eﬂ] Le point ¥ = 27 convient, car cos 27 = 1 .0ndivise enfin par 2. L'ensemble
des solutions est ]—W, —S—TT[ U ] &

[oleEu e
5. La fonction tangente est strictement croissante sur ]—

!%[,et ta,nfi—r = 1.Donc
tanr>1 & > T‘i—r sur cet intervalle. L'ensemble des solutions est ]E—T! %[ .

SIE
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Point de méthode : aprés un changement de variable ¥ = 2z, l'intervalle d'étude double de longueur
; il faut donc chercher plusieurs arcs.

Corrigé de I'exercice 8 : Transformation de a cos x + b sin x

2
1. Comme (a,b) (0,0),0ona r>0.Le couple (%: ,%) vérifie (%)2 4 (?ﬁﬂ) _ 1 :C'estun
point du cercle trigonométrique. Il existe donc % tel que cos g = ?—; et sin w=r- Alors, par
la formule d'addition, rcos(z — @) = rcos & cos @ + rsin £ sin @ . Ainsi,

acos & + bsin £ = rcos(z — @) pour tout réel .

/3,

2. lci @ 1, =3 et r = 2.0ncherche ¥ tel que cosgﬂ:% et gin@: 5

w = % convient. Donc cosx + V3sinz = 2-::05(:1: - %) L'équation devient
T

-:os( —%):?,soit a:—%-r: :I:T_i—r—i—ﬁﬁwr.Lessolutionssont g;:'i—g_pg;wr et
a::%—I—Zﬁwr,avec ked.

3.1 r =9 +16 = 5.Soit ¥ tel que cos@ = % et sing = %.Alors
flz) = Bcos(z — ). Comme le cosinus prend toutes les valeursde [—1,1], f prend toutes
les valeurs de [—5, 5] . Le maximum vaut §5, atteint aux points ¢ + 2k 3 le minimum
vaut —5, atteint aux points ¢ + T + 2k .

4, Ici ¢ =3, b= —1et r = 2.0ncherche ¥ avec COS(P:% et sin(p:—%,

soit g = —% . L'inéquation s'écrit 21:05(:1: + %) > 1, soit cos(:r: + %) > % .Quand =

décrit ]—mw], u = z + % décrit }_%}r: %’T . Sur cet intervalle, cos u }% équivaut a
u € ]—%! %[ . L'ensemble des solutions est —%! %—T[ . Vérification:en & = 0, on a bien
V3iz1.

Corrigé de I'exercice 9 : Linéarisation de produits

1. On écrit les formules d'addition :

cos(a +b) = cosacosb —sinasinb, cos(a —b) =cosacosb+sinasinb.



En les additionnant, puis en les soustrayant, on obtient les deux premieres formules. De méme, on
additionne sin{a + ) = sinacosb +cosasind et
sinf@ —b) = sina cosb — cos a sin b . Donc

cosacosh = l[cos{a +b) +cos{e —b)], sinasind = %[-:os(a —b) —cos(a + b)] et
sinacosh = E[sin{a + b) + sinfa — b)] -

2. On applique ces formules :
° cos3d3rcosT = %{cos 4 + cos 2z) ;
° gin2zrsinbr = %{cos{—B:ﬂ} — cos Tx) = %(cos 3x —cos Tx) ;

o cosxsindr = sindzrcosr = %{sin 5¢ +sin3z).

Ce sont les trois linéarisations demandées.

l4+cosdr cosxr | coslrcosr or

3. D'abord, cosd3 x = cosx - 7 =5 + 5
Cos2xr cosx = %{cos 3z +cosz).Donc cosdx = CDES SR BJ:_;_ €82 Z  Ensuite,
- 0 _ 1—cogirx _ cosx COE3T tcosT Ainsi
Sin® £ cos & = CoOs T = 5 — Z . Ainsi,
9 3coE & + cos 37 - 0 _ cogT —cosdT
cos® T = a et sin“rcosr = Z .

4. Grace a la question 3 :

/2

T = f 3cosxicos3$ de = 3514113: +5151233: ;/2 _ % _% _ %
0
De méme, avec la question 2 :
P . . [
J = %/ (cos 3z — cos 7Tz) do = %[5111331: — 5111771:]0 = 0.
0

Donc I:%et J =10.

Point de méthode : linéariser, c'est remplacer des produits et des puissances par des sommes de
cos(kz) etde sin{kz), donton connait les primitives.
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Corrigé de I'exercice 10 : Transformation de sommes en
produits

1. Soient P et 4 deux réels. On pose g—p—;g et b_p;q desorteque a+b = p

et a—5b = g.Laformule cosacosbh = ]j[cgs{g; + b:] + COS{G — b:l] donne
cos p+cosqg = 2cosa cosb. Ensuite, sinasind = %[cos{a — b) — cos{a + b)] donne

cosg —cosp = 2sinasinb.Enfin, sinacosh = %[sin{a + &) + sin{a — b)] donne

sin p + sing = 2sin a cos b . Donc Cgsp+co5qzﬁcospg_gcgspgg,
PHe. P—q 4 e PTQ P—Q
cosp—cosg = —2sin~ 5 sin~5— et sinp +sing = 2sin~5cosT 5

2.0na cosdzx + cosx = Zcos 2z cos o . L'équation équivautdonca cos 2z = 0 ou
cosz = 0 .D'une part, 2z = % + ko donne 1 = g + %‘T . D'autre part,
a::%—kk?r.Lessolutionssont g_i_}%r et E—T—Fkﬂ,avec ked.

3. On regroupe les termes extrémes : sin 3z + sin £ = 2sin 2z cos x . L'équation devient
kﬂ'

sin 2z (2cosx +1) = 0.D'abord, sin 2z = 0 équivauta © = 5. Enswte
cosT = —% équivauta = = =+ %’T -+ 2k . Les solutions sont k; et :I: -|- 2k,
avec i < .
4. Ona cosz —cosbr = —2sin 3z sin(—22) = 2sin 3z sin 2z . Donc
cos £ = cos bz équivautad sin 3x = O ou gin 2z = 0.Dans [0, ], la premiére

condition donne (I, % %’T
2ar

cost —cos 5t = 23in 31 s5in 21, et I'ensemble des solutions est {D, %: ;—T! 3 ﬂ'} .

m . .
7 ; la seconde donne 17, 7. . Ainsi,

Corrigé de I'exercice 11 : Superposition de deux signaux et

battements

1. On applique cos p+cosg = jgggp -EI_ ggogp 2_ g avec p = 21t et g =19% .Ona

PT"'Q — 907 et % — t.Donc s(t) = 2cos t cos(20t).

2. Ona s{t) = O sietseulementsi cost = 0 ou cos(20¢) = 0.Dans [0, ],



cost = [ donne t = % . Ensuite, cos{ﬁﬂt) = 0 équivauta t = % + E—g ,etla

condition 0 < £ < 1 impose 0 < k& < 19.Celadonne 20 valeurs. Or % n'en fait pas

. i k_‘ﬂ— _ E . _ 7
partie, car 75 + 55 = o donnerait 2k +1 = 20.llyadonc 21 zérosdans [0, ].

3. Comme |cos{20t)| £ 1,ona |s(t)| = 2|cos ¢| |cos(20%)| £ 2|cos #|. L'égalité a lieu si et
ki

seulementsi cost = 0 ou |cos(20t)| = 1, clesta-dire t =75 +km ou t = 5g - Le
signal oscille donc rapidement entre deux enveloppes =+ 2|cos t|, qu'il touche aux
instants g—g Comme le montre la figure ci-dessous, I'amplitude s'annule en % et %‘T .
|
—— s(t) = 2cos tcos(20t) = enveloppes =2|cost| @® extinctions du signal
2 .
1 .
0 f d
—1-
—2
T _f:[ T 3I T
0 > n 3 2n
temps t

4. Avec p=2m fit et g =27 5T, onobtient
cos(2m £ t) + cos(@2m fot) = 2c0s(880m £)cos(dm £) . Le son a donc la fréquence
moyenne 440 Hz, et son enveloppe 2|cos(dm t)| s'annule quand 4w t = 7 + k7, soit

i = % + % . Ces instants sont espacés de % de seconde. L'intensité s'annule 4 fois par
seconde, c'est-a-dire fl — fg fois.

Point de méthode : la fréquence des battements est la différence des fréquences ; c'est ainsi qu'un
musicien accorde deux instruments a l'oreille.

Corrigé de I'exercice 12 : Fonction tangente et formule
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d'addition

ke, r=5
1. Ona D = [R\l + ,car cosx = [ équivauta 2 Cet ensemble est
F@ i L]
symétrique par rapporta 0 etstable par £ — x 4 4. D'abord,
tan{—z) = .;glsnf = —tan x - Ensuite, tELI'lI::I? + ) = _iifgi = tan ¢ . Enfin, la
2
dérivée d'un quotient donne tzn/ ©r — cos? ‘; 072 )4 tangente est impaire, -
COB= T
- R .
périodique, et tan' r = coslz — 14+ tant x.

_Enacosb+cosasinb
2. Ona ta,n{a—I—b:l T cosacos b —ein asin b

Comme a,b € D, leproduit cosa cosb n'estpasnul; on divise donc numérateur et
fana+ tanb
l—tanatanbd

, avec un dénominateur cos{@ + &) non nul.

, le dénominateur

dénominateur par ce produit. On obtient ta,n{r;; + b} =

étant non nul car égal a cos(a +b) .
cosacosh
3. Par la formule de soustraction, tan ir = tan(s — & ”@ On multiplie par la quantité
' ) ' 12 — 3 4 1+ J‘
conjuguée : (’r — P _ _23"@ — 9 _ /3 - De méme,
1+ % 2
5 Ty Jﬁ_v@-i-l_("@‘FU_
tan Tr = 2—V3 et tan ?g = 2 4 /3. 0n note que leur produit vaut 1, ce qui est normal
- 5_ _r_m
puisque T3 = 5 — {5
4, Avec g = h = x ,pour T et 2x dans I},ona tanZz = E'”Ga'—n“g.Posons
1—tan<x
it = tan TB—T , qui est strictement positif car TB—T £ ]D, %[ . Comme tang = 1, on obtient

1 = littﬂ ,donc 2 4+ 2% —1 = 0.Lesracinessont —] &+ 3 ,etseule —1 -+ V2 est

positive. Ainsi, ta,n% =V2-1.

5.0na ¢ =@ —{a+b).Comme ¢ € D,leréel a+b = m—c appartientaussia .
Par conséquent, tanc = ta,n{ﬂ' - I:GLL + b:]:] = —ta,n(.:; + b:] = _ltinti:at:;nbb .On
multiplie par 1 — tan @ %tan &, qui est non nul :

tanc —tanatanbtanc = —tana — tan b . Donc
tana +tanb 4+ tanc = tanatanbtanc.




conséquences

1. Lafonction g estdérivable sur R4 ,avec g/{z) = 1 —cosx > 0. Elle est donc croissante
sur R4 .Comme g{0) = 0,ona g{x) > 0 pourtout x > 0.Ainsi, sinx < z pour

tout © = 0,
2. Soit £ > 0.Si sinx > 0,alors [sinz| =sinz < x .Sinon, sin z < 0, ce qui impose
x >, donc |sin :r:| < 1< <z Enfin,si x <0, onapplique ce qui précédea —= :
|sin | = [sin(—z)| € —z = |z|. Donc |sin £| < |z| pour tout réel =.

3. Parduplication, 1 —cozx = Esin2 % . Ce nombre est positif, et la question 2 donne

7 ) 2
gind Z 5 < % .Par conséquent, 0 <1 —-cosz < %

sing Eb .Comme |cos| €1

4. D'apres les formules somme-produit, sin a — sin b 2

, on obtient |s1n a — sin b| < 2|51n 5 | < 2- 2 . De méme,
— b

cosa —cosbh = —2sin> ain% , et la méme majoration s'applique. Ainsi,

|sina —sind| < |a —b| et |cosa —cosd| < |a —b|.

5. Soit @ unréel. Pourtoutréel =,ona [sinz —sina| < |r —al.Quand = tendvers @, le
majorant tend vers (. D'apres le théoreme des gendarmes, sin x tend vers sin a.LlLe méme
argument vaut pour le cosinus. Les fonctions 3zin et cCo3 sont donc continues en tout
pointde [.

Point de méthode : une inégalité du type |f{z) — f(a)| < |& — a| donne la continuité de f sans
aucun calcul de limite.

Corrigé de I'exercice 14 : Etude de la fonction x » sin x (1 + cos

x)

1. Les fonctions sin et cos sont 24 -périodiques, donc f aussi. De plus,
f(—z) = —sinz (14 cosz) = —f(x) : f estimpaire. Par périodicité, il suffit d'étudier
f sur [—ﬂ', ﬂ'] . Ensuite, par imparité, I'étude sur [D, ﬂ'] suffit : on compléete par symétrie par
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rapport a l'origine, puis par translation. On étudie f sur [D, ﬂ'] .

2:5'=Cosx+cosg:c—(1—cosgsr)=2c052x+cosx—1A

2. Lafonction [ est dérivable sur R . Par la formule du produit :
f"(x) =cos e (1 +cose)—sin

or (2¢—-Dc+1) =2c2+2c—c—1=2¢2+c¢—1.Donc

() = (2cos £ — ) (cos = +1).
3.Sur [0,7],0ona cosz 41> 0,avecégalité seulementen 7. Ensuite, Zcosx —1>>0
il

[D, 7 | et décroissante sur | 37 *rr].On calcule f(0) = 0,
/3 Ez%ﬁet flm) =0 Enfin, F/(0) =1x2=2et
% en %

sur [D, %[ et 2cosx —1<0sur ];—T! ar|, car le cosinus décroit sur [0, r] . Ainsi, [ est
; la tangente est

croissante sur

kil
(5)=%"3
') = (=3)x 0 = 0. Le maximum sur [0, | vaut

Yy = 2z en 0, et horizontale en .

4. On complete la courbe par symétrie par rapport a I'origine, puis par translations de 24r . La figure
ci-dessous représente  f sur [—2, 2] avec ses points remarquables. Sur R, le maximum

V3 et son minimum vaut _%E .

3
de f vaut ry
— f(X) =sinXx (1 + cos x)

2.0 -
151 (2,22
1.0 1
0.5 -
0.0
tangente
pente 2 horizontal
—0.51
—1.0
—1.5 1
—n -1 0 I m 2n

=2n

5. Pour z € ]0,7[,ona sinz >0 .Llesegment [PP’'] estvertical, de longueur 2sin z .

La hauteur issue de 4 estladistance de A a la droite d'équation X = cos x, soit
cog x + 1. L'aire vaut donc 5 X 28in £ ¥ {1 + cos ;p} = f{gp} . D'aprés la question 3, elle
T Alors p(%:%), ppl — J3et AP — %+% — 3. Le

=3

est maximale pour



triangle d'aire maximale est équilatéral, de coté .3 et d'aire

tNES
3l

Corrigé de I'exercice 15 : Substitution t = tan(x/2)

1
z

T kil
1% z n ) _
,ona ,donc cos 0 et t estdéfini. Deplus, 1+ 4 =
![gﬂ-] ![ﬂ.] 2 ?é : piu cosd 5
z z

o - .oz T
. Par duplication, cosz = cosg? 5 —sin‘y = cosa 5 (1- 2) et

: _ aain £ T _ & & 1 .
sin £ = 2sin ncosy = 2tcos n - On remplace cos<5 par 12 et on obtient
_ 1= et sinx = 2t
COS$—1+i_g _1+t2'
T =T i
2. D'abord, pour [2] ,ona cosz +2smnx = —1 ?é 2 : ces réels ne sont pas solutions.
]

Pour les autres, on pose & = tan % et on multiplie par 1 + t4

1—t244t=242t2 < 3t2-4t+1=0« (t—-1)(38t—-1) = 0.

Si + =1, alors %:%—}kﬂ,soit a::%—r—kﬁﬁwr.Si t:%,soit & |'unique réel de
¥

% ;alors © = 2a + 2k . Vérification : pour ¢ = %
cosT = g et sinx = E'Et %4-% — 2 . Les solutions sont E—T—I—Eﬁcﬂ et
2o + 2kw,avec k€ £ .

]—%! E—T[ tel que tan

w |l

0 .
3. Soit j:fi_ . Alors Sln,ﬂ.f?é 0 et :Efi_ﬂ ,donc t = tan% est défini et non nul. On
] 2
calcule :
1412 -1 4 ¢2
l—cosxz 1+ t2 _Qtz_t
sin.xt _ 2t - 2t — "
1+ t2
Ainsi, liﬂ — tan =.
EIN T 2

TET
4, Pourtoutréel =, 2+ cosx > 1>0,donc 9 estdéfiniesur [.Pour % ,ona

2]

242241 —¢2 34t Ot -
2+cosx = T : = 15"t2 , donc Qg{a:} = 37 72 - Posons h(t) = Py
A3+ t4) — 4t 23—t
sur R.Alors A'(z) = ( ("3_+12)2 — (3(+t2)2).Ainsi, h décroit sur |—oo, —V3],
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croit sur [—u‘?, u@] , puis décroit, avec des limites nulles en <o . Son maximum vaut
h(ﬂj = %ﬁ = g,et son minimum _g . Par continuité, }k prend toutes les valeurs de

24

.Deplus, t = tany décrittout R, et g{m) = O est déja dans cet intervalle.

L'ensemble des valeurs de g est |:—§:l E] , le maximum étant atteinten 1 —= 2 . On

2 3
vérifie : g(%“r) — % = ? .

r=m
Point de méthode : la substitution % = tan = oublie toujours les réels ; testez-les a part.
2 [27]
1

Corrigé de I'exercice 16 : Sommes trigonométriques par
télescopage

1. On utilise 2sin asinb = cos(a — b) — cos(a +b) avec @ = kx et b = % . On obtient
2singsin(kz) = cos((k: — %):ﬂ) — cos((k + %)iﬁ)

2. Onsomme pour fk allantde 1 a 7. Lasomme est télescopique :

i
2sing &, = ;;JCOS((k — %)a:’) — Cos((k + %)x’)] = cos% — Cos((n + %)55-)
i . Ptg. p— 1
Ensuite, s p—Cosg = —ESIHP ; gElHP : g avec P+ g _ li-n_ + :LI' ot
£ 3 . (n+ D, _
£ 7 1 —ﬂg—‘ﬂ:. Donc cos% — cos((n + %)a:) = Esm&rl 7 hsm%. Enfin, sm% ?é 0 car
xr 0 _nr - (n + 1)x
% AinSi, S _ Bl 7 ElN —2

sin%
3. On utilise cette fois 2cos asinb = sinfa +b) —sina — &) ,avec g = kx et b = =
On obtient Esin%cos{k:ﬂ} = sin((ﬁc; + ]E'):E‘) — sin((ﬁc; — %)Iﬁ) . Par télescopage,
) . i . , ) . +4q. —
2511‘1% Cﬂ = sm((n —|— E)ﬂﬁ) - Sln%. Enﬁn, sin p —sing — ECOSP 7 gglnp 7 g donne

. (m+ 1)r
n+ 1z ., sinZEcos—s——
Ecos( 5 ) sm% .Donc & — 2 2

Ly
Sll'li

4. Les deux sinus du numérateur de 5, sont majorés par 1 en valeur absolue. Par conséquent,



1 .
|5, < jsing] POUr tout 7 > 1 :les sommes partielles restent bornées, alors que sin{kx)

ne tend pas vers (.

5 Pour m > 2,onprend £ = = € 10, r[ . quin'est pas congrua 0 modulo 2 . Alors

nT T +1 ) +1 .
Tﬂ: 7 et (n - 3:1: _ %+ Eﬁ'r_n _Donc smw — u:os;r—n . On obtient
.k CO8q, . . 4
sm% = = £ . Vérification pour n = 2 : sma—r +sinm =1, et C—?S(W’f ) =1.
};E::1 sina- sinfr /4)

Corrigé de I'exercice 17 : Un produit de cosinus et sa limite

1. Pour n = 1, la duplication donne Zsin%cos% = sin £ : la propriété est vraie. Supposons-la

. _ I
vraieaurang 7..Comme FPp41 = Py '5052”__,_1 ,ona:

2”+lsin2n$+1 Pni1=2"P, (25111#(:05#) =2"pP, sing%1 = sin z.

mn - .
Par récurrence, 2 sinim Fp = 51T pourtout n > 1.

En
. £ln T
2. 0na U ii;—n < %,donc Sln;—n"}“«‘-ﬂ .Ainsi, Fn = EﬂSil'lz%.

. .
3. Onpose Up = om, quitend vers 0. Alors Eﬂsin;—n — - %,qui tend vers . Par

conséquent, P, tend vers %

4, Pour y € [0,7],0na % € [D, %],donc cos% > 0. De plus, COSE% _ H% Dol

cosg — JH%.Avec r = % les facteurs de Py, sont ¢ = COSE%H .Ona
V2 1+ Ch . oy, NVEs ad), . L
= = et — . Si = — ,alors — ¥ % Onobtient ainsi
‘172 1=V 3 “k T 2 Ck+1 7= 7 2
E‘? , V2 '2|' V2 ‘h + V3 + V3 , et ainsi de suite. D'apres la question 3, leur produit tend
sinfr /2) 9
vers ﬂ_fg =T

Point de méthode : un produit de cosinus d'angles divisés par 2 se simplifie en multipliant par le sinus
du plus petit angle, puis en appliquant la duplication en cascade.
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Corrigé de I'exercice 18 : Inégalité de Jordan

1. La fonction h est dérivable, avec h’{;p} = C0ST — TSN T —COST = —xsin ©.Sur
][]J %] ,ona £ >0et sinz>0,donc h’{g:} < 0. Ainsi, h est strictement décroissante

TCOEXT — N T
=3

sur [D, E] .Comme A{0) =0,ona h(z)<0 pourtout = € ]D, %]
h(z)
< (0.Donc &
.\I'E

2:1:.

2. Lafonction & est dérivable sur ]D, %],avec g'(z) =
2
, soit gl T :_“P T

_ 1 _
=75 =

est strictement décroissante sur ]D, %] .

3. Pour x € ]D, a—r] la décroissance donne  g{z) > g(%)
Ensuite, sin x < x d'aprés I'exercice 13. Enfin, pour & = 0, tout vaut 0. Ainsi,
% < siny < p Sur [D, %] . Graphiquement, la courbe du sinus reste au-dessus de sa corde

2
entre (0,0) et (%! l) , et sous sa tangente en (1, comme le montre la figure.

|
1.6 ——- y=x
— Y =5inX ol
141 ==- cordey =% /’,
,/
”
1.2 - ,/1’
2 (5]
1.0 - ,,’ pr-
/, /”
0.8 1 ,,’ _-7
4 -
/,f ”J
0.6- ,, I”
P P
0.4 -7
0.2 ’,a”
0.0
n n
0 2 2
4, Soit x £ [D, E—T] . Alors %— z € |0, E—T] , et la question 3 s'applique :
2
5 Eﬁ(g—ff‘)-DO“C cos:ﬂgl—z’%-

Cog I = 5111(2 - )



5. Pour n > 2,0ona 5 € ]D, 2] La question 3 donne  ginl > %

Al

.Ainsi, ginI > %

pourtout n > 2,

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme : cos(2mn/5) et le pentagone
régulier

1. Ona EKf = 9qr,donc 38 = 99 — 28 .Par 24r -périodicité et parité du cosinus,
cos 30 = cos(—28) = cos 28 Ainsi, cos38 = cos 26.

2. D'aprés I'exercice 3, cos38 = 4¢3 — 3¢ et cos 28 = 2¢c2 — 1. L'égalité précédente donne
4¢3 —3¢c = 2¢2 —1.Donc ¢ estracinede 4X3% _92X2_3X +1.

3. Leréel 1 estracine,car 4 —2—3+1=0.0ncherche (X —1)4X2+ 8 X +).En
développant, on obtient 4X3 4 (8 —4)X2 + (y — )X — - . Par identification, ¥ = —1
et 8 = 2, etle coefficientde X vautbien —1 —2 = —3.Donc

4X3 -2X2 3X +1=(X-DExXx?2+2X -1,

g=0
4. Comme 7% ,ona ¢ ?é 1.Donc 4¢2 +2¢ —1 = 0. Le discriminant vaut

2]
4 416 = 20, et les racines sont _E:IB:EE = _li:‘@ .or 8¢ ] 2[ donc ¢=>0.
Seule la racine _ITHE est positive. Par conséquent, .:OS%’T = % ~ 0,309 -
5. Par duplication, (;0525 = 250525 —1.Donc -:0535 (1 _|_~f_4 1) _ B-Eu@ or
(ﬁ) . & + 2VE . B—I—J—,et cosg}[]. Enfin, cos% = COS(’H’ —%—T) = —cos%.
4 - 1 _— B
Ainsi, COE% = lzﬁ et - 545—ﬂ- — ]'_!_TJE.

6. Les abscissessont 1, cosf, cos28, cos3f et cosdd.Or
cos 48 = cos{ﬁﬂ —0) = cosf et cos3 = cos 20 = cos=X.La somme vaut donc

5
u"_ 1+J_ vBE—1—1—E

14+2- — 2. — =14 5 — (). La somme des abscisses des

sommets est bien nuIIe

7. Ona AgA%: {1—c}2—|—sin25’: 1—2¢c +¢2 +5in%8 = 2 — 2¢ . Donc
ADA%:E_E—l_S—Jﬁ

=3
Agay = /252 ~ 1,176

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.

. Le coté du pentagone vaut



https://mathovore.fr

Point de méthode : pour calculer g2, on cherche une relation cos(pé) = cos(gf) avec
P + g = n, puis on la transforme en équation polynomiale en cogd .

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : les polynomes de
Tchebychev

| + -
1. On applique cos p +cosg = 9cost 7 ? cost 7 3 avec p=(n+Dz et
q:{n—l}:ﬂ.Ona P;g:n;pet %:;E.Donc

cos((n + L)z) + cos{(n — 1)z) = 2cos zcos(nz).

2. On raisonne par récurrence double. Pour n = 0, cosl =1= Tg{cos ;t‘;:l Pour n =1,
COsT = Tl{cos 1:). Supposons la propriété vraie auxrangs n —1 et 7n,avec n > 1 .la
question 1 donne cos({(n 4+ L)) = 2cos z T (cos ) — T, _1(cos z). Le second membre
vaut T'p41(cos x), par définition de T'p+1. Ainsi, cos(nz) = T, (cos =) pour tout
n = 0 ettoutréel =.

3. Oncalcule T =2X - -X —1= 2X2 _ 1, puis
T3 = 2X(2X2%-1)— X = 4X3 - 3X . Ensuite,
Tqg = 2X@X3-3X)-(2X?2-1)=8X%-8X2+1.ponc Ty =2X2-1,
Ty =4X3-3X et Ty =8X%*_8X241 ;onretrouve cos2z = 2cos z —1
et cngdr = 4.:@53 r — 3cog ¢ de l'exercice 3.

4. Notons ., :« T, estdedegré n etde coefficient dominant 9n—1 ». F{ estvraie, car
T{ = X et 90 — 1.Supposons H,, vraiepourun n = 1 .Lepolyndbme 2X T, estde
degré n -+ 1, de coefficient dominant 9 .97—1 — 5™ Enoutre, 7', _1 estde degré
n—1l<n+1:cest Hy_1si n>2,et Tpg=1si n =1.Lasoustractionne
modifie donc pas le terme dominant. Par récurrence, 1, est de degré 7 et de coefficient
dominant 97n—1 pourtout n > 1.

aT

5. Pour = € [0, 7], cos(nx) =0 équivauta nz = 5 + k7, soit 5 = 2k + D |

kE— 2n
condition O = £ < 7 donne 0 < k < n —1.Posons Yg = CO5 Lp Comme le cosinus
est strictement décroissant sur [D, *rr] ,les n réels YL sont distincts et appartiennent a
]-1,1[ . De plus, Tﬂ(yk:‘ = cos(nzy) = 0. Enfin, un polynéme non nul de degré 7 a au
(2E + L)
in
0 <k < n—1;iln'yenapas d'autre. La figure ci-dessous montre T'5, T3, T4 et

les racines de 1’4 .

a

plus 7 racines. Les racines de '), sont exactementles 7 réels g , pour



|
— T,=2X2-1 —_— Ty=8X%-8X%2+1
1.5 — T3=4X3-3X @ racines cos ZKEAn

1,0 e

0.5

0.0

—0.5 -

—1.0 A

~1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

6. Pour n = 4,leplusgranddes Yg est y, = cos%.On résout 8y* —8y2+1=10en
posant ¥ = y2 : 8¥2_8Y +1 = 0, donc ngi,fﬁzgiﬁ

}!i 4
racine positive est donc a'g‘l_'i—“@ . On retrouve cos% — 2 E‘j'_ V2 .

. La plus grande

Point de méthode : pour étudier un polyndbme en Cos &, passez par la variable * & [EI, ?r] e
cosinus y est une bijection vers [—1,1] .

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : trigonométrie, cours de maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur trigpnométrie
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