Optional

Trigonométrie

Exercice 1:

Résoudre dans [x] les équations suivantes.

1 _ V3,
+ COST=Th
_ [ _m

S={-3z)

> e Y3,

CSINT =T
T Bar

s={-5-¢

Exercice 2 :

Dans cet exercice, on donne :

COS(%) = l—i_TJE

Calculer la valeur exacte de cos(%r) puis de cos(%ﬁ).

cos2 X —cosd X -1
donc

Cos %’T = COSE%—].

cos%:{%g}g—l
2 1+2V/E+E 1
O =T 18

o 142vB+5—16
08 E = 16
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2 _ 2510

05 5 = 15
2 _ V5—5
55 T8

S
@
Wl
I

B2

Salbe

Indication : pour cos %’T , utiliser la formule d'addition cos(z+y) avec x =

Exercice 3 :

Dans cet exercice, on dispose de la donnée suivante : tr:m{%} =2-V3.

1. Soit T € ]D;E—T[ . Démontrer que mn{%—:ﬁ) = ta}rur.
; I:E— }_ Ein(%_$) _cosxr _ _1
iy L= cas(a—r—:r) ~swmg tans

2. En déduire que :
tan(35) = 24V3.

Utiliser I'égalité du 1. en prenant £ = %

w1
tan(y712) = fenfs
6 1
Sy 1
tan(Ts = fan®

et en utilisant la donnée de I'énoncé :

By _ 1
tan(is =07

Multiplions par la quantité conjuguée et utilisons I'identité remarquable {a—b} {a—i—b} —a2-h2,

Sary 243
1277 (2—V3)(2+V3)

tan(



mn{S—ﬂ} —_2tV3

12 nd_ I:».-'{_:IQ
tan{ :I = _J_
_ M
12 -

Conclusion : mn{ } 2443,
Exercice 4 :

Résoudre dans [x] I’équation : sin(2x) = cos(x).

2SINTCOST = COST
2sinrcosr—cosr =10

cosz(2stnz—1)=10
C'est une équation produit.

Un produit de facteurs est nul si et seulement si I'un des facteurs, au moins, est nul.

cosr=0o0u 2sinr—1=0

: 1
cosr=0o0u sinr= 5
_J mwwomw
S=1"213%616
Exercice 5 :

Résoudre dans[x]| les équations suivantes :
Indication : faire des changements de variable et utiliser les formules trigonométriques.

Pour la 1, poser X=cosx.
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1.2cosr—Tcos2z+2cosz+3 =0.
2.251n3$+c053$55€n$—3 =10.

Exercice 6 :

Résoudre dans [ I'équation :
Esinga:—l’?singa:—k?ﬂﬂa:—% =0.

Posons X = sinz

Nous sommes amenés a résoudre :
2X317TX247X+4+8=0

Une racine évidente est X = 1.
X3 17TX24TX 48 =(X-DaX24+bX +c)

a=2

-c=8 donc c= -8

c-b=7 donc -8-b=7 ainsi b=-8-7=-15

Donc
2X3ITX 247X 48 =(X-1)(2X2-15X-8)

Calculons la valeur du discriminant :
A=(-15)+4x2x 8=

Le discriminant est positif, il existe deux racines réelles distinctes.

donc
2X 317 X247XK+8 = (X 1) (X—8) (z+5)
donc nous obtenons :

. . . 1
sanr=-1ousinr==8ou sinr= —5



or —1<sinzr<l
donc soit
. . 1
sinr =-1ou sinr = -3

Conclusion :
T = —%—I—Zﬁwr ou L= —%—T—I—Zkﬂ ou T = —%’T—I—Zkﬂ

Exercice 7 :

1. On peut déterminer les mesures des angles demandés en utilisant les propriétés des triangles
rectangles et de I'angle au centre dans un cercle.

Tout d'abord, le triangle ABC est équilatéral, donc chacun de ses angles mesure 60 degrés.

Dans le triangle BCI, on a un angle droit en | et deux c6tés de méme longueur (Bl = Cl car le triangle est
isocele en B), donc c'est un triangle rectangle isocele, ce qui implique que I'angle ’ﬁ};\j' mesure 45
degrés.

De méme, dans le triangle ACJ, on a un angle droit en ] et deux cétés de méme longueur (A] = CJ car le
triangle est isocele en J), donc c'est un triangle rectangle isocele, ce qui implique que I'angle ﬁ
mesure 45 degrés.

Pour déterminer l'angle ﬁ , on peut observer que ce triangle est isocele en | car Al = IB. On peut
également remarquer que ce triangle est inscrit dans le cercle de centre O passant par A, B et I. L'angle
%5Cangle AIB mesure donc la moitié de I'angle au centre qui intercepte I'arc AB. Cet arc mesure 60 degrés
(car ABC est équilatéral), donc I'angle m mesure 30 degrés.

Enfin, pour déterminer I'angle ’]@ , on peut utiliser la propriété de I'angle inscrit dans un cercle :
I'angle @ mesure la moitié de I'arc BC du cercle circonscrit au triangle ABC. Comme ABC est
équilatéral, I'arc BC mesure 60 degrés, donc l'angle @ mesure 30 degrés.

De méme, I'angle @’Ej mesure la moitié de I'arc Bl du cercle circonscrit au triangle BCI. Cet arc mesure
90 degrés (car le triangle est rectangle en 1), donc I'angle ’5;9\1' mesure 45 degrés.

Ainsi, on a:
« BAZ =60degrés
. EE-T = 45 degrés
. ’A’E} = 45 degrés
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. m = 30 degrés
. @ = 30 degrés
. @ = 45 degrés

2. On doit montrer que les points A, | et ] sont alignés.

Pour cela, on peut utiliser le fait que dans un triangle rectangle, le milieu de I'nypoténuse est également le
centre du cercle circonscrit et donc que la droite passant par le milieu de I'hypoténuse et I'angle droit est
un diametre de ce cercle.

Dans le triangle ACJ, on a un angle droit en ] et les cotés A et CJ sont de méme longueur. Par conséquent,
le point milieu M de [AC] est également le centre du cercle circonscrit au triangle ACJ. De plus, la droite
(JM) est un diametre de ce cercle.

Dans le triangle BCI, on a un angle droit en | et les c6tés Bl et Cl sont de méme longueur. Par conséquent,
le point milieu N de [BC] est également le centre du cercle circonscrit au triangle BCI. De plus, la droite

(IN) est un diameétre de ce cercle.

Comme ces deux cercles ont le méme diametre (car les c6tés Bl et CJ sont de méme longueur), les droites
(JM) et (IN) se coupent en leur milieu K, qui est également le centre de ces cercles.

Mais ce point K est également le milieu de [A]] et de [CI]. Par conséquent, les points A, | et | sont alignés
sur la droite (AK), qui est la droite passant par les milieux de [A]] et [CI].

Exercice 8 :



Exercice 9 :

On peut utiliser les propriétés du cercle trigonométrique pour déterminer les mesures principales des
angles donnés :

1. Pour l'angle @& = % il y a deux facons de trouver une mesure principale :
- On peut diviser I'angle par Z+r pour obtenir g = %—? a4 0.

Comme 0 T est une mesure principale, on peut donc dire que @ a pour mesure principale 52—? T -

- On peut soustraire Z4r (ou un multiple de 24 ) de I'angle jusqu'a ce que I'angle obtenu soit entre 0
inclus et 2 7T exclus.

Onaalors o/ = @ — 287w = %?r , qui est une mesure principale.

Donc, @ a également pour mesure principale 52—? T -
2. Pourl'angle 5 = —QITTT , on peut ajouter 2 7 (ou un multiple de 2 ) a I'angle jusqu'a ce que I'angle

obtenu soit entre - T inclus et T exclus.
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On a alors ,8’} = ;3 + 30m = %ﬂ- , qui est une mesure principale. Donc, ,3 a pour mesure principale
59
g

3. Pour l'angle -y = 70, on peut ajouter un multiple de 360 degrés (ou un multiple de 2 77 ) & I'angle
jusqu'a ce que I'angle obtenu soit entre 0 inclus et 360 degrés exclus (ou entre 0 inclus et 2 7 exclus).

Comme 70 est déja une mesure entre 0 et 360 degrés, I'angle “¥ a pour mesure principale 70 degrés (ou
Im)
18"

Exercice 10 :
ABC est un triangle avec BC =4, B = %;@ = %—T :

(B4

1. Démontrer que  gin 4 I

2. Calculer les valeurs exactes de AB et AC .
Indications :

Utiliser les formules d'Al-Kashi et le théoréme de Pythagore généralisé.

Exercice 11 :

Démontrer que la représentation graphique de la fonction f définie sur [ par:
flz)=cos2x)+sinz—1

est située entre les droites d'équationy =-3 ety =1.

Tout cela vient du fait que —1<sinr<l et —1<cosz <],

Il suffit d'additionner chague membre .



N A4

b
(e
=9
e -
=

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Exercice 12 :

Démontrer que, pour tout réel x :

T —cos(21).

costr—sin
cosdr—sintr = {cosgﬁ]g—{singﬁ}g
Utilisons I'identité remarquable A2 B2 = (A—B)(A+B)

cosdr—sint

£ = {coszsﬂ}g—{singﬁ]g = I:COSELE—SiHE:I?:I (c053$+sin2£}
costr—sin®r =cos(2r)x1 car coslrisindzr=1 et[x]
Conclusion : cos%z—sin?z = cos(2x).

Exercice 13 :

En utilisant les formules d’addition, calculer la valeur exacte de gin(?—fr) et Cos(?—ﬂ)_

132
() =ain(3-+55) =co( )

co i) =l +3) =-n( )

Exercice 14 :

—

Soit ABC un triangle quelconque.
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Dans les triangles AEB et BEC rectangles en E ,

en appliquant le théoréme de Pythagore :

h?=c2_12
hi= ag—{b—:ﬂ}g.

donc par égalité, nous en déduisons que :
cd—gd= ag—{b—:ﬂ}g
c2—z2=0a2—(b2-2bz+2)
c2—z2=q2- b2 4 2bz—ax?
cd = a3—52+253:—:1:3+a:2
c2=a2-p% 420 (¥
Dans le triangle AEB rectangle en E, en utilisant la trigonométrie dans le triangle rectangle :
coslo) = =
donc
T =CX Cos(o)
Reprenons I'égalité (*)
cd = r:-;g—bg—i—ﬁbcx Co8(c¥)
Remarque : ce sont les mémes démonstrations pour les autres formules d'Al-Kashi,

que I'on appelle également formules de Pythagore généralisées.



Exercice 15 :

Sin3$+6983$ __sindxx cosz |
smnr | 9T T sinmaXcosx

cosdxX samT
COXH STNT
_sindxX cosr+cosdrX sing

_ SINT¥ CosT

. sin(3z+x)

T zamoX cosT

_ sin(4x)
~ “in(2x)

_ 2ein(2x)cos(2x))
=2 sin(2x)

—4cos(2z)

Exercice 16 :

On peut utiliser la formule de I'angle orienté entre deux vecteurs pour calculer la mesure principale de
— —>
{DC,DA} :

(DC,DA) = (DC,CR) + (CB,BA) + (BA,AD)

En utilisant les données fournies, on peut écrire :
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e )
i

8
(CB,BA) = 7 (BAAD) = (ABAD) - (AB,BA) = -

NE
talS

Comme cette mesure n'est pas comprise entre -%5Cpi et %5Cpi, on doit la ramener dans cette intervalle
en ajoutant ou soustrayant un multiple de 2%5Cpi. On peut écrire :

Usor _ o oo _ 23w
24 =24 T3 = g2 7
Donc, la mesure principale de {DC,DAE} est ;T—_& ou _323_’”_

Exercice 17 :

1. On peut utiliser la loi des sinus pour trouver zin.A :

BC _ AB _ AC
sind ~ sinl’  sinBE

En substituant les valeurs définies, on a :

4 AB _AC
sind ? o %

En résolvant pour AB et AC, on obtient :

AB:%Eet AC = 242

En remplacant dans la premiere équation de la loi des sinus, on trouve :

4 H3/3 g@ 8

sind i T 33 V3

Puisque A appartient  I'intervalle [0, %5Cpil, alors sin{A) est positif.

VE+V3 B+ VD
222 — 4

Ainsi, SIHI:E:I = % + g =



2. On peut utiliser le théoréme de Pythagore pour trouver la longueur de AB :

AB2 = BC? + AC? - 2x BC x AC x cos(B)
— 42 4 {Ex@}g —2x4dx Wk cos{%}

=16 —16v2 + 16
= 32 — 16V2

On peut utiliser le méme théoreme de Pythagore pour trouver la longueur de AC :

AC? = BC? 4+ AB2 _9x BC x AB x cos(C)

:43—#(4—”@}2—2 4 x ”@Xcos{ 7)

—16-% 416 =%

3. L'aire du triangle ABC est donnée par la formule :

A=1ABx AC x sin(@) = § x 2 x 23 x sin(T) = 22

Exercice 18 :
On peut utiliser la formule de I'aire d'un triangle pour trouver la longueur du troisieme cété a = BC :
5 = %ab sin(C) = %13- 2 5in(€) = 13sin(T)
Donc, sin(T) = ig_g = 15—3 :
Comme sin{ﬁ} est compris entre 0 et 1, alors il existe un unique angle Atel que A — a,r.:sin{l%j .
On peut utiliser la loi des cosinus pour trouver la longueur du troisieme co6té :
a2 = b2 +¢c2 — 2bccos(A) = 22 +132 — 2 x 2x 13x cos(a,rcsin{l%}} = 174 — 52V3
Donc, la seule longueur possible pour le troisiéme coté est 5 — 174 — 5343 .
Exercice 19 :

On peut utiliser la loi des cosinus pour trouver la longueur du troisieme cété BC :

BC?2 = AB? 4+ AC? - 2AB x AC x cos(A)
=72 442 _92x 7 x 4x cos(60”)

— 49 416 - 56- 5

=17
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Donc, B¢ = 17 .

On peut utiliser la loi des sinus pour trouver gin(&) :

BC _ _AB sin(B) = BC xsin(4)  Jitxv3 _ VB1
sin(B) ~ sin(4) o AB - 7 -7

Exercice 20 :
Soient @ et [ deux angles supplémentaires. Cela signifie que o + g = 1807 . Alors, on peut écrire :
sin(a) = sin(180° — 8) = sin(B)
En effet,
sin(180° — B) = 5in(180%)cos(B) — cos(1807)sin(B) = 0 — (—sin(B)) = sin(B)

Maintenant, pour démontrer la formule de I'aire du quadrilatere ABCD, on peut diviser le quadrilatere en
deux triangles en tracant la diagonale AC. Alors, on peut écrire :

S =585aaBC+SA ACD

ou Sp apo = %AGXBDK&H{@) et A acop = %ACXBD){sin(@)-

Donc, § = %A«C x BD x {sin{@} + Siﬂ(@:‘:"

Mais on sait que les angles BAC et DAC sont supplémentaires, donc on peut utiliser la relation démontrée
au début pour écrire :

sin{@} + sin(@} = sin(@} + sin{lSDD - @} = Esin{@)
Donc,

S = } AC x BD x 2sin(BAC)
= AC x BD x sin(@)

,ou (= estl'angle formé par les diagonales AC et BD.

Exercice 21 :



Le promeneur forme un triangle isocele avec son point de départ et le point ou il a fini de marcher. La
premiere étape de son trajet forme un c6té est de ce triangle, la deuxieme étape forme un c6té nord-est,
et la ligne droite qu'il prend pour revenir forme la base de ce triangle.

On peut utiliser le théoreme de Pythagore pour trouver la longueur de chaque c6té de ce triangle :

coOté est : 5 km
coté nord-est: 2 w 3 km

base : \/{5+2)2+(2F}2 V45 +8 = VE3 km

La distance totale parcourue en courant pour rentrer au point de départ est donc de 2 fois la base :
distance parcourue = 2 ¥ VB3 km
Cette valeur approchée a 0,01 km pres est environ 15,46 km.
Exercice 22 :
Dans un triangle ABC, le théoréme de Pythagore donne :
- si ABC est rectangle en A alors AB? = AC? + BC?
- si AB2 = AC? + BC? alors le triangle ABC est rectangle en A ou B ou C.
Dans le cas ou ABC est rectangle en A, on a donc :
sin?d = { }2 — {%}2 = 1—sin?B
or, dans un triangle, la somme des carrés des sinus des angles est égale a 2 (identité remarquable) :
sin?d 4 sind B + sin?C = 2
donc :
1 —sinB + sin? B + sin?t = 2
sin?C = sin®d — sin?B
De méme, en utilisant le théoréme de Pythagore pour les co6tés AC et AB, on trouve :
sin?d = { }2 { }2 1—5in? &
donc :

I
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En remplacant ces expressions dans celle a démontrer :
sin®d = sin?B + sinC
On a donc bien démontré que si ABC est un triangle rectangle en A, alors gin?d = sin®® <+ sinC .
Réciproquement, supposons que sin?Ad = sin?® 4 sinlC -
On a dans un triangle :
sin?d 4 sinl B + 5in?C = 2
soit :
sin?d + (1 — cos?B) 4 (1 — cos2CT) = 2
soit :
sintd = cos?B + cosdC
or, dans un triangle rectangle en A, on a:

sind = cosB = cosC

donc :

sindd = cosgﬁ—I— cosil = 2cosiB = 2cosiC
d'ou:

cos?B = cosiC

et donc:

cosB = &+ cosC

si cosB = cosC alorsl'angle B etl'angle & sont égaux ou supplémentaires, doncsi B et
¢ sont différents I'un d'eux est droit, donc ABC est rectangle.

Sinon,ona cosB = —cos(C,
alors I'angle & etl'angle ¢ sont supplémentaires, donc I'un d'eux est droit, donc ABC est rectangle.

Ainsi, si sin4d — sin<pB + sin2¢7 , alors ABC est un triangle rectangle en A.
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