Exercices de maths en L2

Trigonalisation et Cayley-Hamilton

Exercice 1 : Inverse par un polynéome annulateur

On considere la matrice A = ([\aa@r?] 1—‘12583 4 )

1. Calculer A2 et vérifier que A2 54 +6fq=0.
2. En déduire que A estinversible et donner 4 —1 sans calculer de déterminant.

3. Soit 4 un endomorphisme d'un espace E tel que w3 — 2u? + u — 2idg = 0. Montrer
que u estinversible et exprimer ¢,—1 comme un polynéme en .

4. Pour ce méme u,avec F réel, montrer que 2 estla seule valeur propre possible de .

Exercice 2 : Puissances par division euclidienne

1. Calculer A2 etmontrerque A2 = 4 +2 Iq.
2. En déduire que A estinversible et calculer 4—1.

3. Pour m € N, déterminer le reste de la division euclidienne de X ™ par X2 _ ¥ — 9 .En
déduire 4™ comme combinaisonde A etde [f3.

4. Quelles sont les valeurs propres de A ? Justifier que les deux racinesde X2 — ¥ — 9 sont
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bien valeurs propres.

Exercice 3 : Valeurs propres et polynomes annulateurs

Soit % un endomorphisme d'un [ -espace vectoriel E de dimension finie, A £ K et = & E tels
que ufr) = Ax.

1. Montrer que P(u)(z) = P(}) = pourtout P € K[X].
2. En déduire que toute valeur propre de u est racine de tout polyndme annulateur de .

3. Onsuppose ;3 — 44 . Quelles sont les valeurs propres possibles de & ? Donner un exemple
ou l'une des racines de X2 — 4 X n'est pas valeur propre.

4. Montrer que toute racine % du polyndme minimal ., est valeur propre de % . On pourra écrire

Exercice 4 : Polynomes minimaux de matrices simples

Déterminer le polyndbme minimal de chacune des matrices suivantes, puis dire lesquelles sont
diagonalisables :
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Exercice 5 : Projecteurs et symétries

1& —1

Dans RZ, on considére P = ([Raa;r?] 0% 0

) . La figure ci-dessous représente trois vecteurs

U1y Yy Y3 et leurs images par P .
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1.5 1
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0.0 o
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1. Vérifierque P2 — p et en déduire le polyndme minimal de P .

2. Déterminer ker P et ker(P — Ig), puis vérifier que R2 = ker P @ ker(P — Ig).
Interpréter la figure.

3. Onpose S = 2P — Iy Montrerque §2 = Iq, déterminer Hg et les sous-espaces
propres de S . Calculer limagede v = (2,1) par § .

4. Plus généralement, soit I un projecteur d'un espace F de dimension 7i. Déterminer les
polyndmes minimaux possibles de P et montrer que rg(p) = tr(p).
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On considere

1. Calculer X4 et X 3.
2. Déterminer M 4 et Mz 3 l'aide du théoréme de Cayley-Hamilton.
3. En déduire que A est diagonalisable et que B ne l'est pas.

4. Donner une base de vecteurs propres de A .

Exercice 7 : Lemme des noyaux sur un exemple

% 2 0
Soit 4 = S0
-1 2 22

1. Vérifierque (A + F3){A —213)=0.

2. En déduire, par le lemme des noyaux, que R3 = ker(A + I'3) @ ker(A — 213} . Donner une
base de chaque noyau.

3. Al'aide d'une relation de Bézoutentre X + 1 et X — 2, exprimer les deux projecteurs
associés comme des polynémes en A . Décomposer w = (1,0, 0}

4. Endéduire 4™ pourtout m £ N .



Exercice 8 : Démonstration du lemme des noyaux

Soit w € L(E), et Pi, Py € K[X] premiers entre eux. On pose P = P71 Py eton fixe
A B telsque AP{+BFPy=1,

1. Montrer que ker Pj{u) N ker Polu) = {0}.
2. Montrer que ker P{u) = ker Pi{u) & ker Polu).

3. Montrer que la projection de ker P{u) sur ker Pi(u) parallelementa ker Pplu) estla
restriction de  B(u) Polu).

4. Soit v € L(E) quicommute avec u.Montrer que ker P1(u) est stable par .

5. On suppose de plus  P{w) = 0. Montrer que ker Pqlu) = Im Pi(u) .

Exercice 9 : Diagonalisabilité par un polynome annulateur

1. Soit A £ MH(R} telle que A2 —34 +2 I, = 0.Montrerque A estdiagonalisable et
préciser les valeurs propres possibles.

2. Soit A € M, (C) telleque A% = I, pourunentier k& > 1.Montrerque A est
diagonalisable.

3. Soit A & MH(IR} telle que A = —TI,, . Montrer que A n'aaucune valeur propre réelle,
que 7 est pair, etque A est diagonalisable dans M. (C) .

4, Soit A £ Mn{ﬂ{:l telleque 42 — A42.Montrerque A estdiagonalisable si et seulement
si A2 — A.

Exercice 10 : Matrices non diagonalisables
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1. Montrer qu'une matrice nilpotente non nulle n'est pas diagonalisable.

2.5it A eKet A€ My(K) telleque (4 —}ljn}g = 0 et A?é A I, . Montrer que
A n'est pas diagonalisable.

2 1 1

3. Application : soit A = (Dl ) DDD) . Calculer (A — Ig}g, puis donner M4, X4 etla
- - 1

dimension du sous-espace propre. Conclure.

Exercice 11 : Cayley-Hamilton et inverse d'une matrice d'ordre 3

1. Soit A = ([\ra;r?] o & d ,}).Vériﬁer par le calcul que
Ag—{a—kd}A—I—{ad—bc}Ig = 0.

1 1 0
2.5it 4 =01 1].Calculer Xg4.
1 01

3. En déduire que A estinversible et calculer 4—1 comme polyndmeen A .

4. Lamatrice A est-elle trigonalisable dans  M3([R) ? Est-elle diagonalisable dans  M3(C) ?

Exercice 12 : Trigonalisation d'une matrice d'ordre 2

Soit A = ([\aa;r?] :ii&gi 1 ) . La figure ci-dessous représente I'image par 4 de vecteurs du cercle

unité.



o~

N image du cercle unit

1. Calculer X 4 et le sous-espace propre. La matrice A est-elle diagonalisable ? Quel réle joue la
droite ¥ = — surlafigure?

e

2. Déterminer une matrice inversible P telleque P~1A P = ([Hra@r?]%

2)

3. Calculer A™ pourtout n € IN.
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1. Calculer X 4 .
2. Calculer N, N2 et py3.Endéduire Mg .

3. Soit €7 = (1,0, 0). Montrer que (N2 ey, IV €1, €1) estunebasede R3, et écrire la
matrice 0" de A dans cette base.

4, Calculer A" pourtout m € IN.

Exercice 14 : Sous-espaces caractéristiques

2 0 -2
On reprend la matrice B = ? -1 de I'exercice 6.
0 0 2

1. Déterminer les sous-espaces caractéristiques IN1 = ker(B — T3] et
Ny = ker(B — 2I3)%.

2. Vérifier que leurs dimensions sont les multiplicités des valeurs propres, et que R3 = Ni{1§ Nyg.

3. Soit wy = (0,1,0), Wy = (1,2,0) et We = (0,3, 1) . Ecrire la matrice de B dans la
base [wl, Wy, ’LUB} .

4. Vérifier sur cette matrice les relations entre trace, déterminant et valeurs propres.

Exercice 15 : Propriétés des matrices nilpotentes

Soit N € M., (C) nilpotente, d'indice k.

1. Montrer que [ est la seule valeur propre de IV, que Xy = X" et que trl:N] = 0.

2. Montrerque & < n.



3. Montrer que £, — N estinversible et donner son inverse.

01 2
4. Application : calculer l'inverse de I3 — IN pour I = ( 00 3 )
000

5. Montrer que la somme de deux matrices nilpotentes qui commutent est nilpotente. Donner un
contre-exemple lorsqu'elles ne commutent pas.

Exercice 16 : Nilpotent d'indice maximal

Soit F dedimension m > 2 et u € L{E) nilpotent d'indice 7.

1. Justifier I'existence de = € F tel que u™1(x) ?é 0. Montrer que (z, u(x), .. , un~1(z))
estune basede K.

2. Ecrire la matrice de u danslabase (eq,...en) = (u?1(z),.. ., ulx), z).
3. Montrer que dim ker w? — 4 pour tout 7 €4{0,...,n}.

4. Montrer qu'il n'existe aucun v € L(F) tel que 32 = ;.

Exercice 17 : Suites récurrentes couplées

On définit deux suites réelles par g = 1, vy = 0 et, pourtout n € N,

Upyq = BUp +Up, VU, 1 = —Uy + Uy,

1. Ecrire le systéme sous la forme ¥ n11 = A Y, et reconnaitre la matrice de I'exercice 12.
2. Ecrire A = 2154+ NN etmontrerque N2 — [j.Endéduire 4™ par laformule du bindme.

3. Donner Usqn et Vg enfonctionde 7. Vérifierpour n = 2.
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4. Etudier les suites g, /27 et w, /2",

Soit u € L(F), de polyndéme minimal M, de degré d.

1. Montrer que (id, %, ..., ud—1) estlibre.
2. Montrer que cette famille engendre K[w] . Conclure que dim K[u] = d .
3. On suppose 1 inversible. Montrer que Ju;rul:[:l:l ?é 0, puisque u—1 € K[u].

4. Application : pour la matrice A de I'exercice 2, déterminer dim R[A] et une base de R[A].

1. Soit 1 diagonalisable et F' un sous-espace stable par 1. Montrer que I'endomorphisme induit
U est diagonalisable.

2. Soient U, U diagonalisables tels que u © ¥ = U © u. Montrer que chaque sous-espace propre
de u eststable par v.

3. En déduire qu'il existe une base de F' formée de vecteurs propres communs a et .

4. Application : vérifier que A = ([Era;r?] ? gjé ,}) et B = ([ﬂragr?] %%ﬁ ,}) commutent,

puis trouver une base de vecteurs propres communs.

Exercice 20 : Matrice compagnon




00 —a
0
Soient Gg, Gy, 8n EK et ¢ = 1 0 —ag |.Onnote (E‘l, €q 83:1 la base canonique.
01 -a
2

1. Montrer que X~ = X3+GL2 X2 +ay X +ay.

2. Calculer € €1 et c? €4 . En déduire qu'aucun polyndme non nul de degré au plus 2 n'annule
C ,puisque Mo = X,

3. Montrer que, pourtout A € K, rg(C — A T3} > 2.Endéduireque C estdiagonalisable si
et seulement si X a trois racines distinctes dans [ .

4. Application: @y =2, @y = —1, @y = —2 Factoriser X et donner une base de
vecteurs propres de .

1. Calculer X4 eten donner la forme factorisée.

2. Déterminer les sous-espaces propres. En déduire M p5 etdiresi M est diagonalisable.

3. A l'aide du théoréme de Cayley-Hamilton, montrer que A est inversible et calculer Ag—1.

4. Montrer que R3 = ker(M + I3) @ ker(M — 213)2 et donner une base de chaque facteur.
5. Vérifier que (X — 2)2 — (X —5)(X +1) = 9. En déduire les projecteurs Py sur

ker(M + I3) et Pgsur ker(M — 213312 , comme polyndmes en [ , puis leurs
matrices.

-1 00
6. Trigonaliser A :trouver P inversible telleque P—1 M P = ( 8 % é)

7. Montrer que M"™ = {—l}ﬂ pyt+ 2" Pyt R gn—1 (M —2I3) Pr pour tout 7 > 1, et
expliciter la matrice (M — 2I3) Py.
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Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L2

Le cours : trigonalisation et Cayley-Hamilton, cours de maths en L2

A maftriser avant : Valeurs propres et diagonalisation

Chapitre précédent : Valeurs propres et diagonalisation

Chapitre suivant : Arithmétigue et anneau Z/nZ

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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