Corrigés des exercices de maths en L2

Trigonalisation et Cayley-Hamilton

Corrigé de I'exercice 1 : Inverse par un polyndme annulateur

1. On calcule
—1 & 10
AQZ(aa 1 2 )( aa 1&2 ): *
Neay?t ] g 4 N2 gy 581,141
Ensuite, A2 —54 + 67y = ( E‘E +9 1410 2_013_ 6)'D°“c A2 _B5A 4655 = 0.
2. Larelation s'écrit A(5Iy — A) = 6 I5 . Ainsi A - 1{513 — A) = I, ce quisuffit pour une
matrice carrée. Donc A est inversibleet A1 = -([Eaa;r ]14‘5:1 2) . On vérifie :

(["'.ka,aj??] 14;;61 2 ) ([”'\raj,r"?] g ﬁ g :}) '

3. Onisole le terme constant : w3 — 2u? 4+ u = 2id g, c'est-a-dire
wo(u?—2u +idg) = 2id g . Comme les polyndmes en % commutent, on a aussi
(u2 —2u +idg)ou = 2idg . Donc U est inversible et

u—l = %(ug — 2 —|—idE) .

4. On factorise I'annulateur :
X3 _0X2 4 X —2=XUX -2+ (X -2 = (X - 2)(X2+1). Toute valeur
propre réelle de % en est racine. Or X 2 -+ 1 n'a pas de racine réelle. Par conséquent, 2 est
la seule valeur propre possible de .

Point de méthode : un annulateur dont le coefficient constant est non nul donne toujours l'inverse sous
forme de polyndbme en .
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Corrigé de I'exercice 2 : Puissances par division euclidienne

1. Chaque coefficient diagonal de 42 vaut 0+ 1 41 = 2. Chaque coefficient hors diagonale

211
vaut 04+041=1.Ainsi Agz(% 21: %).Onlitdirectement Ang—I—EIg.

2.0na A? — A = 275,donc A{A —I3) = 2I3.Ainsi A estinversible et

11 1
A—lzé{A—Ig}:§(1 1).

1 1 -1

3.0na X24-X-—92= (X —2)(X 4+ 1). La division euclidienne s'écrit
X" = X)X —2(X 41 +aX +b, car le reste est de degré au plus 1. En évaluant
en 2,puisen —1, on obtient

2" =2a+b, (-1) = —a+b

Par soustraction, 3g = 2" —( 1:1 . Ensuite, & = {—1}m + a . Ainsi

)m

m

- % et 5 — 2——" L;( L .Comme X2 _ X — 9 annule A ,onobtient
m ™ m m

Am:aA—l—bIB.Donc AmzﬁAﬁ—%Ig'Pour m = 2,

onretrouve A + 2f3.

4. Les valeurs propres sont parmi les racines 2 et —1.Deplus, A{1,1,1) = (2,2, 2), et
A(l,-1,0) = (1,1, 0). Les valeurs propres de A sont donc exactement 2 et —I.
On pouvait aussi le prévoir: .4 n'est pas scalaire, donc Ha = X2_X— 2, dont les racines
sont toutes valeurs propres.

Corrigé de I'exercice 3 : Valeurs propres et polynomes

annulateurs

1. Montrons d'abord par récurrence que uk{:ﬂ} — X¥ . Cestvrai pour k = (.Sic'estvraiau
rang k,alors wuktl(z) = u{}lk T) = XK ulz) = At pour P = z ap X*,1a
linéarité donne alors  Pu)(x) = Z ap AF 5 .Donc Pu)(z) = P(}) =

2. Soit P unannulateur et 2 une valeur propre, de vecteur propre = ?é 0 . Alors
0 = P(uw(g) = P(A)x.Comme z+£0,ilvient P(X) = 0. Toute valeur propre est



racine de tout annulateur.

3. Lepolyndme X3 —4X — X(X —2)(X + 2) annule wu. Les valeurs propres possibles
sontdonc —2, O et 2.Cependant, u = 2idg vérifie u? = 8idg = 4w .Son
spectre vaut {2} :ni 0 ni —2 ne sont valeurs propres.

4. Ecrivons Mo, = I:X - }m:l €} . Le polyndome €} est non nul et de degré strictement inférieur 3
celuide M., . Par minimalité, &{u) ?é 0.1l existe donc ¥ tel que = = Q{u)(y) ?é 0. Alors
(w —Aid)(z) = p (W) (y) = O . Ainsi ) est valeur propre, de vecteur propre .

Corrigé de I'exercice 4 : Polynomes minimaux de matrices
simples

1. Ona (D —2I)(D —3I) = diag(0,0,1)diag(—1, —1,0) = 0.Enrevanche, D n'est
pas scalaire, donc aucun polynéme de degré 1 nel'annule. Ainsi i 5 = (X —-2)(X -3),
et ) est diagonalisable.

2. 1¢i X = (X —2}2 (X —3).Lepolyndme M divise X7 etadmet 2 et 3 pour
racines. Il reste deux candidats. Or

CT—MMT—3U=(86'8X61% 8)=(§'§ &)%0.

0 0 1 0 0,0 0
Donc fig = (X — 2)2 (X —3),et T n'est pas diagonalisable, car 2 est racine double
de Mg,
00 1
3. Oncalcule N2 = 8 % 8 ?‘3 0et 3 = 0.Lepolyndbme minimal divise X 3, mais

X et X2 n'annulent pas IV .Donc Har = XB, et 1V n'est pas diagonalisable.

5 _ 2 &2

4 0na U2 = ([ha@r.jg&g,

oy = X{X —2), scindé a racines simples : [/ est diagonalisable, de valeurs propres
0et 2.

}) = 20U . Deplus, TJ n'est pas scalaire. Donc
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Corrigé de I'exercice 5 : Projecteurs et symétries

1. On caleule P2 = ([yaay?]é‘%cal )([ma@r?] é‘%éal) - ([Haaj.r?] 10%:51) — P. Ains

Bp divise X2-X = X(X -1).0r P%Det P%Ig.Donc HPZX(X—I}.

2. Ona Plr,y) = (x —y,0).D'abord, ker P estladroite © = ¥, engendrée par (1,1}.

Ensuite, P — Iy = (ﬁaf??lg g :}1 ) ,donc ker(P — Iq) estladroite ¥ = 0. Les

vecteurs (1,1} et (1,0} nesont pas colinéaires. Ainsi R? = ker P @ ker(P — Iq),
comme le prédit le lemme des noyaux. Sur la figure de I'énoncé, chaque ¥; est envoyé sur I'axe
des abscisses, en suivant la direction (1, 1}. En particulier, ¥3 appartienta ker P, donc

F Ug = 0.Lamatrice P estla projection sur I'axe des abscisses parallelement a la
droite ¥ = &,

3. Ondéveloppe: §2 — 4pP2 _4p + Ty = Ig,car p2 — p.Comme S% + 75,
po = (X —1D(X +1) . Deplus, ker(S —Iq) = ker(2P —2I3) = ker(P —1I9), et
ker(S + Iy) = ker(2P) = ker P. S est la symétrie par rapport a I'axe des

abscisses, parallelement a la droite ¥ = Z.Enfin, § = ([ll'n,la,l'j.?'?] 1[]%5:1 ) , donc

5(2,1) = (0, —1). La figure ci-dessous montre que Pu est le milieu du segment qui joint
a Sv.



3 - kerP = Vect{4, 1)
2 -
1- v=(2,1)
ker(P —1) = Vect(1, 0)
0
—1

4. Le polynéme (X —1) annule P,donc Hp vaut X (si p=0) X —1 (si
p =1id)ou X(X —1).Danstouslescas, HMp estscindé a racines simples, donc P est
diagonalisable. Dans une base propre, sa matrice est diag(l,...1,0,... 0}, avec r
coefficients égaux & 1. Lerang et la trace valent alors . Ainsi rg(p) = tr(p).

Corrigé de I'exercice 6 : Polynome minimal d'une matrice
d'ordre 3

1. On développe det(X T3 — A) selon la premiére ligne, quivaut (X — 2, 0,0} :

XA:(X—2)det(X0—2 2 X_1)=(X—2)2(X—1),

H

Pour B, laderniérelignede XJf3— B vaut (0,0, X —2).Donc

X
;{B:(X—E}det( ; 0 ).Ainsi xﬁ:xB:{X—l){X—ﬁ]g.
-2 X -1
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2. Par Cayley-Hamilton, [ divise {X — 1:1 {X — 2}2 .De plus, M admet 1 et 2 pour racines.
Les candidats sont donc (X —1)(X —2) et (X —1)(X —2)*.Pour A, ona

1 00 00 0
A-Iz=| " -2 et A —-32F3= ( 2 , -2 ) . La deuxiéme ligne du
1 0 0 1 0 -1-1

produit vaut  2(0, 0, 0) + (2,0, —2) — 2(1,0, 1) = (0, 0, 0), et les deux autres sont nulles.
Donc (A — I3)(A —2I3) = 0.Pour B, on trouve

1 0 -2 0 0 -2
(B—I3)(B—=2I5)=[2 _ 50 =% :(0_ ) 0.
’ ’ (é 3 1,1)(0 0 0) 5o 00 7
Donc piy = (X DX -Det py=(X-D(x-2).

3. Le polyndme & 4 est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable. En revanche,
M 5 aune racine double, donc B n'est pas diagonalisable.

4, pour A — I3, lapremiéreligne donne x = 0, puis la deuxiéme donne % — 2z = 0. Le
noyau est donc la droite engendrée par {D, 2, 1:1. Lenoyaude A — 219 estleplan = = z.
Une base proprede A est ((0,2,1), (1,0,1), (0,1, 0)), avec les valeurs propres 1, 2,

2.

Corrigé de I'exercice 7 : Lemme des noyaux sur un exemple

2 2 0
: 120
l.Oona A4+Iz=| o0 et A—-2I3=1| 1 0 |.Notons £ = (-1,2,0) :
212 3 -1 20
les lignesde A — 213 valent ¢, —¢, #£.Lapremiére ligne du produit vaut
9¢ —9¢ = 0.Ladeuxitmevaut # — ¢ = (. Latroisitmevaut —# —2¢ + 3¢ = 0.
Donc (A + I3)(A —2I3)=0.

2. Les polynémes X + 1 et X — 2 sont premiers entre eux, et leur produit annule 4 . Le
lemme des noyaux donne donc R3 = ker(A + I3) @ ker(A — 2F3) . D'une part, le systeme
242y =0, -z +4+2y+32 =0donne ¥ = —T et z = x.D'autre part,
A —2I3 estderang 1,etsonnoyauestleplan = = 21 .Bases: (1, —1,1) pour
ker(A + I3), et ((2,1,0),(0,0,1) pour ker(A —2I3).Lafigure ci-dessous représente
cette décomposition.



ker(A —2/) : plan x =2y
— Kker(A + /) : droite

1.0 1 (0,0, 1) ~Ih
(2,1,0 '
0.5 -
0.0
—0.5

3.0na (X —|—11]—I:X—2] = 3,dor11c %{X-}l}-%(}f-ﬁ} —1.Ainsi f3 = p-+q,
avec p = 3(A +1I3) et g = —5(4 —2I3).Comme (A —2I3)p = 0, l'image de
P estdans ker(A — 253} .Deméme, I'imagede ¢ estdans ker(4 + I3}.Donc
= %(A + I3) projette sur ker(A —2I3),et g = _%(A — 213} projette sur

1 =2 0
_]1 0 .Pour w = (1,0,0), on obtient
1 -2 0

1 1 o
ql:’i'.,l'_.':l = E{l, _11 ]_:l et pl:’i:,l'_.':l = 1 — q{w:l = EI:E’ ]_:I _]_:] Ainsi
w = %{1, -1,1) + %{2, 1, —1} , et le second vecteur vérifie bien = = 2v.

ker(A + I3).Ontrouve g = %

4, Comme A vaut 2 surlimagede P et —1 surcellede 9,ona A = 2p —g.Deplus,
_?3'2 =B qg = g et pg = gp = 0. Parrécurrence,

b
AmZ%{A—FIB}—%{A—EIﬂ pour tout s £ [N . Pour s = O, on retrouve
bien p—+g = I3.
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Corrigé de I'exercice 8 : Démonstration du lemme des noyaux

1. La relation de Bézout donne id g = A{u)P1{u) + B(w)Py(u) . Soit = dans I'intersection.
Aors x = AW (P1(u)(x) + B(u)(Pgyu)(s)) = 0 . L'intersection est donc réduite a
{0}.

2. Si x € ker P1{u),alors P{u)(zx) = Pqu)(P1(u)(x)) = 0.De méme pour ker Py(u),
car les polyndmes en % commutent. Réciproquement, soit x € ker P{u} . On pose
r, = BluPq(u)(r) et £ = A(w)P1(u)(z), desorteque & = Ty + Ly . Alors
P1)(z1) = Bu)P)(z) = 0 et Pa(u)(zy) = AW)P(w)(z) = 0 . Avec la question
1, on obtient ker P(u) = ker Pi{u) & ker Pqolu).

3. La décomposition d'un vecteur dans une somme directe est unique. Or la question 2 fournit la
décomposition Z = &1 + £y avec £, = B(u)Py(u)(z). Le projecteur sur ker P1(u)
parallelement a ker Py(u) est donc la restriction de  B{u)FPq(u) .

4. Parrécurrence, vy o uk = uk ow,donc ¥ commuteavec FPi{u).Soit = € ker Pilu).
Alors  P1(u)(u(x)) = v(P1(u)(x)) = 0.Donc ker Pi(u) est stable par v.

5. D'abord, Pglw) o Pi(u) = Plu) = 0,donc Im Pq{u) C ker Pqlu) . Ensuite, soit

= € ker Py(u) . La relation de Bézout donne  x = A{w)Pq(w)(x) = P1{w)(A{)(z)) .
Ainsi ker Py(u) = Im Pi(u).

Corrigé de I'exercice 9 : Diagonalisabilité par un polynome

annulateur

1. Le polynéme X2 —3X +2 = (X —1D(X —2) annule A .llestscindésur R aracines
simples. Donc A est diagonalisable, et Sp(A) C {1,2}.

k—1 .
2. Posons , — g2t/ k. Alors Xk-1= H{X —w?) etles ,,7 sontdeux a deux
3=0
distincts. Ce polyndme annulateur est donc scindé a racines simples sur {C. Par conséquent,
A est diagonalisable dans M, (C) .



3. Une valeur propre réelle } vérifierait }ﬁ — —],cequiestimpossible. Ensuite,
det(A)? = det(A2) = det(—I,) = (—-1)" .0r det(4) estréel, donc (-1)" > 0.
Ainsi 7 est pair. Enfin, X241 = (X —2)(X +1) estscindé a racines simples sur C.
Donc .4 est diagonalisable sur ©, mais pas sur [.

4. Le polynéme X 2(X —1) annule A, donc M4 ledivise.Si A2 = A, alors X(X —1)
annule A ,et A estdiagonalisable. Réciproquement, si A est diagonalisable, H 4 esta
racines simples. Comme il divise X 2(X —1), il divise X(X —1).Donc 42 = 4 :
I'équivalence est démontrée.

Corrigé de I'exercice 10 : Matrices non diagonalisables

1. Soit IV nilpotente non nulle d'indice % . Alors i 5, = X* avec k > 2 puisque IV ?é 0.
Ce polyndme a une racine multiple. Donc N n'est pas diagonalisable. Autre argument : si

I\ était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice diagonale de ses valeurs propres, toutes
nulles,donc N = 0.

2. Le polynéme minimal divise (X — }l)g lnevautpas X — A,car A ?é A I, .Donc
By = (X — )\)2 a une racine double, et 4 n'est pas diagonalisable.

1 1 1
3.0na A—1Ig= ( Ell Dl Dl ) . Chaque colonne vaut (1,0, —1} . Or chaque ligne
(c,c,c) de A — I3, multipliée par cette colonne, donne ¢{1 + 0 —1) = O . Ainsi

(A-I3) =0,et Py = (X - 1)?. Les racines de X 4 sont celles de 4, donc
Xy = {X — 1}3 .Enfin, A — I3 estderang 1, donc le sous-espace propre est le plan
x4+ vy 4+ 2z =0, dedimension 2.Comme 2 <3, A n'estpas diagonalisable.

Corrigé de I'exercice 11 : Cayley-Hamilton et inverse d'une
matrice d'ordre 3

1. Oncalcule A2 = (g2 4 bc ab +bd ca + dc ch +d? ). Enretranchant (o + d)A , le
coefficient (1,1} devient a2 4 be — a2 — ad = bc — ad . Le coefficient (1,2} devient
ab + bd —ab — bd = 0, etde méme pour (2, 1). Le coefficient (2, 2) devient
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ch 4+ dg —ad — dg = hr — ad . En ajoutant {ad - bc}Ig , on obtient bien la matrice
nulle.

2. On développe detl:XIB - A:l selon la premiére ligne I:X -1, -1, [:l:l :
X —
XA:(X—l)det( -1 )+det(_ﬁl X;1_1)=(X—1)3—1.

0 X -1
Donc x, = X3 -3X?+3X -2,

3. Par Cayley-Hamilton, A3 —3A42 4+ 34 = 273, soit A(A2-34 +3I3) = 2I3.0r

1 21 1 1 1 -1 1

A2=|11 2] ponc A—1=73(A2-3443I3)=45 1 , —1].onuveérifie
2 1 1 -1 1 1

que la premiére ligne de 4 fois la premiére colonne donne %(1 + 1) =1.

4. Lesracinesde X4 vérifient (X — 1}3 —1,donc X —1¢ {1, 7 jg} .Cesont 2,
147 et 14 jg . Deux d'entre elles ne sont pas réelles. Ainsi X 4 n'est pas scindé sur
R : A n'est pas trigonalisable dans AM3(R) . Sur C, enrevanche, X4 estun
annulateur scindé a racines simples. Donc 4 est diagonalisable dans M3(C) .

Corrigé de l'exercice 12 : Trigonalisation d'une matrice d'ordre
2

1.Ona tr(d) =4 et det(d) =3 +1 = 4. Ainsi xﬂ=x3—4x+4={x—2}3.

La matrice 4 — 21y = ([l"-,lal'j.?'?] 1_‘1&3%: 14 ) estderang 1.Son noyau est la droite
engendrée par {1, —1:1 , soit ladroite ¥ = —ZX | Le sous-espace propre est de dimension
1«2 : A n'est pas diagonalisable. Sur la figure, les vecteurs de la droite % = —X sont

simplement doublés. C'est la seule droite stable ; tous les autres vecteurs changent de direction.

2. Onpose Uy = (1, =1} et on choisit Uy = (1,0}, qui n'est pas propre. Alors
A vy = (3,-1) = 2vy + v . Danslabase (¥,V;),lamatricede A estdonc T'.On

peut prendre P = ([l"-,laa,j.?'?] 1_‘1&3%: D) , de déterminant 1 et d'inverse

0 & —1

([l"-,laa,j.?'?] 1&1 ) . La figure ci-dessous représente cette base et les images des deux vecteurs.



1.0

0.51
v, =(1,0) 2V2
0.0 - e
\\\
—0.5 -
~10- 1:,1=(1, - 1) B Av2=2vo+vi=(3, - 1)
—~1.5- _‘
20 ..."‘\..,_Avl =2V,
—-2.5- . | | | |
0 1 2 3 4 5

a4 n_ (1-1 11—, )_
3. Posons N = A — 259 Oncalcule IV —(_1_|_1 & —141 = 0.Comme 2Iqget

N commutent, la formule du binéme donne A™ = 2" I3 + n 27~1 V. Donc
A" — (En + nan—l nan—l1

_pan—l  gn nﬁﬂ—l) pour tout n £ M.

Corrigé de I'exercice 13 : Trigonalisation d'une matrice d'ordre
3

1. On développe det(X I3 — A) selon la premitreligne (X —3,2,1) :
X, = (X =3 [(X +1)(X =D +1]=2[-2(X =1)=1]+[2 = (X +1)].

Le premier terme vaut {X — S)XE . Le deuxieme vaut 4 X — 2, etle troisieme ] — X .
Donc ¥, = X3 -3X2+43X —1= (X -1)°

2 -2 -1 1 -1 0
2.0na NN = _21 ? -1 0 ,puis N2 = %] %] D?D . Chaque ligne de IV,

appliquée aux colonnes de 2, donne 0.Donc N3 — [j.Comme M 4 divise (X — 1}3
et que Ng% 0,onobtient p, = (X —1}3.

1
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3.0na Neg=(2,2 -1)et N2 e; = (1,1,0) . supposons
a N2 eq —I—bNel +ce = 0. En appliquant Jy 2, on trouve c N2 ey = 0, donc
¢ = [ .Enappliquant ensuite IV ,ontrouve h = 0 ,puis a = 0. La famille est libre, donc
cestune basede R3.Comme A = I3+ IN,ona A(N?e) = NZe,

1 1 0
A(Ne)=Ne +N2ej et Aep=e +Nep ponc T:(D 1 11),avec

o0
(% 2 1>
P = .0 .
0 -1 Do

4, Les matrices f3 et IV commutent,et py3 — (1. La formule du bindme donne

A" = I34+nN + @ IVZ . En notant Cp = n[ng—l) , on obtient

l1+2n+c¢c, —-2n-c, —M
2n+c¢y 1—2n—¢c, —m |.Pour n = 1,onretrouve bien A .
—7l 7 &1

A" =

Corrigé de I'exercice 14 : Sous-espaces caractéristiques

0 -2
1. Lamatrice B — g = -1 donne z = 0 ,puis £ = 0.Donc IV estla
0 1,1

L T e ]

1

o 0 0
Ny estle plan d'équation —2x 4y —3z = 0. Ainsi N1 = Vect(0,1,0) et

Ny = Vect((1,2,0), (0,3,1) .

0 0 0
droite engendrée par (0, 1, 0). Ensuite, on calcule (B — 2I'3)% = <_2 _3 ) . Donc

2. Les dimensions valent 1 et 2, soit les multiplicitésde 1 etde 2 dans
Xg = (X -D(X - 2)2 .Le vecteur (0,1, 0) ne vérifie pas I'équation de IN'g, car
—0+1—0 =1.Lasomme est donc directe, de dimension 3 .Ainsi R3 = N{@ Nqy.0n

remarque que le sous-espace propre ker{B - 213) = Ve-:t{l, 2, D:l est strictement contenu
dans INgq.

3. Oncalcule Bwy = wy et Bwy = (2,4,0) = 2wy Enfin, Bwy = (-2,2,2).0r

1 0 0
2wy + 2wy = (=2, -4 +6,2) = (~2,2,2) . La matriceest T = ? >
0 0 2

: elle est diagonale par blocs, et chaque bloc est triangulaire.

4. Ona tr{B}z2—|—1—|—2=5=1—|—2—|—2.Dep|us, det{T}ZIXEXEZ'i.En



développant det B selon la derniére ligne, on trouve 2 x (2 x 1 —0) = 4. Les deux
relations sont vérifiées.

Corrigé de I'exercice 15 : Propriétés des matrices nilpotentes

1. Soit X unevaleur propreet = ?é 0 telque Wr = Ax.Alors 0= Nk = 3Kk, donc
A = 0.Sur C, X estscindé, et sa seule racine est (. Donc Xy = Xﬂ, et
te(IN') = 0, puisque la trace est la somme des racines de Xy .

2. Le polyndme Xk annule IV, donc s le divise. Par minimalité de By = Xk par
Cayley-Hamilton, X py divise Xy = X" ponc k < n.

3. Oncalcule (F, —N)Ip,+N+...+ N1 =1, - Nk=71, . Donc I,—-N
est inversible, d'inverse In—l—N—i—...—l—Nk_l.

4, Ona Ngz(

[ NanTan

0 3
0 0 )et jyv3 = (.Donc
00
115
(I3-N)l=I34N4+N2={01 3],
001

5. Soient M, N qui commutent,avec pgP — 0 et 9 — (0. Laformule du bindme
ptg—1
s'applique : (M —|—N}P+g—1 = Z [Y1et7]
e =0
Dans chaque terme, onasoit ¢ > p,soit p+ g —1—1% > g .Chaque terme est donc nul,
et M + IN estnilpotente. Sans commutation, c'est faux :

([”\ra}r?] g g %] ,}) + ([Hraj.r?] ? g;[? ,}) ( [\ray7?] ?gjé ,}) , dont le carré vaut fy.

o Tl Hghne?]) M N Bl

Corrigé de I'exercice 16 : Nilpotent d'indice maximal

1. Lindice vaut 7, donc 1”1 ?é 0 :ilexiste = telque u”—1(z) ?é (0 . Supposons
n—1 _
Z a,; w'(z) = 0,avecdes %; non tous nuls. Soit 7 le plus petit indice tel que @, ?é 0.
1=0
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On applique ,,»—1—3 . Tous les termes d'indice 2 > 7 deviennent u”_l_i‘.+ﬁ.(;p} =0,
car I'exposant dépasse 1 — 1. Il reste flj,' U”_lliﬂ?:' =0 , donc “1*:,' = 0 . contradiction. La
famille est libre ; elle a . éléments, c'est donc une base de F .

2. 0na ufe;) = umz) =0 et U':E'j':' = €,_1 pour 37 > 2.Lamatriceest Jy,avec
des 1 juste au-dessus de la diagonale et des [ ailleurs.

3. Pour 7 < 7, l'endomorphisme ,,7 envoie 11+ €5 sur 0.llenvoie €417 1€n sur

€1+ 9 €n—j , qui forment une famille libre. Ainsi  rg(u?) = n — 7 . Par le théoreme du

rang, dim ker u? = 7.

4. Supposons g2 — q;.Alors yin — 4,m — [J,donc U est nilpotent, et son indice est au plus
7. Soit k le plus petit entier tel que 2k = n.Alors %k = y2k = (0,car 2k > n.Or
n = 2 entraine k& < n — 1. Ceci contredit le fait que I'indice de % vaut 7..Aucune
racine carrée de u n'existe.

Point de méthode : pour montrer qu'une famille {uf{x)} est libre, on applique la puissance de % qui
ne laisse survivre qu'un seul terme.

Corrigé de l'exercice 17 : Suites récurrentes couplées

1. Posons ¥, = (E&:).Alors Ypr1 =AY, avec A = ([Haa@r?] 3&]

&1 ) .C'est la

matrice de I'exercice 12, et ¥, = A" Y.

2. Onpose N = A — 215 = ([Hary?] 1—‘%58}: .

commuteavec N, A" =2" Iy +nan 1N,

).Onavuque N2 =0.Comme 21y

3. Comme Y g = (1,0), ¥, estlapremitre colonnede A™.Donc

Upy = " L opon—l = (n + 2}2”_1 et v, = —n 271, Vérifionspour n = 2 :la
récurrence donne Uy = 3, Uy = =l puis ug =3 -1=8e vy =-3-1= -4
Les formules donnent 4 x 2 = 8 et —2x 2 = —4.

. Un " U T . . e .
4. On obtient 2—14 =1+ 9 et g—ﬂ, = —5 . Ce sont deux suites arithmétiques, de raisons

1 1

5 et -5 .Ainsi Ugn et Vg croissent en valeur absolue comme 5 9m—1, et non comme

2™ Ce facteur 7 traduit la non-diagonalisabilité de A . La figure ci-dessous confirme que les
points calculés sont alignés.



61 e u,/2" (valeurs calculées)
B v,/2" (valeurs calculées)
—— droite 1 +n/2
41— droite —n/2
2 .
0
-2
—4 1
0 2 4 6 8 10
n

Corrigé de l'exercice 18 : Dimension de l'algebre des

polynomes en u

=l |
T — - ) %
1. Supposons Z:D G U 0 avecdes %; non tous nuls. Alors Z a, X% est un annulateur
T =
non nul de degré < d . C'est impossible par définition de ., . La famille est donc libre.

2. Soit P € K[X].Ladivision euclidienne donne £ = Q@i+ A avec deg B <d . Alors
P(u) = R(u), qui est combinaison de id, ,. .., ud—1. La famille engendre donc K[u] .
C'est une base, et dim K[u] = d .

3. Si u estinversible, [ n'est pas valeur propre, donc [ n'est pas racine de ., . Ecrivons
_ _ . -1 _ 1 .
M, = XQ + P’rfu@'  Alors U o Qu) = Hﬂ@' 1d . penc uTt = i (0) Qu) , qui
appartient a K[u] .
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4. Pour la matrice de I'exercice 2, X2 — X — 9 annule A ,et A n'estpas scalaire. Donc
g = X% - X —2 Ainsi dimR[A] = 2, debase (I3, A).On retrouve que 4—1
et toutes les puissances 4™ s'écrivent ad + bI3.

Corrigé de I'exercice 19 : Restriction et codiagonalisation

1. Pour = € F,ona p, (up)®) = p ()(z) = 0. Ainsi Ky annule Yg.Or Mo est
scindé a racines simples, puisque % est diagonalisable. Donc “  est diagonalisable.

2. Soit = € Fy(u). Alors ulv(z)) = vfu(z)) = A u(z). ponc u(z) € Ey(u) :chaque
sous-espace propre de <% est stable par v.

3. Comme 4 est diagonalisable, © = @EA'@',Chaque El5(u) eststable par . D'aprés

la question 1, appliquée a v, la restriction de % a E;\{u} est diagonalisable. On choisit une
base de vecteurs propres de cette restriction. Ses vecteurs sont propres pour %, et aussi pour u,
de valeur propre J} . La réunion de ces bases est une base de vecteurs propres communs.

4. Oncalcule AB = ([Hraj.r?] 2et ,}) — BA . Ensuite, A(L1) = 3(11) et
Al -1y = (1, -1). peméme, B(1,1) = 3(L,1) et B(1,-1) = —(1, -1} . La base

(1, D), (1, —1)) diagonalise simultanément A et B .

Corrigé de I'exercice 20 : Matrice compagnon

X 0 Gy
1l.Ona XI7-C = -1 X Gy . On développe selon la premiéere colonne :
0 -1 X +a,

O)(I 3 2
XO=X(X(X+a2)+a1)+det( _10 X,X+a2):X +ay X+ a; X +ag

Ainsi x~ = X3 +agX?+a; X +ag.

2. On lit les colonnes : € &7 = €4, puis C2 e; = C ey = eq. Soit
Q= bg+blx+bg}f2 tel que Q{C:l = 0. Alors



QC) ey = bpey +b1eq +byeq = 0,donc & = 0. Par conséquent, deg P 2 3.
Comme ¢ divise X, unitaire de degré 3, on obtient o~ = X,

3. Dans C — A I3, le mineur formé des lignes 2, 3 et des colonnes 1,2 vaut

det(d _1}‘) = 1. Donc rg{C — A Ig} > 2, et chaque sous-espace propre est de

dimension au plus 1. Ainsi, ' est diagonalisable si et seulement si elle a trois valeurs propres
distinctes dans [ . C'est équivalent a : X~ a trois racines distinctes dans [K.

4.0na Xo=X?-2X2-X+42=X*(X-2)-(X-2)= (X -(X -D)(X +1) .La

0 0 =2
matrice est € = (é Dl é ) Enrésolvant (C'— A F3)v = 0 avec U3 = 1, on obtient

v= (A4 agA + aq, A + @y, 1) . Base propre: (=2, -1,1) pour 1, (2,-3,1)
pour —1,et (—1,0,1) pour 2.Parexemple, C(-1,0,1) = (-2,0,2).

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : étude complete d'une
matrice d'ordre 3

X -2 =2 1
1.Ona Xig3-M = _,1 X . On développe selon la deuxiéme ligne :
0 ——2 X -1
Xy =det( _o y2l )+ X(X=2)(X —1) = X(X —2)(X —1) —2(X —2).

Ainsi X g r = (X —2)(X2% - X - 92). ponc
X = (X +D(X -2)? = x3-3X214.

2. Pour —1,lesysttme (M + Izju = 0,avec v = (z,v, 2}, donne T = —Y et
0o 2 -1
Z = —Y . Pour 2, lamatrice M—213:<%] N D)donne z=2yet = =2y,

Donc F_1 = Vect(l, -1,1) et Fy = Vect(2,1, 2} . La valeur propre double a un sous-
espace propre de dimension 1. Ainsi [Ad n'est pas diagonalisable, et

g = (X + DX -2)%

3. Par Cayley-Hamilton, A43 —3Af2 4+ 475 = 0, donc M(3M — Mg} = 4713 .0n calcule

6§ 2 -3
. 2 1 o 1f 0 40
M2 = . Donc M—L =1 -m2) =} I i).par
2 2 11 -2 4 2
1

exemple, la troisieme ligne de 4 fois la troisieme colonne donne %{2 + 2} =1.
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4. Les polyndmes X + 1 et {X — 2)2 sont premiers entre eux, et leur produit X pf annule
A . Le lemme des noyaux donne donc la somme directe. On calcule

2 1

(M — 213}2 = (—2 : —1) . Son noyau est le plan 2 — 61y + 2z = 0. Bases :
2 -6 1

(1, -1,1) pour ker(M +I3),et ((2,1,2),(3,1,0) pour ker(M —2I3)%.

5.0na (X -2 =X2—-4X+4et (X-5)(X+1)=2X2-4X -5 Leu
différence vaut bien 9. Ainsi {3 = Py T+ Py, avec py = é{M —213}2 et

Py = _é{M —5I3)(M + I3).Comme (M + 13)p1 = %XM{M:' — 0, l'image de
Py estdans ker(M + I3).Deméme, limagede Pg estdans ker(M — 273)%.Donc

2 -6 &1
Pl':l: -1, 1:' = ':1: -1, 1:' et que p]_':BJ 1, D:' =0,

f2 -6 1 . 76 -
Plzﬁ(_g ! _1)et Py =1I3—-p;, =3 1 . On vérifie que

6. onprend vy = (L, =1, 1), vy = (2,1,2) et vg = (3,1,0).0na M vy = —vy et
1 2 3
M vy = 2vq . Enfin, M vy = (8,3,2) = 25 + vy. Donc P:<_11 12 1),de

déterminant —9 ?é 0, convient.

7. 50t 5 € RS, avec ©7 = p(5) et Ty = py(s) Dunepart, M" iz, = (-1)" z; .
D'autre part, sur  ker(M — 213)2 ,onécrit M = 273 + (M — 213), ol les deux termes
commutent etot (M — 213}2 s'annule. Le bindme donne

M" Ty = 2" o+ n2" LM — 2I3)x+ . En sommant, on obtient
M™ = (-1)" py+ 2" Py + n2n 1M — 2I'3)p, « Enfin, le calcul donne

(M —2I3)p, = § i ? 1
2 0 — —2

Cette matrice est nilpotente de rang 1, et son image est la droite propre F'5 . Pour
n = 1,onretrouve M = —py + M Pr , ce qui est cohérent avec M by = —py.

Point de méthode : Cayley-Hamilton fournit I'annulateur, le lemme des noyaux découpe I'espace, et
Bézout donne les projecteurs. Il ne reste plus qu'a traiter une partie nilpotente sur chaque sous-espace
caractéristique.

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en L2

Le cours : trigonalisation et Cayley-Hamilton, cours de maths en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur trigonalisation et Cayley-Hamilton

A maftriser avant : Valeurs propres et diagonalisation

Chapitre précédent : Valeurs propres et diagonalisation

Chapitre suivant : Arithmétigue et anneau Z/nZ

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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