Exercices de maths en L3

Tribus et mesures

Exercice 1 : Ensembles dénombrables et argument diagonal

1. Montrer que I'application (m,n) — 27" 3™ est injective de 2 dans IN. En déduire par
récurrence que [¥ est dénombrable pour tout p = 1.

k
2. Montrer que I'application A = Z £ est une bijection de I'ensemble des parties finies de

ke A
N sur M.
3. Montrer que I'ensemble des intervalles ]a,b[ avec a,b € Q et a < b estdénombrable.

4. Soit s:IN — P({IN) une application. On pose D = [n € [\mhbb?]V : n ‘p“rE s{n}}.
Montrer que I n'a pas d'antécédent par 5. Que peut-on en conclure sur 'P{[N:l ?

5. Sachant que [ n'est pas dénombrable, montrer que I'ensemble R \ ) des irrationnels n'est pas
dénombrable.

Soit B = {1,2,3,4}, A =11} et B = {1,2}, comme sur la figure ci-dessous.
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1. Déterminer la tribu o {A}).

2. Déterminer une partition de & en trois parties dont chacune s'écrit a I'aidede 4 et B .En
déduire la liste compléte des éléments de  &( {4, B}:l .

3. Lapartie {1,3} appartientelled o{{4,B}) ?

4. Soit F finiet {El, fs4.. hL}H Ep} une partition de  F en parties non vides. Combien
d'éléments possede la tribu engendrée par cette partition ?

Exercice 3 : Une algebre qui n'est pas une tribu

Onnote F lafamille des parties A C IN tellesque A estfinieou N \.l A est finie.

1. Montrer que JF est une algebre.
2. Montrer que J n'est pas une tribu.
3. Déterminer la tribu  &(F ) .

4, Pour A € F ,onpose p(A) =0si A estfinieet u{A) =1 sinon. Montrer que / est
additive sur F , c'est-a-direque u{A U B) = u(Ad) + u(B)si A, B € F sont



disjointes. Montrer ensuite qu'aucune mesure sur J{F) ne prolonge [,

Exercice 4 : Tribu des parties dénombrables ou codénombrables

Onnote 7 lafamille des parties A C R tellesque A estdénombrableou R\ A est
dénombrable.

1. Montrer que J estune tribusur [R.
2. Montrer que 7 est la tribu engendrée par les singletons.
3. Montrer que [0,1]¢ 7. En déduire que T~ est strictement incluse dans B(R).

4. Pour A € T ,onpose u(A) = 0s A estdénombrableet u(A) = 1 sinon.Montrer que
I est bien définie et que c'est une mesure de probabilité sur (R, T ).

Exercice 5 : Réunions de tribus

1 soit B ={1,23}, A; =o({{l}}) et Ay = o({{2]}). Montrerque .A; U Aq n'est
pas une tribu. Déterminer oA U Aq] .

2. Sur N,onpose A, = o({{0}, {1}, 4..., {n}}) . Montrer qu'une partie B C N appartient 3
A, sietseulementsi BN {n+1,2,..[\hspapace?]L.} estvide ou égal 3
{n+1,2,. .[\hspapace?]l.}.

3. Montrer que la suite (.A,,) est croissante et que U= U Apn est une algebre.
i

4. Montrer que {4 n'est pas une tribu. Conclure sur la réunion croissante de tribus.

Exercice 6 : Tribu image réciproque et tribu transportée
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Soit f:E — F' une application.

1. Soit 1B unetribusur F .Montrer que f_l(B} = [f_l{B:l,B = B} est une tribu sur B

BCF
2. Soit A unetribusur FE.Montrerque T = est une tribu sur F'.

f THB) [\inin?] A

w

. Montrer par un exemple que la famille {f{A}, A€ .A} n'est pas toujours une tribu sur F'.

I

. Soit € C P(F).Montrerque o f71(C) = Fo(C).

Exercice 7 : Générateurs de la tribu borélienne

1. Montrer que B(R} est engendrée par la famille des demi-droites [a@, +oo[ , a € R .
2. Montrer que B(R) est engendrée par la famille des parties compactes de .

3. En utilisant I'exercice 4, montrer que la tribu engendrée par les singletons de [R est strictement
incluse dans  B(R).

Exercice 8 : Premieres propriétés d'une mesure

Soit (F,.A, ) unespace mesuréet A, B, C € A demesures finies.

1. Démontrer la formule d'inclusion-exclusion
pAUVBUC) = p(A) 4+ p(B)+ p(C)—p(ANB)—pu(AnC)—pu(BNC)+u(AnBnC).
2. On suppose que M est une probabilité, que J.-_;{A} = H{B:' = Ju{c) = %,que les trois
intersections deux a deux sont de mesure % et que ,u{A mnmBn {?j = % . Calculer
plAUBUC) et pu(A°N B NCY).



3. Soit (A,) unesuitede 4 .Montrerquesi u{Ay,) = 0 pourtout 7, alors
H(U Ap) =0 s p estune probabilité et si  u{Ay,) = 1 pourtout 7, montrer que

QPSS

4. Soit v: A — [0, +co] telleque () = 0, additive pour les réunions finies disjointes, et
continue sur les suites croissantes. Montrer que 1 est une mesure.

Exercice 9 : Une mesure discrete sur N

+oo
Sur (N, P{IN}), on considére u = Z 2 "8, .

n=1

1. Montrer que /4 est une mesure de probabilité. Déterminer les parties A telles que u(A) = 0
2. Calculer la mesure de I'ensemble P des entiers pairs, puis celle de I'ensemble I des entiers
impairs.

3. Pour IN > 1,calculer pi{n€ N:n > INJ). Calculer aussi la mesure de I'ensemble des
multiples de 3.

4. Vérifier la continuité décroissante sur la suite A py = {n = IN'}. Que se passe-t-il pour la
mesure de comptage ?

5. Soit 1 = 8+ c,ol ¢ estlamesure de comptage sur IN. Calculer ©{{0,1,2}) et v(P)

Exercice 10 : Mesures sur un ensemble dénombrable et atomes

1. Soit f une mesure sur (N, P(NJ) . Montrer que # = ;[M p(ind) 6y
n

2. Montrer qu'il n'existe aucune probabilité sur  P(IN} qui donne la méme masse & tous les
singletons.
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3. Montrer que la mesure de comptage sur [ est & -finie mais pas finie.

4. Soit K une mesure finie sur un espace mesurable {, A) dont les singletons sont mesurables.
Un point & estun atomesi u({x} > 0.Montrer que, pour &k > 1, l'ensemble

Sy = {;[:; u(fz)) > %k}} amoins de k u(E) éléments. En déduire que I'ensemble des

atomes est dénombrable.

+co
5. Sur (R, B(R})), onpose pu = Z 27" 81/n . Calculer (10, %]} p(10}) et
n=1

p(]0,€]) pour £>10.

Soit /4 une probabilité sur (R, B(R)) et Fz) = u(]—oo, =]).

1. Montrer que F' est croissante, qu'elletend vers 0 en —o0 etvers 1 en oo,

2. Montrer que F' est continue a droite, que sa limite a gauche en & vaut
F(z7) = p(]-o0,a[)  etave w((z}) = F(&) - F(z7).

3. Endéduire que F' estcontinueen £ sietseulementsi w({r}) = 0.

4. On pose désormais P“:B:' = %SD(B} + % )\{B M [D,l]} pour B € B{IR}. Montrer que K
est une probabilité.

5. Calculer F' ettracer son graphe.

6. Calcler p({01), w(]0,3]). w([0,5]) et w(@).

Exercice 12 : Lemme de Borel-Cantelli

Soit (F, A, ) unespace mesuréet (A,) unesuitede .4 .On pose




limsup 4,, = ﬂ U Ag

1. Montrer que x € limsup A, sietseulementsi Z appartient a une infinité de A, .

2. On suppose que Z #{An} <. +oo . Montrer que Ju{limsup An} = 0. Traduire ce résultat
par une phrase contenant « presque partout ».

g

3. Pour g = 1,onpose Ag = U |
p=0
que, pour presque tout x € [0,1], il n'existe qu'un nombre fini d'entiers ¢ = 1 tels que

[\big|7]z — g[HbiEI?] {# pour un certain P € {0,..., g} .

p_1P 1 4 o
q 431 + gg[ . Montrer que A{Ag) < ok En déduire

4. Montrer par un exemple que I'on peut avoir Z MAR) = 400 et Allimsup 4,) = 0.

Exercice 13 : Ensembles négligeables pour la mesure de Lebesque

1. Montrer que I'ensemble des nombres dyadiques
{k 27" k € athbbZ, n € [\maththbb?]IN} est négligeable.

2. Montrer qu'une partie négligeable de [ est d'intérieur vide. En déduire que le complémentaire
d'un ensemble négligeable est dense.

3. Montrer que A{[0,1] } @) = 1. Retrouver ainsi que [0,1] | @ n'est pas dénombrable.
4. Montrer que Z est négligeable et que A(R\ Z) = +oo .

5. Soit & € ]0,1[ . Construire un ouvert T dense dans [0,1] telque A{U) < .

Exercice 14 : L'ensemble triadique de Cantor

Onpose K = [D,l] . On obtient A 541 en retirant de chaque segment de & ,, son tiers central
ouvert. Ainsi, K1 = [0, %] U [%: 1] - On note K = m K La figure ci-dessous montre les
mn
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premieres étapes.

0 1/3 2/3 1

&

K1 —— —
Ko e— e e —
K3y wm mm - = - = - .
Ky mm mm EE mE EE EE EE EE

1. Montrer que i, estlaréunionde %™ segments disjoints de longueur 3~ ™ . Calculer

AME ).
2. Montrer que K est un compact, qu'il est borélien et que A(K ) = 0.

3. Calculer la somme des longueurs des intervalles retirés au cours de la construction.

4. Montrer que les segments de Ky, sontles [a, a —|—3_ﬂ] avec @ = Z €37 ke

€ € {0, 2} . En déduire que, pour toute suite (€5 )k > 1 a valeurs dans {D 2}, le réel

k
kéjl eg 3 appartienta A .

5. Montrer que I'application kj" - Z}: estinjective. En déduire que H est

négligeable mais non dénombrable.

Exercice 15 : Mesure extérieure de Lebesgue d'un segment

On rappelle que A*(Aj est la borne inférieure des sommes Z ':bn - ’In:' sur les suites
n

d'intervalles ouverts ]ay, by,[ quirecouvrent A . Soit a < b.On veut prouver que



}l*{[a,b]} — b — a. La figure ci-dessous montre un recouvrement fini d'un segment par des intervalles
ouverts.

las, bs[
( \
las, bs[ ' !
la4, ba[
Jan, il ( v )
£ - J1az, b \
\ Fi

1. Montrer que X" ([a,b]) < b —a.

2. Montrer par récurrencesur p > 1:si [a,b]

r
Z (bg —ap)>b—a.
k=1

||C“a

ak, bi[ , alors

3. Al'aide du théoréme de Borel-Lebesgue, en déduire que A*([a,8]) = b —a.

4. Endéduire A (Jap[) =b—-a. A'(R) = +eo et A(0,]\Q)=1.

Exercice 16 : Mesures extérieures et parties mesurables

1. Soit F un ensemble ayant au moins deux éléments. On pose u*(d) = 0 et w*(A) =1 si
A+ 1. Montrer que f+* est une mesure extérieure.

2. Déterminer les parties ¥ -mesurables.

3. Sur R,onpose w*(A) = 0si A estdénombrableet ©*(A) = 1 sinon. Montrer que z*
est une mesure extérieure.
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4. Montrer que les parties 1+* -mesurables sont exactement les parties dénombrables ou de
complémentaire dénombrable. Quelle mesure le théoreme de Carathéodory fournit-il ?

Exercice 17 : Invariance de la mesure de Lebesgue

On utilise le théoreme d'unicité des mesures du cours.

1. Soit x &€ R .Montrer que x -+ A estborélien pourtout A & B{IR} , puis que
v(A) = Az + A) définit une mesure égalea }.

2. Soit ¢ 0. Montrer de méme que A{cA) = |c| A(A) pour tout borélien A .

3. Soit A une mesure sur B(R) invariante par translation, telle que u{ ]0,1]) = & < +oo.

Montrer que  (]0, %]) — % pourtout ¢ > 1,puisque u{]0,f]) = et pourtout 0.

En déduire que i = o A,

Exercice 18 : Fonctions mesurables usuelles

1. Soit (F, A} unespace mesurableet A C E . Montrer que 14 est mesurable si et seulement
si A e A.

2. Montrer que toute fonction croissante f : R — R est borélienne.

3. Justifier que les fonctions 1, = — | & | et h:z — 22101](®) + e 17, +oo[ ()
sont boréliennes.

4. onmunit B = {1,2,3,4} delatribu A = o({{1},{1,2}}) de I'exercice 2. Caractériser les
fonctions f : E — R mesurables. La fonction f{k) = k est-elle mesurable ?

Exercice 19 : Suites de fonctions mesurables




Soit (F, A) un espace mesurable et l:fﬂ:l une suite de fonctions mesurables de & dans [K.On
admet qu'une fonction g:F — R est mesurable dés que {g < a} € A pourtout a € R .

1. Montrer que S%F' fﬂ , iI,.;llf fﬂ et limsup fn sont mesurables.

2. Montrer que I'ensemble ' des = € K tels que la suite l:fnliﬁ:l:l converge dans [
appartienta A.

3. Onpose flz) =lim f (z)si £ € C et f(zr) = O sinon. Montrer que [ est mesurable.

4. Soit g:R — R dérivable. Montrer que g’ est borélienne.

Exercice 20 : Egalité presque partout

1. Soit f, :R — R continues et égales )} -presque partout. Montrer que | = g¢.

2. Pour z € [0,1], on pose fﬂ(:l?:l = x™ . Montrer que l:fﬂ:l converge } -presque partout
vers [J, mais pas partout.

3. Montrer que 1Q est égale presque partout a une fonction continue, mais que 1[[], +co[ nel'est
pas.

4. On munit R de la mesure de Dirac & . A quelle condition deux fonctions boréliennes f et g
sont-elles égales SU -presque partout ?

Exercice 21 : Approximation par des fonctions étagées

onmunit [0,1] de sa tribu borélienne et on pose f(z) = £2.Pour n > 1,o0n note
- —Tn K . .
@, = min(n, 2" " | 2" f |) rapproximation du cours.

1. Ecrire %1 et %1g sous forme canonique, en précisant les ensembles sur lesquels elles sont
constantes.
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2. Montrerque 0 < f—¢ < 27" sur [0,1] pourtout m > 1.

3. Pour une fonction étagée positive ¢ = Z o, lﬂt- écrite sous forme canonigue, on pose
I(p) = Z or; A(A;) . Calculer I{@s) et comparer a % :

4. Montrer que 4 = 1[0,1] Y @ est une fonction étagée et calculer Il:g:l . Pourquoi & n'est-elle
pas une fonction en escalier ?

Exercice 22 : Probleme : un ensemble non mesurable

Sur [0,1],onnote & ™~ ¥ lorsque & — Y € @ .Onadmet I'axiome du choix.

1. Montrer que ™ est une relation d'équivalence sur [0,1] .
2. On choisit une partie ¥° C [0,1] qui contient exactement un élément de chaque classe

d'équivalence. Soit (7)., £ une énumérationde QN [-11] et Vi =71, + V.
Montrer que les ¥ 4, sont deux a deux disjoints.

3. Montrer que [0)1] C UVn C [-1,2],
n

4. On suppose que ¥ est borélien. En utilisant I'invariance par translation de } , obtenir une
contradiction.

5. En déduire que B(R) # P(R), puis qu'aucune mesure 4 sur P(R) invariante par translation
ne vérifie 0 < u([0,1]) < +oo.

Exercice 23 : Probleme : lemme de classe monotone et unicité des mesures

Une famille A C P(E) est une classe monotonesi B € M ,si B\ A € M désque
A Bec Met A C B,etsi M eststable par réunion croissante dénombrable.

1. Montrer qu'une tribu est une classe monotone et qu'une intersection de classes monotones est une



classe monotone. On note  m(C) la plus petite classe monotone contenant C C P(E).
. Montrer qu'une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.

. On suppose (C stable par intersection finie. Pour A € C, on pose
Mi = {B e m(€):,N B € m(m(C)} . Montrer que M; = m(C).

. Pour B € m(C),onpose My ={A € m(C):,NB e m(C)}.Montrer que
My = m(C) . En déduire que m(C) = o(C).

. Soit 4 et 1 deux mesures finies sur o(C]}, égales sur C ettelles que u(E) = v(E).
Montrer que M = I,

Csur B o= {1,2,3,4) onprend € = {{1,2},{L,3}}, p =1(8) +6a) et
v = %(52 + 53} . Montrer que & et 1 coincidentsur ( etsur &', mais pas sur J{C} .
Quelle hypothése manque ?

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : tribus et mesures, cours de maths en L3

o A maitriser avant : Espaces métriques : ouverts, fermés, continuité

e Chapitre précédent : Complétude, espaces de Banach et point fixe
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e Chapitre suivant : Intégrale de Lebesgue et théoremes de convergence

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/integrale-lebesgue-convergence-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
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