Corrigés des exercices de maths en L3

Tribus et mesures

Corrigé de I'exercice 1 : Ensembles dénombrables et argument
diagonal

1. Supposons 97 3™ _— gm/ gn’  Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, les
exposants de 2 etde 3 coincident: s = wm' et n = n'.Ll'application est donc injective
et [J2 est dénombrable. Ensuite, si ¥ s'injecte dans [N par %p, alors

(z, n) — Q'LPI:‘T) 3" injecte P+l — P » py dans IN.Parrécurrence, [P est
dénombrable pour tout p = 1.

— k
2. Tout entier IV s'écrit de facon unique en base 2, sous la forme N = k;ﬂ 2 avec 4

fini: 4 estl'ensemble des rangs des chiffres égaux a 1 . L'existence donne la surjectivité, et

k
I'unicité donne I'injectivité. L'application A= };;ﬂ - est une bijection, donc les
parties finies de [N forment un ensemble dénombrable.

3. L'application ]a,b[ — (a,b) estinjective, & valeurs dans ©2.0Or @ est dénombrable, donc
EQE aussi, comme produit fini. Les intervalles ouverts a extrémités rationnelles forment un
ensemble dénombrable.

4. Supposons que I = s(m) pourunentier m .Si m € I, alors par définition
m ¢ s(m) = D, cequiestabsurde.Si m & D ,alors m ¢ s(m), donc m € D, ce qui
est encore absurde. Ainsi, 17 n'a pas d'antécédent. Aucune application de [+ dans 'P'{[M:l
n'est surjective, donc P({IN) n'est pas dénombrable.

5. Raisonnons par I'absurde. Si R Y @ était dénombrable, alors R = @ U (R \ @) serait une
réunion de deux ensembles dénombrables, donc dénombrable. C'est faux, donc [ \ @) n'est
pas dénombrable.

Point de méthode : pour prouver qu'un ensemble est dénombrable, on cherche une injection vers un
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ensemble déja connu comme dénombrable ; pour prouver le contraire, on cherche un argument diagonal
ou une injection d'un ensemble non dénombrable.

Corrigé de I'exercice 2 : Tribu engendrée sur un ensemble fini

1. Lafamille {[\etyset?], {1}, {2,3,4}, E'} est une tribu qui contient A . Réciproquement, toute
tribu contenant A contient i, & et A°.Donc

JI: {A]:I = {[Hetj,rset?], {1}, {2,3,4}, E} .

2.Onpose By =A=1{1}, Ey=B\A={2}et E3= B°={3,4}.Cestrois parties
sont dans J{ {A,B}} et forment une partition de £ . D'apres le cours, la tribu engendrée par
une partition finie est formée des réunions de ses atomes. De plus, A = F{ et
B = EjU Bq,donc o {4,BY) = o({F, By, F3]).0nobtientles 93 — g
éléments §, {1}, {2}, {34}, {L2}, {134}, {234} et E.

3. Tout élément de cette tribu qui contient 3 contient I'atome {3,4} , donc contient 4 . Ainsi,

{13} ¢ o({4,B)).

4. Les éléments de la tribu engendrée sont les réunions U_;r E, avec J C {1,. - p} . Comme
T e

les £, sontnon vides et disjoints, deux parties J distinctes donnent des réunions distinctes. La
tribu posséde donc 9F éléments.

Corrigé de I'exercice 3 : Une algéebre qui n'est pas une tribu

1. D'abord, N € F, car son complémentaire est vide. Ensuite, si A est finie, A° estde
complémentaire fini, et inversement : F est stable par complémentaire. Enfin, soit A, B £ F
.Si A et B sontfinies, A I B estfinie. Sinon, I'une d'elles, disons 4 , a un
complémentaire fini ; alors {A W B}C C AF estfini. Donc F est une algébre.

2. Chaque singleton {2k} estdans JF . Pourtant, leur réunion est I'ensemble P des entiers
pairs, qui est infini, et dont le complémentaire, I'ensemble des impairs, est infini aussi. Ainsi

P gé F ,et F n'est pas stable par réunion dénombrable : ce n'est pas une tribu.

3. Latribu o(F) contient tous les singletons. Or toute partie de N est la réunion dénombrable de



ses singletons. Donc  o{F ) = P(N).

. Soit A, B € F disjointes. Elles ne peuvent pas étre toutes deux de complémentaire fini : sinon
A C B serait fini, alors que A estinfini.Si A et B sont finies,
pAUB) =0 = u(A)+ u(B).si A estcofinieet B finie, alors A U B est cofinie
et j_&{A U B:l = 1=1+40.Ainsi [ estadditive. Supposons maintenant qu'une mesure "
sur P{IN) prolonge [.Par o -additivité,

400 400
m(N) = ZU m((n)) = ZU pu(iny) =0,

.....

alors que m(N) = g(N) = 1. Aucune mesure ne prolonge / : I'additivité finie ne
suffit pas.

Corrigé de l'exercice 4 : Tribu des parties dénombrables ou

codénombrables

. D'abord, [ & T , car son complémentaire est vide. Ensuite, la définition est symétrique en A
et AS,donc T eststable par complémentaire. Enfin, soit (A, ) une suitede 7~ .Sitoutes
les A, sontdénombrables, leur réunion I'est aussi, comme réunion dénombrable d'ensembles
dénombrables. Sinon, il existe **( tel que A%D soit dénombrable ; alors (U An)c - A%D

est dénombrable. Donc T~ est une tribu.

. Les singletons sont dénombrables, donc ils sont dans J ; par minimalité,

o(singletons) C T . Réciproquement, une partie dénombrable est une réunion dénombrable
de singletons, donc elle est dans ¢ {singletons) . Une partie de complémentaire dénombrable
est le complémentaire d'un tel ensemble, donc elle y est aussi. Ainsi T~ = o {iz},z € IR}:I .

. Le segment  [0,1] n'est pas dénombrable. Son complémentaire contient [2,3], donc il n'est pas
dénombrable non plus. Par conséquent, [D, ] ¢ T . Par ailleurs, les singletons sont fermés, donc
boréliens, et T C B(R) par minimalité. Comme [0,1] € B(E) } T , l'inclusion est
stricte.

. Une partie ne peut pas étre a la fois dénombrable et de complémentaire dénombrable, sinon [
serait dénombrable. Donc /4 est bien définie. De plus, w(l) = 0 et u(K) = 1.Soit (A,)
une suite disjointe de 7. Si toutes les A, sont dénombrables, la réunion I'est, et les deux
membres de la ¢ -additivité valent (. Sinon, soit Any de complémentaire dénombrable. Pour
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n#ng,ona A, C ARy donc A, estdénombrableet u(A,) = O.Enfin, la réunion
contient Ang, elle est donc codénombrable et de mesure 1= Z H':An:' . Ainsi /& est
n
une probabilité sur (R, 7).

Corrigé de I'exercice 5 : Réunions de tribus

1. ona A; = {0, {1}, {23}, B} et Ag = {B,{2},{1,3}, B} . La partie {1} U {2} = {1,2)
n'appartient a aucune des deux. Donc .Al L .Ag n'est pas stable par réunion : ce n'est pas
une tribu. Ensuite, (A7 U Ag) contient {1}, {2}, puis {3} = J1,2}". Elle contient tous
les singletons de I'ensemble fini & .Donc ¢{.A; U Aq) = P(E).

2. Posons &, = {n+1,2,. .[\hspapace?]1l.} . Les parties {0}, ..., {n}, &, forment une
partition dénombrable de [, et Qn est le complémentairede {0} U ...l {n} .Donc A,
est la tribu engendrée par cette partition. D'apres le cours, ses éléments sont les réunions d'atomes.
Ainsi B € A, sietseulementsi B M€ vaut i ou ¢ .

3. Les générateurs de A, sont parmiceuxde Ap41,donc A, C A,11. Montrons que I
est une algébre. Elle contient IN.Si B € I ,alors B € A, pourun 7, donc

Bc A, cuU.si Be A et B ¢ A, alorsles deux sont dans Amas(n,m) , donc

B U B/ aussi. Ainsi  I{ est une algébre.
4. Chaque singleton {2k} appartient a Agk C 4 . Cependant, pour tout 7, I'ensemble

Fn Qn des pairs supérieurs a . n'est ni vide ni égal a Qn .Donc P ¢ .Aﬂ pour tout 7%,
et P g 4 . Une réunion croissante de tribus n'est pas toujours une tribu.

Corrigé de I'exercice 6 : Tribu image réciproque et tribu

transportée

1. ona E = f~}F).ensute, B\ f~1B) = f~HF\ B) et
(B = 7Y Ba) | i
m n/. Comme J8 estune tribu, les membres de droite sont des
m T

images réciproques d'éléments de 1B . Donc f_l{B:l est une tribu.



2. Les mémes formules donnent le résultat. En effet, f_l(F) = Fec A.Si f_l(B:l c A,
alors f_l{F \B) = E\ f_l{Bj c A .Enfin, si f_l{Bﬂ} e A pourtout 7, la
réunion est dans .4 .Donc T est une tribu, la tribu transportée.

3. Prenons B = {1,2}, A=PE), F ={a,bc}, fll)=aet f(2) =0b.Les
images directes forment {[\empset?], {a}, (b}, {a,a,b]} . Cette famille ne contient pas F
: ce n'est pas une tribu.

4. D'aprés la question 1, f_l(g{ﬂ}} est une tribu. Elle contient f_l{ﬂ} , donc elle contient
o(f71(C) . Réciproquement, on pose T/ = {B cF:fYB)e g(f—l(c:,}} _Clest
une tribu d'aprées la question 2, et elle contient (. Par minimalité, g(ﬂ} . ’]r'd*r , Ce qui signifie

FH6) € o(f1C) . Dourégalits o(f1C) = FH0(C)-

Point de méthode : |a tribu transportée sert a « remonter » une propriété vraie sur des générateurs a
toute la tribu engendrée ; c'est I'argument de minimalité le plus fréquent du chapitre.

Corrigé de I'exercice 7 : Générateurs de la tribu borélienne

1. Notons T = o({[a,4oo[, & € bR}) . Les demi-droites [a, +oo[ sont fermées, donc
T C B(FR) . Réciproquement, ]-0,a[ = [a, -|-¢.:.[': € T . Ensuite,

|—00, a] = ﬂ ]—m;a+%[e7?

n > 1

Or ces demi-droites engendrent B([) d'aprés le cours. Donc B{R) C T, puis T = B(R).

—00, a] = U [a —n,a]
n>1
une réunion dénombrable de compacts. Elle appartient donc a la tribu engendrée par les compacts.

2. Un compactde [ estfermé, donc borélien. Réciproquement, ] est

Par le méme argument, cette tribu est B(K).
3. D'apres |'exercice 4, la tribu engendrée par les singletons est la tribu 7~ des parties dénombrables

ou codénombrables. Elle est incluse dans B([K) et ne contient pas [0,1] : I'inclusion est
stricte.
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Corrigé de I'exercice 8 : Premiéres propriétés d'une mesure

1. D'apres le cours, pour des parties de mesure finie,
pXUY) = u(X)+p(Y)—pu(X NY). Onlappliqued X = AUBet ¥ =C

p(AUBUC) = p(AUB)+ p(C)—pl(AnC)u (BnCY).

Ensuite, u(A U B) = u(d) + u(B) —u(d N B), et
plANCIU(BNC) = uANC)+ u(BNC)— ulA N BN C). Enregroupant,
on obtient la formule d'inclusion-exclusion annoncée.

2. On calcule JL,;(A U B f_’:} — %_%4_% = W.Ensuite, A BN F estle

complémentairede A IJ 8 1J . Donc P;{A U BU C} = 'BE et
u(A° N B nCt =L

3. Par sous-additivité dénombrable, ,L.;(U Ay) < Z p( A, ) = 0. Dans le second cas, on passe
au complémentaire : p(A%) =1—1 = 0,donc JL.;(U A7) =0.0r

(NAn = (| JAL) ainsi p(()A4x) =1-0=1.

4. Soit (A,) une suite disjointe et B, = AgU...U A,  lasuite (B,) estcroissante, de
n

réunion U A . Par additivité finie, L’(Bn:‘ = z L”I:A};:' . Par continuité croissante,
k=0

U(g An) = lim v(B,) = ;i(; v(Apg).

Donc 1’ est o -additive : c'est une mesure.

Corrigé de I'exercice 9 : Une mesure discrete sur N

. —n
1. Pour A CIN,ona pA) = " e ;1 . 12 .Si (Ap) estune suite disjointe, le



théoreme de sommation par paquets pour les séries a termes positifs donne
—n
H(U Ak’ Z”(Ak:' De plus, p(N) = ;12 =1 . Enfin, tous les poids 9~ ™
mn
sont strictement p05|t|fs pour 7. = 1, etlepoidsde 0 estnul.Donc [ est une probabilité,
et pu(A) = 0 sietseulementsi 4 C {0} .

2. Les entiers pairs non nuls sont les 2k avec k& = 1.0n somme une série géométrique de raison
1.

7
—+ 00
_ ko 1/4 1,
u(P)= » 4 = 1-1/4 = 3
k=1
Par complémentarité, u(I) = 1— .Ainsi ;(P) = E et u(I) = % .Lafigure ci-dessous

représente les poids : les barres rouges, d'indice pair, totalisent un tiers.

0.51 B N pair : total 1/3
B n impair : total 2/3
0.4 1
=y
~
1 0.31
=
y
~ 0.2
3
0.1 1
0.0' T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
_ M _9-N._1 _ _5l-N
3. Pour N =1, #ln 2 NY) = Z 2 =1 1—-1/2 — 2 . Les multiples

n > N
nonnulsde 3 sontles 3k, k > 1,et 0 estdepoidsnul. Donc u{{n > NJ) = al—

_k- .
et la mesure des multiples de 3 vaut k;l 8 - T.

4. Lasuite (A pr) estdécroissante, d'intersection vide, et (A1) = 1 est finie. La continuité
décroissante prévoit donc H':AN:' — 0, ce que confirme 91—N _y . En revanche, pour la
mesure de comptage, (A ) = +oo pourtout IV . La limite vaut +oo ¥ 0 = (i) :
sans hypothése de finitude, la continuité décroissante tombe en défaut.
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5. ona v({0,1,2}) = 8p({0,1,2}) + 3 = 1+ 3 .Ensuite, P contient 0 et une infinité
d'éléments. Donc  ©({0,1,2}) = 4 et v(P) = +oo.

Corrigé de I'exercice 10 : Mesures sur un ensemble

dénombrable et atomes

1. Toute partie A4 C IN est réunion disjointe et dénombrable de ses singletons. Par ¢ -additivité,

pd) = D p(e) = D p(i)8n(4) pone w= Y plind) én .

n<c 4 n

2. Supposons ,u{{ﬂ}:l = @ pourtout . Alors JU'UN:' - Zﬂ' vaut 0 si a =0 et +oo
T

si a>>0.Dans les deux cas u{N) ?‘3 1 :il n'existe pas de probabilité uniforme sur [N.

3, 0na N= U {D:- = ”} , et chaque {D,- - ﬂ} est de mesure 7. + 1, finie. Cependant,
b

C{IN} = —co . La mesure de comptage est & -finie mais pas finie.

4, Soit %1y - Tm des éléments distincts de &k . Par additivité et monotonie,

B< Y ulmg) = ul{ey, f54. 3} on)) < u(E)

Donc m <k u(E), et S estfini. Orun point est un atome si et seulement si  u( {x7) > %
pour un certain & = 1.L'ensemble des atomes est LEJ Sk , réunion dénombrable

d'ensembles finis : il est dénombrable.

[ [l

1 —n
5. Le point % estdans 0, %] si et seulementsi 1 > 2. Donc p(10,3]) = Z}:g 2 7=
n

.Ensuite, aucun L nevaut O, donc ({0}) = O.Enfin, ]0, €] contient tous les L pour
I 1 1 —
n > 1/e. Ainsi u(]03]) =35, w({0}) = Oet u(]0,€])>0 pourtout &> 0. Les
atomes forment ici un ensemble infini dénombrable qui s'accumuleen 0.



corriaé de I ice 11 : Continuité l t fonction d

répartition

.S & < y,alors |00, 2] C |-o0,y], donc F(z) < F(y) par monotonie. Ensuite, les
ensembles |—oo, —n] décroissent vers f, et [ est finie. Par continuité décroissante,
F({—n) — 0.Comme F estcroissante, salimiteen —co existe et vaut donc 0. De
méme, |—oo,n] croitvers R. Par continuité croissante, F'(n) — u(R) =1,et F
tendvers 1 en +oo.

. Soit Tn une suite décroissante de limite % . Les ensembles |—oo, ©,,] décroissent vers
]—c0, 2], donc  F(x,) — F(x).Comme F' estcroissante, cela prouve la continuité

droite. Ensuite, les ensembles ]_0@! T — %] croissent vers ]—m, :r:[ . Donc

Pz — %} — u(]—co, =), et cette limite est F(x™) par monotonie. Enfin, |—oo, z]
est la réunion disjointe de  ]|—co, z[ et {z}.Donc u{{zx} = Flz) - F(z™).

. La fonction F' est continue a droite. Elle est donc continue en & si et seulement si
F(z™) = F(z) . D'apreés la question 2, cela équivauta u({z}) = 0.

. L'application B — A(B M [0,1]) est une mesure. En effet, siles By sont disjoints, les
B, N [0,1] le sont aussi. Une combinaison a coefficients positifs de mesures est une mesure. De

plus, ,L.;{IR = % + % }L([[jjl]} — 1, donc [ est une probabilité.

. Pour £ <0, lademi-droite ]—0co, ] ne contient pas O et ne rencontre pas [0,1] , donc

_ - 1 1
F(r) = 0.pour 0 < z <1,onobtient Flz) = 5+35 ([, ;f]} .Pour = >1,
F(¢}:%+%.Finalement Fl:a::l:[]si r <0, FI:;]_’;:]: -ga:si 0<z<1,et
F(r) =1 si = > 1.Commelemontre la figure ci-dessous, F' présente un saut de hauteur

% en (1, puis croit linéairement.
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1.0

0.84 F(1/2)=3/4

——— 0'6_
x
Uy
0.4 :
(01) = 1
0.2 saut ,u(-?O}) 5
0.0 o
10 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

6. D'aprés la question 2, u({0}) = F(0) - F(0 ) = %.Ensuite,
#(10,5]) = F(3) - F(0) = § -5 Deplus, w([0, 5]) = u({0]) + (10, 5]) - Enfin, @

contient 0 et A(Q M [0,1]) = 0.0ntrouve u({0}) = %, u(]o, %D = %,
w(0,3) =% et u@) =17

Corrigé de I'exercice 12 : Lemme de Borel-Cantelli

1. Unpoint = estdans limsup A, sietseulementsi, pourtout IV ,ilexiste n > IN tel que
r € A, . Autrement dit, I'ensemble {n:z € A,} n'est pas majoré, donc il est
infini.

limsup 4, C U A
n > N

p(limsup A,) < Z p(Ag).
n > N

2. Pourtout N ,ona T Par monotonie et sous-additivité,

Le membre de droite est le reste d'une série convergente, donc il tend vers (1 quand
N — +oo.Ainsi p{limsup A,) = 0 : presque tout point n'appartient qu'a un



nombre finide A, .

3. Chaque intervalle de Ag est de longueur % ,etilyena g + 1. Parsous-additivité,
2(g+1) 4 - 4

AMAg) < P .0or g+1<2g pour g = 1,donc Aldq) < 43 Laserie Z P

converge. D'aprés la question 2, IN = limsup Ag est négligeable. Or = € Ag signifie

exactement qu'il existe 2 € {0, .., g} avec |z — §| ‘{gla . Donc, pour tout

z € [0,]] | IV, c'est-a-dire presque partout, un tel J n'existe que pour un nombre
fini de valeurs.

4. Prenons A, = ][j] %[ pour 7. = 1. Lasérie z A{An) = Z% diverge. Cependant, la
1

suite est décroissante, donc :L:JN Ap = AN. Ainsi limsup A, = m ]D: ﬁ[ = "?J, de
n I

mesure nulle : la réciproque est fausse.

Corrigé de I'exercice 13 : Ensembles négligeables pour la

mesure de Lebesqgue

1. L'application {k, n} —+ k27" estdéfiniesur Z x N, qui est dénombrable. Son image,
I'ensemble des dyadiques, est donc dénombrable. D'apres le cours, toute partie dénombrable
de [ est négligeable : les dyadiques forment un ensemble négligeable.

2. Soit IV négligeable, inclus dans A borélien avec A(A) = 0.Si IV contenait un intervalle
Ja,b[ avec a <b,onaurait b —a = A{]a,b]) < A{A) = 0, ce qui est absurde. Donc
N est d'intérieur vide. Par passage au complémentaire, [ ‘\ N rencontre tout
intervalle ouvert non vide : il est dense.

3.0na [0,]] = ([0, nQ)U{[0,1]\ Q) réunion disjointe. Donc 1 = 0 4+ A{[0,1]\ Q) .S
[0,1] \ @ était dénombrable, sa mesure serait nulle. Donc  A([0,1] } @) = 1, et cet
ensemble n'est pas dénombrable.

4. L'ensemble Z est dénombrable, donc négligeable. Ensuite, |0, n[ C R\ Z pourtout n > 1,
donc A(R\Z) > A(]0,n[) = n par monotonie. Donc A(R\ Z) = +co.

5. Onénumere QN J01[ = {?“1, 2. .[\hspapace?]].} . On pose
Ip = Jrp—c¢ o—k—1 Tt E 2~k—1[  delongueur ;9—k, et U= L};J Iy ol

C'est un ouvert, comme réunion d'ouverts. Il contient les rationnels de ]0,1[ , qui sont denses dans
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[0,1] .Donc T est un ouvert dense de [0,1] , et AMU) < Z};: e2 F=¢

Corrigé de I'exercice 14 : L'ensemble triadique de Cantor

1. On raisonne par récurrence. C'est vrai pour n = 0.Si K, estlaréunionde 9™ segments
disjoints de longueur 3~ ™, le retrait du tiers central de chacun laisse deux segments disjoints de

longueur 3—n—1. On obtient 9m+1 segments disjoints. Par additivité,

MER) =2"3""=(3)".

2. Chaque K ,; est une réunion finie de segments, donc un fermé. L'intersection K est fermée et
bornée, donc compacte, et elle est borélienne. Elle contient ([, donc elle n'est pas vide. La suite
(K ) estdécroissante et A(HK ) = 1 est finie. Par continuité décroissante,

ME) =1lim (8" = 0.

3. Al'étape n +1,onretire 9™ intervalles de longueur 3—%—1. La longueur totale retirée vaut

donc

gnt+tl —3 1-2/3 =
n=>0

On retire une longueur totale égale a 1, ce qui confirme que }ll:ff:l =1-1=0.

4. Parrécurrence : pour . = 0, l'unique segment est [EI, ] ,avec a4 = 0.Si [r:;, a -+ 3_ﬂ]
est un segment de A, le retrait du tiers central laisse [r;;, a + 3_”_1] et
[a +2-377"1 g 437" . Celarevient & choisir €, € {0, 2} . Soit maintenant
= Z ex 37F et Gp = Zﬂ: €1 375 Le reste vérifie
k21 e

” a—k _ oM —
0<z—a,< k; 2375 =3 " bonc z € [apan+3 "] C K, pourtout
n
1, c'est-a-dire © ¢ K .

= 2.

alg—l"‘-

5. Soit deux suites distinctes etk le premier rang ou elles différent, avec €p = 0et e
Les termes suivants different au plus de 2 chacun, donc

vi—r>2-3F- Y 2.837=2.3F_3k=3"k>0
1>k



L'application est donc injective de {0, 2}"‘1* dans K .Or {D,E}"‘J* est en bijection avec
{D,I}H , qui n'est pas dénombrable. Ainsi A est négligeable mais non dénombrable.

Point de méthode : la continuité décroissante est I'outil naturel pour mesurer un ensemble défini comme
intersection d'une suite décroissante, a condition que le premier terme soit de mesure finie.

Corrigé de I'exercice 15 : Mesure extérieure de Lebesgue d'un
segment

1. Soit £ > 0.Llintervalle ]a —&, & 4 €[, complété par des intervalles vides, recouvre [a,b] .
Donc A*{[a,5]) < b — @ + 2¢ . En faisant tendre & vers 0, on obtient
M(ap) <b—a.

2. Pour p=1:si [ab] C Jaj,b1[ alors @) <@ et b<by,donc b1 —a;>b—a.
Supposons le résultat vrai aurang P — 1, pour tout segment. Le point § appartient a I'un des
intervalles ; quitte & renuméroter, & € Jap, bp[.Si @p <&, alors bp —ap>b —a etcest
fini. Sinon, @ < Gy < b, et le segment [EL, E&p] ne rencontre pas ]flp, bp[. Il est donc
recouvert par les © — 1 autres intervalles. Par hypothése de récurrence,

n—1

Z (bx —ap)>ap—a.Deplus, bp—ap>b—ap.Enadditionnant,
k'PZI

Z {bk-_ﬂ-k,:l}b_ﬂ-.

k=1

3. Soit { |@p, by[ ) unrecouvrement dénombrable de [a,b] . Le segment est compact. D'aprés le
théoreme de Borel-Lebesgue, un nombre fini de ces intervalles le recouvrent déja. D'aprés la

question 2, leur longueur totale dépasse b — @ , donc Z ':bn - an} >b—a gy passant a
mn
la borne inférieure, }l*{[a,b]) > b —a . Avec la question 1, }l*([a,,b]} —b—-a.

4. D'une part, |a,b[ se recouvre lui-méme, donc }l*(]a,b[] < b — @ . D'autre part, pour
O<e<% ona [a+eb—e Clab[,donc 23*(Ja,b[) = b — a — 2e par croissance.
Ainsi }l*{]a,b[} = b — a . Ensuite, }l*(l]?] > }l*{[ﬂ,ﬂ]} — n pour tout 7. Enfin, par sous-
additivité,

1= 2"[0,1]) < A*([0,1]1n Q) + A"([0,1]\ Q) = 0+ A*([0,1]\ Q) < 1.

onobtient \*(Jab[) =b—a, A(R) = +co et X014\ Q) = 1.
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Corrigé de I'exercice 16 : Mesures extérieures et parties
mesurables

1. ona p*@)=0.5i ACBet A£B,alors B£ D, donc p*(A) < p*(B). Enfin,
Si U A, estnonvide, I'undes A, estnon vide, donc Z p*(A,) > 1. Ainsi u* est
une mesure extérieure.

2. Les parties [ et E sonttoujours mesurables. Soit A avec A ?é D et A% £ | Avec
T = E,onobtient wu*(TNA) +u*(TNA)=1+1=2,alorsque p*(T) =1
Les seules parties [i*-mesurables sont | et F .

3. Ona v*{) = 0. Une partie d'un ensemble dénombrable est dénombrable, ce qui donne la
croissance. Si U A n'est pas dénombrable, I'un des A, ne I'est pas, sans quoi la réunion

serait dénombrable. Alors Z v*(A,) > 1.Donc p* est une mesure extérieure.

4. Une partie dénombrable IV vérifie 1*{IN') = 0. D'aprés le théoréme de Carathéodory, elle est
mesurable. Son complémentaire I'est aussi, car les parties mesurables forment une tribu.
Réciproquement, si A et A% sonttous deux non dénombrables, le test avec T = R donne

141 ?‘3 1. Les parties mesurables forment la tribu 7 de I'exercice 4, et Carathéodory
fournit la mesure [ de cet exercice.

Corrigé de I'exercice 17 : Invariance de la mesure de Lebesgue

1. L'application 7:% — t — x est continue, donc borélienne, et = + A = 7—1(A) . Ainsi
x + A estborélien. Ensuite, (] = 0, etsiles A, sontdisjoints, les = + A, le sont
aussi, avec I + U An, = U (x + A,). Donc 1 estune mesure. De plus,
v(Ja,b]) = A(]e + 2,0 + z]) = b —a . Lafamilledes ]a,b], complétée par @, est
stable par intersection : ]a,b] N ]¢,d] = |maxx(a,c), min(b,d)] ou @ .Elle engendre B(R),
et R= U ]=7,1] avec des mesures finies. Le théoréme d'unicité donne 1 = X , C'est-

sdire A + A) = A(A).

2. Deméme, cA = hT1(A) avec A(t) =t /c continue, donc cA est borélien, et
A — AcA) estunemesure. Si ¢>0, c]a,b] = Jca, ch], de mesure c{b—a).Si



c <0, clab] = [cb,cal,demesure ca —cb = |c|[(b — a). Les deux mesures
A — XA{cA) et |c| A coincident donc surles ]a,b] et sont finies surles ]—mn, n] . Par
unicité, A{cA) = |c| A(A) pour tout borélien A .

3. Pour g = 1, lintervalle ]0,1] estla réunion disjointe des ¢ translatés §_|_ 1o, %] , pour

0 < k < g —1.Parinvariance et additivité, o = g Ju;{][j, %]}.De méme, ]D, g] est
réunion de P translatés, donc wf [0, £]) = a £ pour ¢ = 17: rationnel positif. Pour £ > 0
réel, on choisit des rationnels £y qui décroissent vers t.Lles |0, %] décroissent vers ]0,%]
et u(]0,£1]) = a t1 est finie. Par continuité décroissante, w{ |0,f]) = lim e t,, = a ¢,
Parinvariance, u{ Ja,b]) = ©(]0,b6 — a]) = (b — a) . Le théoréme d'unicité donne alors

o= o A,

Point de méthode : pour identifier deux mesures, on les compare sur une famille stable par intersection
qui engendre la tribu, puis on invoque le théoréme d'unicité.

Corrigé de I'exercice 18 : Fonctions mesurables usuelles

1. Pour B C R, I'ensemble 1£1{B} vaut i, A, A° ou K, 6 selonque B contientou
non 0 et 1.Si A £ A,cesquatre ensembles sont mesurables. Réciproquement,
A = lﬁl({l]} ,et {1} est borélien. Donc 14 est mesurable si et seulementsi A4 c A

2.5it a €Ret S={z:flr)<al.5i ye€Set z <y, alors flr)<fly<a,
donc x £ 5 .Unepartiede [ quicontient tous les réels inférieurs a I'un de ses points est un
intervalle de la forme @, R, ]—oo,¢[ ou ]—oo,c]. Dans tous les cas S est borélien,
donc | est borélienne d'aprés le critére du cours.

3. D'abord, @ est borélien, donc 1|Q est borélienne par la question 1. Ensuite, la partie entiere est
croissante, donc borélienne par la question 2. Enfin,  — 2 et £ — % sont continues, les
indicatrices de  [0,1] et ]I, +oo[ sont boréliennes. Par stabilité par produit et somme, 4
est borélienne.

4. D'apres l'exercice 2, les éléments de A sont les réunions des atomes {1}, {2} et {3,4}.Si
f est mesurable, f_l{{f{S}}} est un élémentde A contenant 3, donc il contient 4 :
f{4) = f(3).Réciproquement, si f(3) = f(4), toute image réciproque est une réunion

d'atomes. Les fonctions mesurables sont celles qui vérifient f(3) = f(4) ; la fonction
f(k) = k n'est donc pas mesurable.
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Corrigé de I'exercice 19 : Suites de fonctions mesurables

1. Pour @ € E ,ona SUp fﬂ'@:‘ = @ gjet seulement si fﬂ(d?} < @ pourtout 7. Donc

sup f_ < al = {f < ’1} € A ot SuUp f_ est mesurable. Ensuite,
nt dm A m nt i n

iI;llf fﬂ = —5UP ':_fn:' est mesurable. Enfin, In — ;ipn fk est mesurable pour tout 7

. Donc limsup fn = iI,l;llf Q’n est mesurable.

2. Comme [ est complet, la suite l:fn{d?:l:l converge si et seulement si elle est de Cauchy. On
traduit cette condition avec des quantificateurs dénombrables :

¢ = ﬂ U mN{lfP_fqlii}*

k>1N>0p,qg>

Chaque fonction |fp - fg| est mesurable, comme composée de fp - fg par la valeur
absolue continue. Les ensembles de la formule sont doncdans 4 ,et £ A par
stabilité par réunion et intersection dénombrables.

3. Les fonctions hf-n = fﬂ 1< sont mesurables, comme produits de fonctions mesurables. Pour
v €C, hole) = f (&) = f@) . Pour 2¢C, hy(x) =0= flz). Ansi, hy
converge simplement vers f sur E . Une limite simple de fonctions mesurables est
mesurable, donc f est mesurable.

. [ , . 1
4. Lafonction & est dérivable, donc continue. Les fonctions k., :x — n(g(gg + ﬁ) — g(;p:]) sont
donc continues, donc boréliennes. Par définition de la dérivée, kyn(z) — g/(x) pourtout .
Ainsi ¢’/ est limite simple de fonctions boréliennes : elle est borélienne, méme si elle
n'est pas continue.

Corrigé de I'exercice 20 : Egalité presque partout

1. L'ensemble U = [f ?‘é g} est I'image réciproque de I'ouvert [R* par la fonction continue
f — g .1l est donc ouvert. Par hypothése, il est négligeable. Or un ouvert non vide contient un
intervalle ]a,b[ avec a <b,demesure b —a>>0.Donc U/ = { , c'est-a-dire



f = g partout.

2. Pour 0 < x<1l,ona £m — 0, tandis que fﬂliljl = 1 pourtout 7. La suite converge
donc vers 0 saufsur {1}, qui est de mesure nulle. Ainsi fﬂ — 0 presque partout, mais
pasen 1 — 1. Lafigure ci-dessous montre les courbes qui s'écrasent sur I'axe, sauf au point

(1,1) qui reste fixe.

N [ fa(l) =1
— n=2
— n=>5
081 — n=15
. —— n==60
Tf 0.6 - limite 0 sur [0, 1]
x
“ 0.4
0.2
0.0 = -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

3. Ona {I}Q % =1 'D} = @, qui est négligeable. Donc 1) est égale presque partout a la
fonction nulle, continue. Supposons maintenant g continue et égale presque partout a
u = 1[0, +oo[ . L'ensemble N = [g ?é u} est négligeable, donc son complémentaire est
dense d'aprés I'exercice 13. Ainsi @ = 1 sur une partie dense de ]D, —|—o::n[ ,puis g =1 sur
10, +eo[ par continuité. De méme, g = O sur ]—oo, O . Par continuité en 0, on
obtient g(0) = 1 et g(0) = O, ce qui est absurde : 1[0,+co[ n'est égale presque
partout a aucune fonction continue.

4. L'ensemble [f ?é g} est borélien. Il est négligeable pour 5[3 si et seulement si sa mesure est

nulle, donc si et seulement s'il ne contient pas 0. Ainsi f = g 50 -presque partout si et
seulement si f(0) = g(0) .
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1. Pour = € [0,]],ona z2 € [a, B[ sietseulementsi = € [v&@, /B[ .Pour n =1, les
seuils sont % et 1,et f > 1 seulementen z = 1.Donc

301=0+1[0 Q[+%1[Q}1[+1+1{1},

» 2 2
— ; 1 1 3 .
Pour n = 2, lesseuilssont 7, 5, 7 et 1.0n obtient
1 1
Py =3 1[%, g[ +51 %, g[ + 3 l[% i +1{1}, lavaleur 0 étant prise sur [0, %[ . La

figure ci-dessous montre ces paliers, dont les abscisses sont des racines carrées.

1.0‘ f(X)=X2
— é
0.81 — ¢
— @3
0.6 -
0.4
0.2
0.0
0 1/2 VZ 3 1
2 2

2.Pour n>1et x€[01],ona flzr) <1< n.Deplus,
27" 2" flz) | € flx) <1 < n,doncleminimumvaut 27" | 27 f(x) |.or
| t] < t<|t]|+1 pourtoutréel t.Avec t = 2" f(x), puis division par 2™, on obtient
I'encadrement voulu. Ainsi 0 < f — @, < 27" etla convergence est uniforme sur
[0,1] .



3. On utilise les longueurs des ensembles de la question 1. Le point {1} est de mesure nulle, donc

Moy = (2 -1)+3(2-9)+3(0-9) -2=3=2

Numériquement, Ilif,f«"gjl ~ 0,232 comme @y < [, cette valeur est inférieure a l'aire %

sous la parabole. On a I{fpg} = @ ~ 0,232 < %

4. Lafonction g neprendquelesvaleurs 0 et 1,et g =14 avec A = [01]YQ borélien.
Donc & est étagée, et I{g) = A(A) = 1 d'aprés I'exercice 13. Cependant, A et son
complémentaire sont denses dans [D, ] ,donc & n'est constante sur aucun intervalle non trivial.
Ainsi J est étagée avec I{g) = 1, mais ce n'est pas une fonction en escalier : c'est
tout l'intérét de découper I'axe des valeurs.

Corrigé de I'exercice 22 : Probléme : un ensemble non
mesurable

1.Ona = —x =0 € @, doularéflexivité. Si = —vy € U, alors ¥y —x € (J,doula
symétrie. Enfin, si £ — ¥ et ¥ — & sontrationnels, leur somme I — % |'est aussi. Donc ™
est une relation d'équivalence.

2. Supposons Ty + U = Ty + v/ avec v, v € V  Alors v—v =1, —1r, € Q,donc
w ra ! . Comme ¥ contient un seul élément par classe, ©u = u/,puis Tn = T et
n = m.Les ¥, sontdonc deux a deux disjoints.

3. Soit x € [0,]] et v I'élémentde V équivalentd x.Alors © = & — v estrationnel et
appartientd [—1,1] ,car = et v sontdans [0,1] .Donc T = Tpn pourun 7, et

£ € Vg . Parailleurs, V., C [-1,1]+[0,1] = [-1, 2]. Ainsi [0,1] C U Vi C[-1,2]
ki)

4. Si 'V estborélien, chaque V', l'est,et A(V,) = A(V') parinvariance. Par ¢ -additivité et
monotonie,

L= A[0A) € 5T AV) < A(-1,2]) = 3
n=1>0

Si A(V) = 0, la somme est nulle, ce qui contredit la minoration. Si A(¥} > 0, la somme est
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infinie, ce qui contredit la majoration. Donc ¥~ n'est pas borélien.

5. Lapartie ¥ n'est pas borélienne, donc  B(R) # P(R). Soit ensuite £ une mesure sur
P(R) invariante par translation avec 0 < u([0,1]) < +00. Le segment [—1,2] estinclus
dans la réunion des trois translatés [0,1] —1, [0,1] et [0,]] +1, donc
w([-1,2]) < 3 u{[0,1]) < 400 . Le méme raisonnement donne

0<p(0i) < Z p(V) < p([-1,2]) < +oo , Ce qui est impossible. Une telle mesure
n

n'existe pas.

Point de méthode : la contradiction vient de ce qu'une somme dénombrable de termes égaux vaut 0
ou -+oo ;on retrouve I'obstacle de I'exercice 10 sur la probabilité uniforme.

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : lemme de classe

monotone et unicité des mesures

1. Une tribu contient E'.Deplus, B ‘n\ A = B A° estdans la tribu, et une réunion croissante
est une réunion dénombrable. Donc une tribu est une classe monotone. Les trois propriétés passent
a l'intersection, car chacune porte sur des éléments de toutes les classes. Une intersection de
classes monotones est une classe monotone, ce qui justifie la définition de m.(C) .

2. Soit A une classe monotone stable par intersection finie. D'abord, A = E VA e M.
Ensuite, A U B = (;:1'3 M B':jc € M . Enfin, pour une suite (A, ), les ensembles
B, =ApU...U A4, sontdans AA et croissent vers U A, . Donc U A, e M,
et AAM estune tribu.

3. D'abord, M contient C,car AN C € C pour C € C.Ensuite, F € My, car
ANE =A.5i B c B sontdans M, alors
An(B'\ B)= (AN B\ (AN B),différence de deux éléments emboités de  m(C) .
Enfin, A M U B, = U (A N By} estune réunion croissante. Donc M; est une classe
monotone contenant (. Par minimalité, m(C) C M;j,dou M; = m(C).

4. D'aprés la question 3, pourtout A € C ettout B € miC),ona A M B € m(C). Donc
C C Mg Les mémes vérifications montrent que My est une classe monotone, donc
My = m(C) . Ainsi m{C) est stable par intersection finie. D'aprés la question 2, c'est une
tribu contenant €, donc o(C) C m(C). Inversement, o(C) est une classe monotone
contenant C.Donc m{C) = o(C).



5. Posons D = {A € o([\macal?]C): u(d) = ["'.ﬁnunu?]liA:l} Il contient C et E .Si
A C B sontdans D, alors
p(BN\A) = u(B) — u(A) = v(B) —v(A) = v(B\ A), car les mesures sont finies. Si
(A,) estcroissante dans T, la continuité croissante donne

,u(U Ap) = lim p(A,) = limv(4,) = M(U A,) . Donc D est une classe
monotone contenant . Ainsi D O m{C) = o(C), c'est-a-dire 4 = V.,

6. ona {1} = {1,2) n{1;3}, {2} = {1,231\ {1}, {3} = {1,3} \ {1} et
4l = ({1,23 U {1,3})““" .Donc o(C) = P(E).Ensuite, u({1,2}) = % = v({1,2}).
u({130) = 5 = v({1,3) et p(E) = v(B) =1 Pourtant, wu({l}) =3 et
v( {1}]) = 0. Les mesures différent : il manque la stabilité de C par intersection,
puisque {1,2} N {1,3} = {1 £ C.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

Le cours : tribus et mesures, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur tribus et mesures

A maitriser avant : Espaces métriques : ouverts, fermés, continuité

Chapitre précédent : Complétude, espaces de Banach et point fixe

Chapitre suivant : Intégrale de Lebesgue et théoremes de convergence

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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