Exercices de maths spé

Topologie et continuité

Dans R2, puis dans M, (R}, on considére les parties suivantes. Pour chacune, dites si elle est
ouverte, fermée, ou ni I'un ni l'autre, en justifiant.

1. A= [(a:,y} ER%2:22 4 y2 <4 et y}ﬁ—l}.
2. B=|lzy)e R :oyl\y?] =1}.

[a:, )€ R2:x >0 et zy =20 1} . On pourra écrire ' sans inégalité stricte.
4. D = [{:J:,y} ER2:22 442 < let :r:f,é D}.

5, P= {M € }n{lﬁﬂ}} M2 = M} , ensemble des matrices de projecteurs.

Exercice 2 : Réunions et intersections infinies

Dans cet exercice, [ est muni de la valeur absolue.

_ 1 l[
1. Déterminez £ = m ]_ﬂ’ 1+ 7| Est-ce un ouvert ?
=

1 1
2. Déterminez 9 = U [ﬁ’ 1 - ﬁ] . Est-ce un fermé ?
n > 3
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3. Soit & un espace normé. Démontrez, par la caractérisation séquentielle, qu'une réunion finie
FiU... U Fp defermés est fermée.

L= U k) est fermé. Que peut-on en conclure sur les réunions infinies de

4. Montrez que
ke d

fermés ?

Exercice 3 : Intérieur et adhérence dans R

Déterminez l'intérieur, I'adhérence et la frontiere des parties suivantes de [ .

1 A= uUla.

2. Q,puis R\ Q.
3. £.
4. B:{%:HEN*}-

Exercice 4 : Ouverts et fermés relatifs

Onpose A = [0,1[ U ]2,3], partiede R.

1. Montrez que [D,l[ est a la fois un ouvert relatif et un fermé relatif de A .

2. Montrez que ]2,3] est un fermé relatif de A , mais pas un fermé de [.
3. La partie [%: 1[ est-elle un fermé relatif de A ? Unouvert relatifde .4 ?

4. Soit f:A — R définiepar flr) =0si w<let flxr) =1si = >2. Montrezque f



est continue et déterminez f_l(]—%: %[) . Vérifiez que c'est un ouvert relatif de A .

1. Montrez que, pourtous T,y = O, |uT — .@| < u'|$ — y|. Déduisez-en que la racine carrée
est uniformément continue sur R .

2. Montrez que la racine carrée n'est lipschitzienne sur aucun intervalle [0,a], a > 0.

3. Montrez que 1 —s 2 n'est pas uniformément continue sur [, mais qu'elle est lipschitzienne
sur [—a, a] pourtout @ >0.

4, Montrez que sin est 1-lipschitzienne sur [ .

Exercice 6 : Formes linéaires sur C([0,1])

1
Soit E = C{[0,1], F), muni de o = ﬁ;‘:ﬁ 11 ou de fl; = f|f|0n pose
0

1
o(f) = fﬁf{t)dt et &(f) = f(0).

0

1. Montrez que % est continue pour "o etque ||¢|| = %

2. Montrez que & est continue pour '“'co , de norme 1.

3. Pour n > 1,onpose fn(ﬁ:l = max(0,1 — nt) . Calculez |fﬂ|1 et S(fn} . Concluez
que & n'est pas continue pour .

4. Montrez que ¢ est continue pour ‘"'{ avec ||e|| < 1.En utilisant
g,(t) = max(0,1 —n(l -]}, montrezque |¢f| = 1.
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Dans [R2 muni de sa norme euclidienne, on considére la partie
4 {(ﬂ:, )12 +y2 <,

9y 20
auquel on ajoute le segment ouvert |—1,1[ x {0} etle pointisolé (2,0).

L {{2,[]}} , représentée ci-dessous : un demi-disque ouvert en haut,

1.0_ ”a""_-'"-..‘“
g \\\

4 \

/ \
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> fi \
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(z,y) 22 +y2 <1

1. Montrezque & = {
Yy >0

’} est un ouvert inclus dans A .

2. Déterminez l'intérieur de A .
3. Déterminez I'adhérence de 4 .

4. Déduisez-en la frontiere de A . La partie A est-elle ouverte ? fermée ?



Exercice 8 : Boules ouvertes, boules fermées et sphéres

Soit (X, -} unespace norménonréduita {0}, a € E et r>0.

1. Montrez que Bf{a,r) = B s(a,r) . On pourra utiliser Tp, =0+ (1 _ %) (r —a)-
2. Montrez que l'intérieur de B f(a,r) est Bfa,r).
3. Déduisez-en la frontiére de  B(a,r) etcellede B f(a,r).

4. Montrez qu'un sous-espace vectoriel ¥ de FE d'intérieur non vide est égala FE' .

Soit B = C([0,1], ) munide '"“co.Onnote JF I'ensemble des fonctions croissantes de F et
& celui des fonctions strictement croissantes.

1. Montrez que JF est fermé, par la caractérisation séquentielle.
2. Retrouvez ce résultat en écrivant JF comme une intersection d'images réciproques.
3. Montrez que & n'est pas fermé.

4. Déterminez I'adhérencede & .

f(2)>0

Soit B = C{[0,1,R) et U = {

feE:Vtc [,[D,l],}'
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1. Montrez que ©F estouvertpour oo .

2. Pour n > 1,onpose gn{t} = 1-2max(0,1 — nt). calculez |95 1|1 et gﬂ(ﬂ}.
Déduisez-en que [J n'est pas ouvert pour 1.

3. Montrez que I'adhérence de [ pour "“'eco est ¥ = {f e B:f > D}.

4. Montrez que l'intérieur de ¥ pour '] est vide.

Exercice 11 : Limites en un point adhérent

on travaille sur 2 = R2\ {(0,0)}, dont (0,0) est un point adhérent. Etudiez I'existence d'une limite
en (0,0) pour chacune des fonctions suivantes.

Ty

Ty
2. g($!y} = 72 4 42

2
3. hlzy) = #@ry‘}. Calculez d'abord la limite le long de chaque droite % = ™%, puis le long

de la parabole £ = 2.

4. Lafonction 9 se prolonge-t-elle en une fonction continue sur [R2 ?Et } ?

Exercice 12 : Fonction distance a une partie

Soit & unespace norméet A une partie nonvidede F .On pose dalz) = algfﬂ 1T — 4l La
figure ci-dessous représente deux points I, ¥ et leurs distances a une partie A .



Clx—yil

oV

da(y)

1. Montrezque |da(z) —da(y)| < |z —y| pourtous z,vy € E .
2. Montrezque d 4(x) = O sietseulementsi r ¢ 4.

3. Déduisez-en que tout fermé F' non vide est de la forme g—1({0}) avec g: E — R

continue.
. , . L d g . e s
4. Soit F et (& deuxfermés non vides et disjoints. Montrez que h = ir +dg est bien définie
et continue, qu'elle vaut 0 sur F' et 1 sur (& . Déduisez-en deux ouverts disjoints L7 = F' et
VoG,

Soit m > 1 et K=Rou C.Onmunit M, (K]} d'une norme quelconque.
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1. Soit A € M, (K).Montrezque A — % I,, estinversible pour tout entier P assez grand.
Déduisez-en que G L, (K) est dense dans M, (K).

2. Montrez que G Ly,(K) estunouvertde M, (K).
3. Soit A, B € M_(K) avec A inversible. Montrezque Xap = XB4.

4, Déduisez-en, par densité, que X 45 — X B4 pourtoutes matrices A, B .

Soit f:R — R continuetelle que f(x + y) = f(z) 4+ f{y) pourtousréels £, ¥ .On pose

a = f(1).

1. Montrezque f{0) = 0, puisque f(nz) = n f(r) pourtout n € 7 ettout = € R.
2. Montrezque f(r) = ar pourtout r € Q.

3. Rappelez pourquoi {J est dense dans [, puis concluez que fl:ﬂ?:l = ax pourtoutréel .

Exercice 15 : Norme subordonnée d'une matrice

On note ||||||OD et ||||||1 les normes subordonnées aux normes '“'oco et 1 de K™ .
b
1. soit M = (méj:' € M, (K)  Montrez que |||M|||OO = E?i’% n Z |mﬁ-j-|_

n
2. Montrez que |||M|||1 ~ {mﬁjé n Z |mgj| :
= —= t=1



3. Onpose A = ([l"-,la,a,j.?'?]

chaque norme est atteinte.

%%51 ) _Calculez |||A”|o.o et |||A|||1 , et donnez un vecteur ou

4. Montrez que toute valeur propre complexe } d'une matrice M vérifie |A| < [|M]| , pour
toute norme subordonnée. Vérifiez-le sur les valeurs propres de A .

5. Majorez |Ak$|m pour r c R2 et ke NN.

— k
Sur B = R[X],onnote p:p — pP’.Pour P = ;ak}f , ON pose

Noo(Py= sup [P, Ni(P) = layl, N(P)= 3 k!layl.
t € [0,1] % 2

La figure ci-dessous représente les fonctions ¢ — +™ et leurs dérivées sur [D,l] .

1.0 1

n . H —_ .
tet": maximum 1 tent"~!: maximum n
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1. Justifiez que N, IN{ et IV sontdesnormessur K .
2. Montrez que 12 n'est continue ni pour IV o nipour IV7q.

3. Montrez que 17 est continue pour IV et calculez sa norme subordonnée.

1. Soit RB:R™ x R™ — R bilinéaire. Montrez qu'il existe < = 0O tel que
|Blz,y)| € Cizig, Y], - Puis que B est continue.

2. Montrezque (A, B) — AB est continue sur Mﬂ{ﬁjg, puisque 4 —s A—1 estcontinue
sur GLy,(R).

1
3. sur B = €([0,1],R), on pose #(fg) = ff{t) g(t) dt . Montrez que < est continue
0

pour ‘oo

4. Avec hy(t) = nmax(0,1 — nt), montrezque & n'est pas continue pour "1

Soit B = C([0,I,R) et T:E — E définipar T(f)(z) = ff{t} dt .
0

1. Justifiez que T est un endomorphisme de FE .
2. Onmunit B de ''co.Montrezque T est continue et calculez |||T||.

3. On munit E de '"'1.Montrez, par une intégration par parties, que



1
|T{f}|1 < f{l — t)|f(t)|dt . puisque T est continue avec 17| < 1.
0

4. Avec f(t) = max(0,1-nt), montrezque [|T|| =1 pour 1.

5. Montrez que cette norme n'est atteinte en aucune fonction non nulle.

Soit & un espace normé et % une forme linéaire non nulle sur & .

1. Montrez que si % est continue, alors ker ¢ est fermé.

2. On suppose % non continue. Montrez qu'il existe une suite {yﬂ} de £ telle que
P(y,) =Tet |¥, = 0.

3. Déduisez-en que, si ¥ n'est pas continue, ker i estdense dans E!.Concluez que % est
continue si et seulement si ker ¢ est fermé.

4. Application : sur  C([0,1], R) munide "'1, montrezque H = {f: f(0) = O} estdense.

Exercice 20 : Sous-groupes additifs de R

Soit G unsous-groupe de (R, +) nonréduitd {0}.Onpose a« = inf (G N ]0, 4o ).

1. Justifiez que @ existe.
2. Onsuppose ¢ => 0. Montrezque o € ,puisque & = .

3. Onsuppose @& = (. Montrezque (& estdensedans [ .
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4. Montrezque (& = # 4 V2 Z estdensedans RR.

5. Soit f:R — R continue, 1-périodique et /7 -périodique. Montrez que [ est constante.

Exercice 21 : Croissance d'une fonction uniformément continue

Soit f:R — R uniformément continue.

1. Montrez qu'il existe & >0 telque |z —y| <& = |flz) - fly)| £ 1.

2. 5it z>0et IN = | z/8 |+ 1. Endécoupant [0, ] en IV morceaux égaux, montrez
e |f@) - FOI < E+1.

3. Déduisez-en qu'il existe @, b > 0 telsque |f(x)| < a|z| + b pourtoutréel =.
4. Déduisez-en que 1 — < et EXP ne sont pas uniformément continues sur [.

5. Montrez que x* — sin{:ngjl n'est pas uniformément continue sur [, bien qu'elle soit bornée. La
réciproque de la question 3 est-elle vraie ?

Sur E = R[X], on considére les normes Nl(z ay Xk) = Z |oy| et

Noo(P) = . éu[p[j,l] 149 .Pour @ € R,onnote eq: P — Pa) laforme linéaire

d'évaluationen @ .

1. Montrezque N, < IN7.

2. En étudiant P, = (1 — X}ﬂ montrez que les normes IN1 et IV ., ne sont pas
équivalentes.



3. Montrez que €g est continue pour IV 1 si et seulement si |r1| < 1, et que sa norme vaut alors
1.

4. Montrez que Eg est continue pour IV ., sietseulementsi a & [D,l] , et que sa norme vaut
alors 1.

5. Montrez que Hy = {P: P(2) = 0} estdensedans E pour N7 etpour INg,.On
pourra utiliser &, = x" / 2"

3

6. Montrez que H _j = {P: P(-1) = O} estfermépour N1 mais dense pour N .

1
7. Soit '.;IJ;{P} = f P(ﬁ} dt. Montrez que t,b est continue pour les deux normes, de norme 1

0
dans les deux cas.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : topologie et continuité, cours de maths spé
o A maitriser avant : Normes, espaces vectoriels normés et suites
e Chapitre précédent : Normes, espaces vectoriels normés et suites

¢ Chapitre suivant : Compacité, connexité par arcs et dimension finie
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e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf

