Corrigés des exercices de maths spé

Topologie et continuite

Corrigé de I'exercice 1 : Ouverts et fermés par image

réciproque

1. Posons g(z,y) = £2 +y2 et hlz,y) = v —z + 1. Ces fonctions sont polynomiales, donc
continues sur R2.0r A = g~1{]-eo,4[) N h_l{][], +co[ ). Chacune de ces images
réciproques d'intervalles ouverts est un ouvert. Par conséquent, 4 est un ouvert, comme
intersection finie d'ouverts.

2. Lafonction p(z,y) = Ty estcontinueet B = p—1({1}). Lesingleton {1} estfermé dans
R,donc B estfermé. Enrevanche, B n'est pasouvert. Eneffet, (1,1} € B etla suite

(111 + %) ,extérieuread B ,tendvers (1,1} .

3.Si zy = 1,alors =« ?é 0 . Ainsi, les conditions « = =0 et zy =2 1 »équivalent 3 «
z>0e zy >1»0nadonc € = g 1([0, +oo[) N p—1([1, +oo[) avec
q{:t?, :1 = & . C'est une intersection de deux fermés : (' est fermé. Il n'est pas ouvert, car

(1,1) € C estlimite de (111 _ ,}—1) ¢C.

4. D'une part, (%: [j) £ I tend vers I:D,D:l ¢ I} . D n'est pas fermé. D'autre part,
(1,0) € D est limite de (1 44 []) ¢ D . Donc aucune boule centrée en (1,0) n'est incluse

dans 17 .Ainsi, I} n'est ni ouvert ni fermé.

5. L'application ¢ : M — M2 — M est continue sur M., (R) . En effet, ses coefficients sont
des polyndmes en ceuxde M .Or P = @—1({0}) et {0} estfermé. Donc P est fermé.

Point de méthode : on transforme toujours une inégalité stricte en image réciproque d'un ouvert, et une
inégalité large ou une égalité en image réciproque d'un fermé. Pour ', il fallait d'abord éliminer
I'inégalité stricte.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 2 : Réunions et intersections infinies

1. Tout = € [0,] vérifie _L <z <141 pourtout n.Donc [0,1] C I.Réciproquement, si
z < 0, on choisit n}m ;alors ¢ o _% et :r:éI. De méme, si x >> 1, on choisit

n> a;% .Ainsi, T = [0,1], qui n'est pas ouvert : toute boule ]=% [ centrée en 0
contient —7 ¢ I.
1

2. Chaque segment [%: 1— ﬁ] estinclus dans ]0,1[ . Réciproquement, soit = € ]0,1[ . Pour

n = 3 assez grand, % < min{a:, 1 _3;} . Alors % <r<l- % .Donc J = ]D,l[, qui
n'est pas fermé, car = < j tendvers 0 ¢ J.

—

n

3. Soit {‘Tk:' une suitede F'q U ...l F'p quiconverge vers z.Chaque terme appartient a I'un
des P fermés. Comme P estfini, I'un d'eux, disons £, , contient T% pour une infinité
d'indices % . On extrait ainsi une sous-suite a valeurs dans 'y , qui converge encore vers . Or

F'. estfermé, donc & £ F'; . Parconséquent, la réunion finie est fermée.

4. Le complémentaire de & est kLEJE ];@! ’EQ—H[ , réunion d'ouverts, donc ouvert. Ainsi, & est

fermé. Une réunion infinie de fermés peut donc étre fermée ( #)ounon ( J):iln'yapas
de regle générale.

Corrigé de l'exercice 3 : Intérieur et adhérence dans R

Voici la démarche, étape par étape.

1. Lintervalle ]0,1[ estouvertetinclusdans A ,donc ]0,1[ C [\mathring?]A . En revanche,
0 n'est pas intérieur, car —% %‘ A tend vers 0. De méme, 2 n'est pas intérieur, car 2 + % ¢ A
Ensuite, [0,1] U {2} est fermé et contient A .Deplus, 1 — lim(l _ %) est adhérent. Ainsi,

[\mathring?]d = J0,1[, A = [0,1] U {2 et Fr(d) = {0,1,2}.

2. Tout intervalle ouvert non vide contient un rationnel et un irrationnel. Donc aucune boule n'est
incluse dans @), nidans R \ () . De plus, toute boule rencontre ces deux ensembles. Par



conséquent, @ et R Y ©Q ont un intérieur vide, une adhérence égale a R et une
frontiére égalea [R.

3. Onavu al'exercice 2 que # est fermé. D'autre part, pour &k € #, k + % ¢ £ tendvers k.
Donc [\mathring?]Z =0, 7 = 7z et Fr(Z)=12.

4. Le point 0 est adhérenta B, car % —s 0. Ensuite, le complémentaire de B U {0} vaut

1 1
]=00,0[ U [, +oo[ U U :|'.r1_-|—1] ﬁ[ . C'est une réunion d'ouverts. Ainsi, B LU {0} estun

n>1

fermé contenant B ,et B = B U {0}. Enfin, chaque % est limite de points de LLH: %[ )
extérieursa B .Donc [\mathring?]B =%, B = BU{0let Fr(B) = BUI{0}.

Corrigé de I'exercice 4 : Ouverts et fermés relatifs

1. Ona [D,l[ = AN |-, E[, avec }—1, %[ ouvert : c'est un ouvert relatif. De plus,

[0, = A N|0, % , avec un segment fermé : c'est aussi un fermé relatif. Ainsi, [0,1[ estala

fois ouvert et fermé relatif dans A , alors qu'il n'est ni ouvert ni fermé dans [(.

2. ona ]2,3] = A N [2,3], donc c'est un fermé relatif de A . Cependant, 2 + = ¢ 12,3] tend
vers 2¢ ]23].Donc ]2,3] n'est pas fermé dans R. La limite 2 n'appartient pasa A , ce
qui explique la différence.

3. D'abord, l! Il = AN l! 1|, donc c'est un fermé relatif. Supposons ensuite que
2 2
[%:1 = A NI avec L7 ouvert. Alors % € [J, donc E - % + *r[ Z U7 pourun

r € |0, %[ Le point % — 5—" appartienta A M L7 mais pas a [%a 1[ , contradiction. Ainsi,

c'est un fermé relatif mais pas un ouvert relatif.

4, Soit = € A et y € A avec |y — :J:| <1 . Deux points de A situés de part et d'autre de
lintervalle [1,2] sont & distance au moins 1. Donc & et ¥ sont dans le méme morceaude A
et f(y) = f(z). Par conséquent, f est continue en tout point. Ensuite,

f—lﬂ_%, %[) — {;];: € A: flz) = D} = [0,1] . D'aprés la question 1, c'est bien un

ouvert relatif de .4 , conformément au théoreme des images réciproques.
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Corrigé de I'exercice 5 : Applications lipschitziennes et

uniformément continues

Suivons les questions dans I'ordre.

1. Par symétrie, on suppose = = y = 0. Alors jzg = u'y? — % . Donc

(x—@)rl=c+y—2pgy<ct+y—2y=z—y

Comme VT — % = 0, onobtient |v& — 7| < \/|z —y|. Soitalors >0 et § = g2 .Si
|z —y| <6 ,alors |vZ — y¥| < €. La racine carrée est uniformément continue sur

K4 .

2. Supposons VI — T| < klz —y| sur [0,a] . Avec ¥ = 0 et x € ]0,a], on obtient
v < kx, soit % < k.Or % — 4oo quand 5 — gt . C'est absurde : la racine
carrée n'est lipschitzienne sur aucun [0,a].

3. Posons g = n % et Yo = ™ Alors |z, —yﬂ| = % — 0, mais
;]:% — y% =2+ ﬁ > 2.Pour £ = 1,aucun § neconvient: 5 — 2 n'estpas
uniformément continue sur R.Enrevanche, sur [—a,a],ona

|22 — y?| = |z +y| |z — y| < 2a|z — y|. Elley est donc 2a -lipschitzienne.

I
4. Pour T, ¥ réels, [sinx —siny| = fcos tdt| < |z —y|, puisque |cos| < 1. Ainsi,
v

sin est l-lipschitzienne.

Corrigé de I'exercice 6 : Formes linéaires sur C([0,1])

1. Lalinéarité de ¢ vient de celle de I'intégrale. Pour f € E,ona

1 . 1
(< [drolar<ifl, [ =Yl vonc @ estcomtinveet ] < 5.
0] 0



Pour =1, N = Let I, =1.pPar conséquent, _ 1
f e(l) = 3 oo ¢ 2

2. ona |6(f) = |fO) < |f|m,avec égalité pour f = 1.Ainsi, § est continue pour
"'a0 , de norme 1.

3. La fonction fﬂ est affine de 1 a 0 sur [[]! l] puis nulle. Son intégrale est I'aire d'un triangle :

f De plus, S{f ) =1.sitonavait |8(f)] £ C|fl, , on aurait 1< 3 £ bour
| | En P 1 n P

tout 11, ce qui est faux. Donc 4§ n'est pas continue pour 1.

4. Puisque 0 <t <1ona |p(f) < f|f| = |f|, - Donc ¢ est continue et lleelll < 1.

1

Ensuite, 9, est nulle sur [[]! 1 — %] puis affine de 0 a 1. Ainsi |gﬂ| . Avec le
changement de variable w4 = 1 — £ :

1/n 1/n

1 1 1
Lp(gn)= / (1 —-u)(1—-nu)du =45, — / (u—nug)du=%—w‘
0 0
wig,) 1

Par conséquent, T, = 1 —3- — 1.Donc llel| = 1 pour 1.

Point de méthode : la méme forme linéaire peut changer de norme, ou perdre sa continuité, quand on
change la norme de I'espace de départ. Les fonctions « pics » concentrées pres d'un point sont I'outil
standard pour le montrer.

Corrigé de I'exercice 7 : Une partie du plan : intérieur,

adhérence, frontiere

1. Les fonctions (z,y) —+ x2 + y2 et (x,y) — y sont continues. Donc ¢ est l'intersection
de deux images réciproques d'intervalles ouverts : (&} est un ouvert. De plus, & C A, car
2y > 0 implique ¥ = 0.

2. Comme (& estunouvertinclusdans A4 ,ona < C [Ymathring?]A . Montrons que les

autres points de A ne sont pas intérieurs. Soit (:J:D, D:l avec |:l?‘[:]| < 1. La suite (:t:ﬂ, —%)
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est horsde A ettend vers (:E‘D, D:l . Donc toute boule centrée en ce point sort de A . De
2 +y2 < 1,}

méme, (2] %) ¢ A tendvers (2,0).Ainsi, [\mathring?]d = O = {]y >0

() o492 < 1
Yy 20
fermé, et il contient A . Par conséquent, 4 ¢ F .Réciproguement, soit z = l:it?“,y:l avec

2 +yd <let y = 0. Llasuite Zy = (1_%)zvériﬁe 1Zn| < 1_%{1 etaune
ordonnée positive ou nulle. Donc zy, € A et Zn —+ Z . Enfin, (2,0) € A . Ainsi,

A= {!y :_:gm }U{(E,D)}.

3. Posons F' = { ’} U {{2,[]} . C'est une réunion de deux fermés, donc un

4. Lafrontiere est A \ [\mathring?]A . Elle est formée du demi-cercle supérieur, du segment
[—1,1] % {0} et du point (2,0} . Autrement dit,
rd 4+ yd =1, N
Fr(d) = y >0 U ([-1,1] x {0h) U {{E,D}}. Comme A ?é [\mathring?]A4 et
—_— I -
A ?é A | lapartie A n'est ni ouverte ni fermée.

La figure ci-dessous résume le résultat. L'intérieur est en vert. La frontiere, en rouge, comprend le point
isolé. Les points gris illustrent la suite qui sort de 4 en tendant vers un point du diametre.

1.5 1 intérieur : x> +y%<1, y>0
= frontiére
1.0
> 0.5
(2,0)
0.01 o ¢
s
.(XU - )%A
—0.51

~15 -10 -05 00 05 10 15 20 25



Corrigé de I'exercice 8 : Boules ouvertes, boules fermées et
spheres

1. La boule fermée B f(a,r) est un fermé contenant B(a,r) . Donc  B(a,r) C B (a,r).
Réciproquement, soit & avec |z —al < T ,et Ty = a+ (1 — %) ,:j: - a:, . Alors
@y —a; = (1 %),1; —a <y, car r>0.Ansi, =, € Bla,r) . Deplus,

Ty — £| = @iz —al — 0.Donc Bfa,r) = By(a,r).

2. La boule ouverte est un ouvert inclus dans Bfl:r:&,?‘:l , donc incluse dans son intérieur. Soit ensuite

T avec & —dal = T, et yﬂ = a—|—(1—|—%)l:d?—ﬂ&:l-ona |yﬂ—r1| = (1+%)T}T

, donc Y é Bf{r:&,?“:l . Or |y1n, — £| = % — 0 . Donc & n'est pas intérieur. Par conséquent,
l'intérieur de B f{a,r) est Bfa,r).

3. La boule ouverte est ouverte, donc égale a son intérieur. Ainsi,
Fr(B(a,r)) = Bf(a,r) \ B{a,r) . De méme, la boule fermée est fermée et
Fr(By(a,7) = Byla,r) \ Bla,r). Dans les deux cas, la frontiére est la sphere S(a,r) .

4. Supposons B{a,?“:l C ¥V avec r = 0.Enparticulier, a € ¥V .Soit = £ E nonnul Le
vecteur @ -+ ﬁ z estdans Bla,r), doncdans ¥V .Comme ¥ estun sous-espace, la
différence nz T appartienta ¥, puis T aussi. Ainsi, ¥V = K.

Corrigé de l'exercice 9 : Fonctions croissantes et
caractérisation séquentielle

Regardons chaque cas avec soin.

1. Soit l:fﬂ:l une suite de F qui converge vers f pour ‘oo . Pourtout f,ona
|fﬂ'(t:' — fl£)] < |fn - f|oo,donc fn':f:l — f(t).Soit s < t.Pourtout 7,
fn@ < fﬂ(ﬂ . Par passage a la limite, f{s) < f(t) .Donc f € F et, d'aprésla

caractérisation séquentielle, F est fermé.
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2. Pour 0<s<t<1,onpose ®::t(f) = f(t)— f(s). Cestune forme linéaire, et

_ —1
|§5,t':f:'| < 2|f|@O . Elle est donc continue. Or F = Q ; {ﬁﬁst([ﬂl +COD . C'est une
S

intersection de fermés, donc un fermé.

3. Les fonctions + L sont strictement croissantes. Elles convergent uniformément vers la

fonction nulle, car ||%|| = % . Or la fonction nulle n'est pas strictement croissante. Donc &
O

n'est pas fermé.

4.0na & C F et F estfermé donc § ¢ F .Réciproguement, soit f € F . La fonction
fﬂ 1t — f{t} + % est strictement croissante, comme somme d'une fonction croissante et

. ) . | —
d'une fonction strictement croissante. De plus, |f,!f1 — f| = 5 .Ainsi, § = F.
Leca]

Corrigé de I'exercice 10 : Une partie ouverte pour une norme et

pas pour l'autre

1. Soit f € U.Lafonction f est continue surle segment [D, ] , donc elle atteint son minimum
m = f(tg) >0 .Soit 9 avec |9 —f|, <™ Pourtout ¢,
g(t) > flt)—|g —f|m}m —m =0 ponc By (f,m) CU ,et U estouvert
pour ‘oo .

2.0na 1-— gﬂ(ﬁ} = 2max(0,1 — nt). Clest un triangle de base % et de hauteur 2. Donc
1
|9, — 1|1 = 7 . De plus, gﬂ(ﬂ} = -1 <0,donc g, 5?_5 U . Ainsi, toute boule de '"'{

centréeen 1 £ UF contientun 9, extérieurd @7 .Parconséquent, [F n'est pas ouvert
pour 1.

3. Pour t € [0,1] , I'évaluation ey: f — f(£) estlinéaire et vérifie le.(F)] < |f|m . Elle est
donc continue. Ainsi, V = O Et_I([D: ‘|‘C'UD est fermé et contient TF .D'ou {J ¢ V.

Réciproquement, si f € V', alors f _|_% c [J et Hf —|-%—fH = % — 0 . Donc
oD
7 = ¥V pour 'co.

4.50it feVet c=|f[,+1 onpose hn(t) = f(t) — cmax(0,1 — nt). Alors
ho(0) = f(0) —c <0,donc Ay ¢ V .Deplus, |f —hnl = ;—ﬂ — (. Ainsi, aucune
boule de "1 centréeen f n'estincluse dans ¥ .Donc l'intérieur de ¥ pour '] est
vide.



La figure ci-dessous montre la fonction constante 1 et quelques fonctions ;. L'aire colorée, égale a
|5'ﬂ - 1|1 , tend vers 0, alors que chaque 9, prend la valeur —1 en 0.

1.0 1
0.5 1
0.0
—0.5 1 _— =1
—— g3 (aire écart 1/3)
—— (¢ (aire écart 1/6)
—1.0 1 — g1, (aire écart 1/12)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Point de méthode : en dimension infinie, une partie peut étre ouverte pour une norme et non pour une
autre. Cela prouve au passage que '"'co et 1 ne sont pas équivalentes.

Corrigé de I'exercice 11 : Limites en un point adhérent

1/m2
1. Pour n =1, 0na f(%: [j) = et f(%: %) = % = %.Les deux suites tendent vers

{D,D} , mais leurs images ont des limites différentes. D'aprés la caractérisation séquentielle, [
n'a pas de limite en (0,0} .

2. Comme z2 < £2 4 y2,0na lg(z,v)| < |y < |(ﬂ?,y}|2. Donc g(x,y) — 0 quand

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

(=) = 00

3. Surllaxe x = 0, h estnulle.Surladroite ¥ = MI avec =T ?é 0

2 »3 2
— m< T _ m=x
h(z, mz) = 2t mist T 1 mig? 7 0.
En revanche, sur la parabole, pour %D- i = y—4 _1 La suite (i: l)
: P »pour Y ' (y:y:'—y4+y4—g' n2

tend vers (0,0) et son image vaut constamment % .Donc h n'a pas de limite en (0,0,

bien que sa limite soit nulle le long de toute droite.

4. En posant gl:[],[]:l = 0, on obtient une fonction continue sur [R2, d'aprés la question 2. En
revanche, h ne se prolonge pas par continuité, faute de limite en (0,0) .

La figure ci-dessous représente les valeurs de /. Le long des droites en pointillés, les couleurs palissent

vers 0 a I'approche de l'origine. Au contraire, sur la parabole & = yg, la fonction garde la valeur % :

1.00 0.50
0.75
0.50 0.25
BN
0.25 X
Ry
> 0.00 -0.00 3
:
—0.251 [
>
—0.50 -0.25
_075 — parabole P =y2 th= 1/2
——= droitesy=mx:h-0
—-1.00 —-0.50

—-1.0



Corrigé de I'exercice 12 : Fonction distance a une partie

1. Soit =,y € B et a € A.Linégalité triangulaire donne
dalz) <1z —al < |z —y|+ v —a|. Ainsi, dglz)— |z —y| minore [¥ —&| pour
tout @ € A .Enpassanta laborne inférieure, d4(z) — |z —y| < d4(y) . Par symétrie des
roles, on conclut que |d 4(x) —da(w)| < |z —y| :lafonction d g4 est 1-lipschitzienne.

2. Si dafx) = 0, ladéfinition de la borne inférieure fournit, pour tout 7, un @, € A avec
|T — Gy {%. Donc @p — £ et 1 £ A .Réciproquement,si @n —+ L avec a, € A,
alors 0 < dylz) <z —ap — 0.ANsi, dy(r) =0 e 4.

3. Soit &' un fermé non vide. La fonction ci_pr est continue, car lipschitzienne. D'aprées la question
2, d}l({[j]]) — F = F.Donc F = g—1{({0}) avec g =dfp.

4.5 dplr)+dglz) =0, alors dp(zr) = dg(z) = 0,donc £ € F N G par la question
2. C'est impossible, puisque F' M (3 = I . Le dénominateur ne s'annule donc pas, et h est
continue comme quotient de fonctions continues. Sur F', dr = 0 et de >0, d'ou

h=0.Sar G, dg=0,dou h =1.0nposealors UJ = h_lﬂ—oo,%[) et

V = h_lﬂéa —|—c:o[) . Ce sont des ouverts, par image réciproque. lls sont disjoints, et
FCcU, GCV.

Corrigé de I'exercice 13 : Densité de GL_n(K) et polynome

caractéristique de AB

1. Ona det{Ad —ATI,) = {—1}1r1 ;{A{}L} ,oU X 4 estunitaire de degré 7. Ce polyndme est

non nul, donc il n'a qu'un nombre fini de racines. Par conséquent, }—j n'est racine que pour un
nombre fini d'entiers P . Il existe donc P tel que Ap = A — }—3 I, soit inversible pour
Pz Py . De plus, |[Ap — A| = % — [0 - Ainsi, tout A est limite de matrices inversibles

G Ly,(K) est dense dans M., (K).

2. Le déterminant est une fonction polynomiale des coefficients, donc continue. Or
GL,(K) = det™1(K\ {0}), et K\ {0} estouvert. Donc GLy,(K) estun ouvert.
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3. Si A estinversible, alors BA = A_I{AB}A .Pourtout x € K :

det(z1, — BA) = det(A™ («l, — AB)A) = det(s], — AB).

Les polyndémes X 45 et X g4 coincident en une infinité de points, donc X 45 — X B4 .

4. Fixons B et x € K.Lesapplications wu:A — det(zl, — AB) et
wrd — det{aﬂn — BA:I sont polynomiales en les coefficients de .4 , donc continues.
D'apres la question 3, elles coincident sur GLHI:[K:I , qui est dense. Par le principe de
prolongement des égalités, u = v sur M, (K). Ainsi, X 4 5{T) = X 54 (%) pour tout
x € K . Le corps étant infini, X 42 = X 34 pour toutes matrices A, 5.

Point de méthode : pour étendre une identité par densité, on vérifie trois choses. L'identité vaut sur une
partie dense, les deux membres sont continus, et I'on fixe les parametres qui ne varient pas.

Corrigé de I'exercice 14 : Equation de Cauchy et densité de Q

1. Avec £ =y = 0,onobtient f{0) = 2f(0), donc f(0) = O.Ensuite, une récurrence
immédiate donne  f(nz) = nf{z) pour n € N.Eneffet, flln+l)z) = flnz) + flz).
Enfin, f(z) + f{—=) = f{0) = 0,donc f(—x) = —f(z) . Par conséquent,

flnz) = nf(z) pourtout n € 7.

2. Soit ¢ = g avec p € £ et g € N¥ . D'une part, qf(g) = f{p} = pf{l} = pa .
D'autre part, on divise par ¢ . On obtient f(r) = ar pour tout rationnel 1.

| 107 = |
n = """
@ est dense dans [R. Les fonctions f et & — ax sont continues et coincident sur . Par
densité, elles coincident sur R . Ainsi, f{z) = az pour tout réel .

3. Pour x réel, la suite est rationnelle et vérifie 0 < © —r,, < 10~ ™. Donc



Corrigé de I'exercice 15 : Norme subordonnée d'une matrice

1. Notons L= ma,}: Z |mﬁ-}-| Pour « c K" ettout 1 :

(M) | \Blg|? Z m;; @ \Bigl?] < Z Im il el < Lizig,

3

to J

e, S

Moo s ?é 0 et T, = 1 sinon. Alors 1Z14, = 1 et {Ma?}ﬁ.ﬂ Zl gy L

Mol > L, et 1Ml = max 3 Im)
J

Donc |||M||| < L Soit 2y unindice réalisant le maximum. On pose T, =

K =

2. Notons o ma,:s{ Z |mz;.1| On intervertit les sommes finies :

Si

. Ainsi

Mzl < Z Z m el = Z | |Z m; | < Kz

Soit _j’f',j un indice réalisant le maximum. Le vecteur de base Ej est de norme 1, et
Mo, = DIl = K oo Ml = max 3 ]

3. Les sommes par lignevalent 1 +1 =2¢et 243 = 5.Donc |||A|||r:o = 5 atteinte en
r = (L) : Az = (0,5). Les sommes par colonne valent 1 +2 = 3et 143 = 4.

Donc |||A|||1 = 4 atteinteen €3 : Aeq = (~1,3}, de norme 1 égale & 4.

4. Soit ) unevaleurpropreet £ ¢ ™ nonnulavec Mz = X x .Alors
Az = IMz| < [|M]] 121 comme z#0, |A < [|M]|.Pour A, ona
Xy = X2 _4XxX +5 , car la trace vaut 4 et le déterminant 3 + 2 = 5 . Les valeurs
propres sont 2 4+ 3 , de module vE =2 2,24 . On vérifie bien V5 < 4 < 5.

5. Par sous-multiplicativité, |||Ak|||m < |||A|||i} = 5% Donc |A¥ x|, < 5%z, pour tout

xr.

La figure ci-dessous illustre la question 3. L'image du carré unité par .4 est un parallélogramme. Il

touche le carré de demi-c6té 5 exactement aux points  A({1,1} et A(-1-1).
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Corrigé de I'exercice 16 : Dérivation des polynomes : continue

ou non

1. Les trois applications sont positives, homogénes et vérifient I'inégalité triangulaire. Pour V1 et

IV, cela découle des propriétés de la valeur absolue, coefficient par coefficient. Pour IV o, ce
sont les propriétés de la borne supérieure. Reste la séparation. Si IW1(P) = 0 ou N(P) =0

, tous les coefficients sont nuls. Si IV o,(P) = 0, alors P s'annule sur [0,1] , qui est infini,



donc F = (. Ainsi, ce sont trois normes.

2. Pour P, = X", ona N (P, =1e Ni(P,)=1.0r D(P,) = nXn1
vérifie IV oo (D(Pp)) = n et N1(D({P,)) = n.Aucune constante ' ne peut majorer
7 pourtout 7.Donc I n'est continue ni pour N, nipour Vi,

3. Pour P = Zr}k X% ona D(P) = ;-;Z;:;lkak Xk_l. Par conséquent :
N(DP) = Y (k=1)'klagl= > kl'layl < N(P).
k>1 E>1

Donc I estcontinueet [|D|| <1.Pour P =X, N(X)=1et
N(D(X)) = N(1) = 0! = 1.Ainsi, [|D|| =1 pourlanorme IV.

Point de méthode : |a continuité d'une application linéaire en dimension infinie dépend des normes. Ici,
la norme IV pese les coefficients de degré élevé assez lourdement pour compenser le facteur k&
apporté par la dérivation.

Corrigé de I'exercice 17 : Applications multilinéaires continues

1. On décompose * = Z Ti€iet ¥ = Z Y475 Parbilinéarité :
T J

|B(z,)| = \BiglY ; u ; Ble;, e [\Bigl] < (ZlB e M) 1% io 19,
4L

posons C = Z |Ble;, Ej}l .Ensuite, Blz,y) — Bla,b) = Bz —a,v) + Blo, v - b).

5
ponc [Blz,y) — Bla,b)| £ €& — aigg 1), + Cli@lgg [y — B]_ . Ce majorant tend vers 0
quand (z,y) —+ (a,b) . Ainsi, B est continue.

2. Chaque coefficientde A B vaut Z}:: %ok bkj" : c'est un polynéme en les coefficients de .4 et

. . A _ 1
B . Le produit est donc continu. De méme, sur GL,(R),ona A—1 = Tot 7 'Com(4).

Les coefficients de la comatrice sont polynomiaux et det .4 est une fonction continue qui ne
s'annule pas. Par conséquent, 4 — A—1 est continue sur GL,(R).
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1
3. L'application < est bilinéaire, et |<ji(fjg}| < f |f| |g| < |f|oc- 191, Le critere de continuité
0

des applications bilinéaires donne que <& est continue pour ''co .

4. Lafonction hp estun triangle de base %et de hauteur 7. Donc |h,ﬂ|1 = %.En revanche :
1/n
B(hyy, hy) = n2 / (1 —nt)*dt =n2 & =
0

H=| O

Sl existait € tel que [E(f,9)] < C|fl;191;, on aurait 2 <
Donc < n'est pas continue pour 1.

pour tout 7. C'est absurde.

Corrigé de I'exercice 18 : Opérateur de primitivation

Détaillons le raisonnement.

1. Si f estcontinue, T'(f) estsa primitive nulle en 0. Elle est de classe 1, donc continue. La
linéarité de I'intégrale donne cellede T . Ainsi, T est un endomorphisme de F .

I
2. pour z € [01], [T(f)(z)] < f|f| < z|f|,, £ Ifl,,-Donc T estcontinue et

0
ITI < 1.pour F =1, T(f)e) == et [T(F)_ =1 Ansi, ||T]| =1 pour

oD

£
3. Posons F(x) = f|f{t}|dt.Comme | /| estcontinue, F' estdeclasse ¢l avec

0
F' = |f]l.ona |T(f)(z)] < F(r).Onintegre par parties avec x — 1 comme primitive de
1:
1

1 1
[ Feaz = [ -0F@)] - [ @-is@lde = [ 0ol
0 0

0



1

Le crochet est nul, car  F'(0) = 0 . Ainsi, |T(f}|1 < f{l —1)|f(t)| dt < |f|1 .Donc T

0
est continueet ||T|| < 1 pour 1.

4. La fonction fn est positive, donc Tl:fﬂ:l aussi, et le calcul précédent est une égalité :

1/n
_ 1 1 .
7)) = [ Q=00 -ntyar =& -l
0
. 1 1 , .
Par ailleurs, |fﬂ|1 = 95, - Lerapportvaut 1 —z-, quitend vers 1. Par conséquent,

Il = 1.

5. Supposons |T':f:'|1 = |f|1 avec | ?é (0 . La chaine d'inégalités de la question 3 devient une

1 1
chaine d'égalités. En particulier, f {1 — t)|f{t)| dt = f |f{t)| dt , soit
0 0

1
f t|f{t)| dt = 0. Lafonction 1 — t|f{t:l| est continue, positive, d'intégrale nulle : elle est
0

nulle. Donc f = 0 sur ]D,l] , puis en 0 par continuité. C'est une contradiction : la norme n'est
pas atteinte.

Corrigé de l'exercice 19 : Forme linéaire continue et noyau

fermé

1. Si % estcontinue, ker ¢ = @—1({0}) est I'image réciproque d'un fermé. Le noyau est donc
fermé.

2. Si ¥ n'est pas continue, aucune constante ¢ = n ne convient dans le critere. Il existe donc

Tpn avec |@(zn)| > n|Tp|. Enparticulier, @(zp)7 0.0Onpose ¥y = ﬁ Alors
[Tnl 1

up) =Tet ) = ol <7
3. 50t £ € BEet zp = £ —@(x)y,_ . Aors @(z,) = @(z) — @(z) = 0, donc
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zp € kerg . Deplus, [2n — % = |@(x)| |y, | — O.Ainsi, kerg est dense.Si, de plus, il
était fermé, il serait égal a son adhérence FE', et % serait nulle. Par conséquent, ¥ est
continue si et seulement si kery est fermé.

4. D'aprés l'exercice 6, &: f — f{0) n'est pas continue pour '"'1. C'est une forme linéaire non
nulle, de noyau ¥ . D'aprés la question 3, H est dense dans (C{[0,1], R}, 1:' .

Point de méthode : un hyperplan est donc soit fermé, soit dense. Pour savoir lequel, il suffit d'étudier la
continuité de la forme linéaire qui le définit.

Corrigé de I'exercice 20 : Sous-groupes additifs de R

1. Comme & ?‘é {0}, il contientun g ?é 0, ainsique —g . L'un des deux est strictement positif.
Donc G M ]0, +oo| est une partie non vide de R, minorée par 0. Sa borne inférieure

o = [ existe.

2. Supposons ¢ >0 et o ¢ (= . Par définition de la borne inférieure, il existe g £ &' avec
o < g < 2o .Deméme,ilexiste g/ € G avec a<g/ <g.Aors g—g/ € G et
0<g—g' <2x —a = o . Cela contredit la définition de a.Donc a € G, puis
af C G .Soitensuite g € G et k= |g/a|. Leréel r = g— ka appartient 3
GN[0,af .Si r >0, on contredit encore la définition de &.Donc r = 0, et G = aZ

3. Supposons o = 0.Soit £ £ R et e>0.llexiste g € G avec U< g <€ .0npose
k=|=z/g]| Aors kg € Get 0<x—kg<g<e.Ainsi, tout intervalle
]z —&, & + €[ rencontre G : G estdensedans R.

Questions 4 et 5

4, L'ensemble G = Z 4+ V2 F est un sous-groupe de [, non réduita {0}. Supposons
G = af avec aa>0.Alors 1 = pa et V2 = ga,avec P, 7 entiers et p% 0.Onen
déduit 2 = % € 1, ce qui est faux. D'apres la question 2, on est donc danslecas o« = (0, et



{7 est dense.

5 Pour m,n € Z,ona fim +nv2) = f(0), par périodicités successives. Ainsi, f et la
fonction constante égale 8  f(0) sont continues et coincident sur G, qui est dense. Par densité,
f est constante.

La figure ci-dessous montre les parties fractionnaires de 4% , qui sont des éléments de (F ramenés
dans [D,l[ .Quand ¥ augmente, elles remplissent I'intervalle, conformément a la densité de (& .

LTI TP T T LT T v=>so

TN = 300

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
parties fractionnaires 2 — lnﬁj, l<ngN

Corrigé de I'exercice 21 : Croissance d'une fonction

uniformément continue

1. C'est la définition de la continuité uniforme, appliquée avec ¢ = 1.

2.0na NN }%,donc le pas % est strictement inférieura & . Posons T = kﬁ pour
0 < k < IN . Deux points consécutifs sont & distance % < &, donc

|f(zy) = flzy_1)| £ 1. Parlinégalité triangulaire :
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i
7(2) = FON < B 1f(ep) = Fzp )l S NV < § 41

On obtient bien |f(z) — f(O)| £ 7 +1.

3. Le méme raisonnement sur [:t: D] donne |f,: :, f,:[jj,| < [= |_|_1 pour x < 0. Par

conséquent, pour tout réel =, | £z} < % + |f(0)) 4-1-Onprend a = %

b= |f{O)+1.

4. Ona %2 — Joo et % — +oo quand x — +o0 . Ces fonctions ne peuvent donc étre
majorées par G|J$| + b.D'aprés la question 3, ni + — 2 ni €XP ne sont uniformément
continues sur [£.

5. Posons  z,, = \/2nw + 5 et Y, = VInm Alors sin(z2) =1 et sin(y2) = 0.

Pourtant :

TE — Y2 /2
. n “n _ __"e
Ln yn_mﬂ—l—yﬂ_ﬂjn—l—yn_}o*

Pour ¢ = é aucun & ne convient. Donc = — 5111{:1:3} n'est pas uniformément continue,
bien qu'elle soit bornée par 1. La réciproque de la question 3 est donc fausse.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : formes linéaires sur R[X]

et normes non équivalentes

1. Pour t € [0, ,0ona |P(t)] < Z |ag |t < Z |ag| . En passant & la borne supérieure,
Ngo(P) < Ni(P).

— n k
2. La formule du binéme donne  £'n = Zk: ( };)(_1:‘ xk , donc

Ni(Py) = Z};: (ﬂi;) = 2" pautre part, t — (1— t}n décrottde 1aosur [0,1],

donc N oo(Pp) = 1.Silexistait € avec N1 < C Ny, onaurait 2™ < ¢ pour tout
7., Par conséquent, les normes ne sont pas équivalentes.



3.Si |a] £1,alors |P@)| < Z [ la|¥ < IN1(P).Donc €a est continue de norme au plus
Let eq{l) =1 = Ny(1).Sanormevautdonc1.Si |a|>1,ona Nl{Xﬂ) =1 et
|E—a{Xﬂ]| = |f;;,|?f1 — +4o0o. Ainsi, €5 est continue pour IV { si et seulement si
|a| < 1,etalors ||eg]| = 1.

4. Si a € [0,1],alors |P(a)| < IN o, (P), avec égalité pour P = 1.La norme vaut donc 1. Si
a>1, Ng(X™ =1let a® =+ +c0.Si a<0,ona Nm({l—X}ﬂ} —1et
eql(l — X}n} =(1- a}n — 4oo,car 1 —a>1.Donc €g estcontinue pour N,

si et seulementsi o € [0,1], de norme 1.

Questions 5a 7

5. Ona Qﬂ(ﬁ} =1 et Nl{Qﬂ} =2 " soit Pc B et Ap=P —P{E}Qﬂ.Alors
R,(2) = 0,donc R, € Hg.Deplus,
Neo(Bp —P) < Ni(R, —P) = |P(2)|27" — 0.Ansi, Hy estdense pour IN]
et pour IV .. On retrouve le résultat de I'exercice 19, puisque €75 n'est continue pour aucune
des deux normes.

6. D'aprés la question 3, €_1 est continue pour I¥{1.Sonnoyau ff_1 estdonc fermé pour

IN{.Enrevanche, €_1 n'est pas continue pour IV ., d'aprés la question 4. Directement :
n
avec 5, = (l_g—f),ona Sp(-)=1let N(S,)=2"" .Pour P E e

polynéme P — P({-1)5, estdans H _j ettendvers P pour IN,.Donc H_j est
dense pour IV ..

1
7. Pour N, ,0na |'.;I¢’;{P:|| < f|P| < NOO(P).Pour Nqi,ona

n
[0 (P)| = |Z ;—fl| < Z lag| = IN1(P) . Dans les deux cas, (1) =1 etlanorme de
1 vaut 1. Ainsi, ’-:,1') est continue pour les deux normes, de norme 1.

Point de méthode : ce probleme montre qu'un méme hyperplan peut étre fermé pour une norme et
dense pour une autre. Tout se ramene a la continuité de la forme linéaire, étudiée par majoration ou par
une suite de polynémes bien choisie.
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