Exercices de maths en L2

Topologie de R™n

Exercice 1 : Calcul des normes usuelles

Dans R3,onconsidere = = (3,—4,12) et v = (1,2, -2).

1. Calculer 'Tly, 1Ty 1Tlgs, puis ¥y, ¥y, ¥l.,.
2. Calculer les trois normes de & —+ ¥ et vérifier I'inégalité triangulaire pour chacune.
3. Sans nouveau calcul de coordonnées, donner les trois normes de —2x.

4. Déterminer I'ensemble des vecteurs ¢ = R2 tels que IUVlf = Wigg

Exercice 2 : Distances et appartenance a des boules

Dans R2,onpose a = {1,2), b= (4, -2) et ¢ =(2;3,5).0nnote dy, dy, de les
distances associées aux trois normes usuelles, et B1, Bn, B, lesboules ouvertes
correspondantes.

=

. Calculer di(a, b)), dpa,b) et deola,b).
2. Lepoint ¢ appartient-ila Bi(a,2) 78 Bgfa,2) 78 B(a, 2)?

. Décrire géométriquement la sphere S 5 (a, 1) .

w

4. Soit m le milieude [a, b]. Vérifier que d(a, m) = d(m, ) = ld{aj b) pour chacune des
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trois distances, puis le démontrer pour une norme quelconque.

Pour chacune des applications suivantes de [R2 dans [, dire si c'est une norme. Justifier par une
preuve ou par un contre-exemple.

1. Nl{ﬂ:!y):|$|'
2. Ny(z,y) = 22 +y2.

3. Nz, y) = (gl + Vi)

4. Nalz,y) = max(|z|, |z —v]).

Exercice 4 : Une norme définie par valeurs absolues

Pour v = (z,4) € R%,onpose N{) = |22 + |+ |z —y|.

1. Montrer que IV est une norme sur [RZ.

2. Montrer que, pour tous réels @ et §, |a|+ |b] = max(|a + 8|, |& — &|). En déduire que
N(z,y) = max(3|z|, |z + 2y]).

3. Représenter la boule unité fermée de IV et donner ses sommets.

4. Déterminer les meilleures constantes o et [ telles que o Vi, < N{u) < B 1w, pour
tout .



Exercice 5 : Une norme euclidienne sur R"2

Pour u = (x,v) € RZ, on pose Nu) = vzt 4+ oy + 2,

1. Montrer que 2 + zy + y2 = [z + %)2 + %yg. En déduire que IV est bien définie et que
N(u) = 0 implique » = 0.

2. Pour u = (z,y) et u/ = (x/,y’), onpose
u:p[iu] uf} = zx + %(;p yl + xf y} + 1 y'. Montrer que % est un produit scalaire et que

N(u) = Jelu, w). En déduire que IV est une norme.
3. Montrer que % Ul < N{u} < \/% Iul, et que ces constantes sont optimales.

4. Montrer que la sphere unité de W coupe la droite ¥ = T en deux points a distance euclidienne
\52/3 de l'origine, et la droite ¥ = —' en deux points a distance 2.

Soit n>2et recR"™.

1. Montrer que IFlgg < 1Tlp S 1Ty
2. Montrer que 1T1] < VA1 1Ty etque 1Tl < VAL 1Ty, .
3. Endéduire que 1Zl{ S M 1Tl .

4. Montrer que chacune des constantes 1, +7& et 71 obtenues est optimale, en précisant un cas
d'éqgalité.
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Exercice 7 : Boules des trois normes dans le plan

Dans R2Z,onnote By, By, B, lesboulesfermées des trois normes usuelles.

1. Représenter sur un méme dessin  B1(0,1), Bgy(0,1) et B.,(0,1).
2. Démontrer que B1(0,1) C Bg(0,1) C B0, 1).
3. Déterminer le plus grand réel r >0 telque B, (0,7) C B1(0, 1) .

4. Déterminer le plus grand réel r >0 telque Bg(0,7) C B1(0,1).

Exercice 8 : Parties bornées du plan et de l'espace

Dire si chacune des parties suivantes est bornée, en justifiant.

1. A={zy) eRus2+oy +y2 <3}
2. B = {(z,y) R [\midid?] oy = 1}.
3. C={(z vy eR|xd4yls},<1}.
4. D = {(z,v) € }°[\midid?] [« - y] < 1}.

5. B ={(r,y,2) € RB\midx?]2 + 42 < z < 1}

(o))

. Expliquer pourquoi la réponse ne dépend pas de la norme choisie.

Exercice 9 : Limites de suites de R"3



Etudier la convergence des suites suivantes, définies pour k& = 1, et donner leur limite éventuelle.

Uy = ((1 + %)k,

<1
1. ksinp
(=)
"WE )
_ kr
v, = lcosT,
1
2. ]E!

3. ,R:S e~k
,ln(l + %))

4. Pour la suite {”};:" vérifier que |“g - £|m —+ 0 ou ¢ estlalimite trouvée. Que dire de
|uk" - £|1 ?

Exercice 10 : Une suite récurrente dans le plan

On définit une suite Uy = {:I?k, yk} de RZ par uy = (4, —2) et, pourtout k& € N :

_ Tk Yk _Tg | Yk,
i1 =2 T2 Yp1 =7 T3

1. Calculer Uy et Ug,

3
2. Montrer que |uk+1|m < 4%, pour tout j . En déduire que ':”k:' converge vers (0, 0} ,

et majorer |uk|g :

3. Onpose S = TptUp et dg = g — Yy .Exprimer Sk+1 et dg41 enfonction de
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5L et dp,puisdonner ¥g et Y enfonctionde k.

Tl
4. Montrer que N converge et donner sa limite. Interpréter.
2

Cet exercice sort du cadre de R™ ; il montre le réle de la dimension finie. Sur I'espace R[] des

polyndmes réels, on pose, pour P = Z O Xk,
k=0

1. Justifier brievement que V1 et IV, sont des normes sur R[X].

2. Montrer que IV oo (P) < IN1(P) pourtout P.

3.0npose P,, =1+X+...4+X"™ cCalculer N1(P,,) et N (P,,).Endéduire
qu'il n'existe aucune constante ' telleque Ni < € N ,.

4, On pose Qm = % P,, 1 pour m = 1.Montrerque (Qm} tend vers 0 pour IV
mais pas pour IV7{.
Exercice 12 : Ouverts et fermés du plan

On considére les parties suivantes de [R2, représentées sur la figure ci-dessous (bord en pointillés s'il est
exclu, en trait plein s'il est inclus) :



: 2 2
A = {(;c,f)omm,w + y« < 4,4,}3 B = {(a:, y) |y > 332}; C = {(a:, Y|0<e < 1}‘

2
4 -
1_
2 - /,,-—---._\ 34
’ D
£ \ 2 1 0
04! |
1_
T T _1-
-2 0 2 0
artie A - :
P -2 0 2 2

-1 0 1 2

partie B partie C

1. Montrer que A est ouverte en exhibant, pour chaque point, une boule incluse dans A4 .
2. Montrer que B est fermée a I'aide de la caractérisation séquentielle.
3. Montrer que (' n'est ni ouverte ni fermée.

4, Montrer que F< est une partie fermée de [R2. Est-elle ouverte ?

Exercice 13 : Réunions et intersections infinies

1. Pour £k > 1,0onpose F'y = [%: 1] x [0, 1] - Montrer que chaque F'. est fermé, puis

déterminer £ Fy . Cette réunion est-elle fermée ?

2. Pour k& > 1,onpose UV = By(0,1+ %} , boule ouverte de [R2. Déterminer k@ ) Uk .

Cette intersection est-elle ouverte ?

3. Démontrer qu'une intersection de deux ouverts de R™ est un ouvert. OU I'argument échoue-t-il
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pour une intersection infinie ?

Exercice 14 : Boules ouvertes, boules fermées et spheres

Soit IV une norme quelconquesur R™, g ¢ R™ et r=>0.

1. Montrer que la boule ouverte B(a, ) est un ouvert.
2. Montrer que la boule fermée Bf{a, T) est un fermé, en utilisant la caractérisation séquentielle.
3. En déduire que la sphére  S(a, ) est un fermé.

4. Montrer qu'un singleton, puis toute partie finie de [R™ , est fermé.

Déterminer l'intérieur, I'adhérence et la frontiére de chacune des parties suivantes de [R2.

1. A=01]x]o1].
2. B={{zy)s0<z?+y22 <1},

3. C =02,

1
o poJEolke w}.

k>1



Exercice 16 : Adhérence et intérieur d'une boule

Soit IV unenormesur R", g R™ et r>0.

1. Montrer que Bfa,r) = Bf(a, 7).
2. Montrer que I'intérieur de B f(a, ) est Bfa, 7).

3. En déduire la frontiere de  B(a, ) etcellede By(a, 7).

Exercice 17 : Propriétés de la frontiere

Soit A unepartiede R™ et A =R" \l A son complémentaire. On admet que F est le
complémentaire de [Ymathring?]4

1. Montrer que Fr(A} = 4N F . En déduire que Fr{A} est fermée et que
Fr(d) = Fr(A").

2. Montrer que A est ouverte si et seulementsi A M Fr{d) = 8.
3. Montrer que A est fermée si et seulementsi Fr{d) C A .

4. Montrer qu'un point @ estdans Fr(A) sietseulement s'il existe une suite de A et une suite
de A° qui convergent toutes deux vers .

1. Soit f:R — R continue. Montrer que son graphe I'f = {(z, £})| £ € [\mathbhbb?]R}
est fermé dans [R2.
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2. Montrer que le graphe H = {{ 51—]:) | T [j][j} est fermé dans [R2, bien que ]D, —I—c::o[ ne
soit pas fermé dans [R.

3. On considere (G = {(g;, ﬂ.n%:l |z > [j} , dessinée ci-dessous. Soit ¢ € [—1,1] . Construire
une suite I:I«‘k:l de réels strictement positifs, de limite 0, telle que sin%k = ¢ pourtout k.

En déduire que (3 n'est pas fermée.

4. Déterminer (3 .

1.5
— G={(x,sin(1/x)), x>0}

1.0 -

0.5 A1

_0.5 ]

—1.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Exercice 19 : Parties compactes du plan

Dire si chacune des parties suivantes de [R< est compacte, en justifiant.

1. A= {{z|x2+2y2[\leleq?] 4} .
2. B={&1|zy =1

3. C={y)|z2+yt=11}.



4. D = {{%%) [\mimid?]k > 1} U {(0,0)} . puis D' =D\ {(0,0}.

5. E=1[0,1x[01].

Exercice 20 : Suites extraites et Bolzano-Weierstrass

Pour k € IN, on pose up = ((—1}}“", Cos%ﬂ—) c R2.

1. Calculer g -« UYg et vérifier que Ygig = Wi,
2. Déterminer les limites possibles des suites extraites convergentes de (”k:‘-
3. La suite ':”};:' converge-t-elle ?

4. Onpose vy = (cosk,sin k) . justifier que () admet une suite extraite convergente et que
sa limite appartient au cercle unité.

Exercice 21 : Distance a une partie fermée

On munit R™ de la norme euclidienne. Pour une partie nonvide A et £  E", on pose
diz, A) = inf 1z —al
{ ’ :l a € 4 2

1. Montrer que |Cfl:ﬂ?, A} - d{y, A:'| < T - Y|y pourtous T Y.
2. Montrer que d{z, A) = 0 sietseulementsi = ¢ A .
3. Onsuppose A fermée. Montrer qu'il existe &g € A tel que diz, A) = | — “3‘f|;j|2 .

4. Dans R2,soit P = {(t;2)|t € [\mathbbbb?]R} et =y = (0,2) . justifier que P est
fermée, puis calculer Cfl:ﬂ:‘,j, P:l et les points de P qui réalisent cette distance.
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5. Soit A = Bg(0,1} , boule ouvertede R2,et = = (2,0) . Calculer d{z, A). Cette
distance est-elle atteinte ?

Soit IV une norme quelconque sur R” et I:El, Cen En:l la base canonique. On pose
= max Nle.
p l<e<n ( E:l :

1. Montrer que N{z) < B 11y pourtout x £ R™.

2. Montrer que |IN{z) — N{y)| £ 81z — Y|y . En déduire que si %g — £ pour '"1, alors
N(up) = Niz).

3. Montrer que § = [:E eR"| |:t?|1 = 1} est une partie compacte de (R", 1}
4, Onpose = = g;iléfg N'@:‘ . Montrer que cette borne inférieure est atteinte, puis que o« == 0.

5. En déduire que o 1Ty < N{:J::l < ,3 11 pour tout ', puis que toutes les normes sur k"
sont équivalentes.

6. Application : pour IN{z, ) = |2z 4+ y| + |z — y| sur R2, calculer S et «.On pourra
utiliser I'expression IN(z, v) = max(3|z|, |z + 2y|).

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.


https://mathovore.fr/topologie-espace-rn-corrige-exercices-maths-l2

Pour aller plus loin en L2

Le cours : topologie de R™n, cours de maths en L2

Chapitre précédent : Groupes, sous-groupes et morphismes

Chapitre suivant : Plusieurs variables : limites et dérivées partielles

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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