Cours de maths en L2

Topologie de R™n

I. Normes sur R n

En premiére année, la proximité entre deux réels se mesure avec la valeur absolue. Dans R™ , il faut un
outil qui joue le méme réle pour des vecteurs. C'est la notion de norme. Elle permet ensuite de définir les
limites, la continuité et la différentiabilité des fonctions de plusieurs variables.

Dans tout le chapitre, 7 = 1 estun entier et un vecteurde R"™ s'écrit * = l::r!l, cey $n:l .

Définition :

Une norme sur [R"™ estune application IV : R"™ — [+ qui vérifie, pour tous =, y € R"™ et
tout A €R:

e laséparation: N{z) = 0=z =0;
* I'homogénéité : IN(X z) = |A| N{z) ;

« l'inégalité triangulaire : N(zr + y) < N(z) + N(y).

L'homogénéité avec X = 0 donne IN(0) = 0. De plus, elle donne IN{—z) = IN(z).Onen
déduit une conséquence tres utile de I'inégalité triangulaire.
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Pour toute norme IV ettous =z, vy & R™, ona I'inégalité triangulaire renversée
[\big[?]V () — N(y)[\big|?] < Nz —y).

Onécrit = = {z — y) + v . L'inégalité triangulaire donne  IN{z) < Nz —y) + N{v), donc
N(z) — N{y) € N{z —y). En échangeant les roles de T et ¥, on obtient
N(y)— N(z) € N(y — z) = N(z — y) . Les deux inégalités donnent le résultat.

1. Les trois normes usuelles

Pour © = (Ty,... Ty) € R™, on pose :

n 1/2
1Tl = Z x|, 1T = (Z S‘L‘?) ) ITlg =, IAX |z,

Ce sont respectivement la norme 1, la norme euclidienne et la norme infinie.

Pour "' et oo, les trois axiomes découlent directement des propriétés de la valeur absolue. Par
exemple, |35E- + yi-l < |ﬂ?i;| + Iyi-l < ITlgo T+ Y|, pOUrtout 3, eton passe au maximum. En
revanche, l'inégalité triangulaire pour "' demande un argument : I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoreme :




Inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour tous z, v € R™, ona

T
[\Eigr:‘]z z. ¥ [\Bigl’] < 1Zly Y|, . Par conséquent, '3 vérifie I'négalité triangulaire
=1
(inégalité de Minkowski).

Démonstration :

On note ( T,y ) = Z Ty, Sy = 0, l'inégalité est évidente. Sinon, pour tout réel £, on
a 0= |z +1¢ y|§ = |$|% + 2t T,y ) + t2 |¥|2 . Ce trindme en £ garde un signe constant,

donc son discriminant est négatif ou nul :  4¢ &, y ¥* — -’-l|$|% |y|% < 0. D'ou I'inégalité.

Ensuite, | + Y2 = m% +2{z,y)+ |y|% < |;r:|% + 2z, + |y|% = (115 + Iylg}2 .

On prend la racine carrée, ce qui conclut.

Pour z = (2,-3,6),ontrouve 1€l =11, 121, =4 +9+36 =T et 1TIg, = 6.
On observe que 1 Elqq = 1L 1 < 11y . Ce n'est pas un hasard, comme on le verra dans la partie

2. Vérifier qu'une application est une norme

Beaucoup de normes s'obtiennent a partir des normes usuelles. Ainsi, si .4 est une matrice inversible de
taille 7, I'application * — |Axl; est une norme. En effet, la séparation vient de I'injectivité de A ,
et les deux autres axiomes de la linéarité.

Méthode :
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Pour montrer que IV est une norme, on vérifie d'abord que IV est a valeurs positives. Ensuite, on
traite la séparation : on suppose IN(x) = O etonprouve £ = 0 .On vérifie 'homogénéité par
un calcul direct. Enfin, I'inégalité triangulaire se ramene souvent a celle de la valeur absolue, ou a
Cauchy-Schwarz. Pour montrer que N n'est pas une norme, un seul contre-exemple suffit : un
vecteur non nul d'image nulle, ou deux vecteurs qui mettent en défaut un axiome.

L'application N(x, y) = |z| n'est pas une norme sur R2,car IN(0,1) = O alors que
(0,1) £ 0. De méme, N(z,y) = z2 + y2 n'est pas homogene :
N(2,0) = 4+# 2 N(L,0).

Il. Distance, boules et parties bornées

Une norme mesure la longueur d'un vecteur. Par conséquent, elle mesure aussi I'écart entre deux points :
c'est la longueur du vecteur qui les joint.

Définition :

Soit IV unenormesur R™ .La distance associée est d{x,y) = N(x —y) .Pour g ¢ R"
et 7 >0, ondéfinit:

* la boule ouverte Bz, r) = [:1: € R"|N(z¢t —a) < r} ;
« laboule fermée Bf(a, ) = {z € n|Nfx - o) [\lleq?] r} ;

o lasphere S(a,r) = [:1: € R"| Nzt —a) = r}.




La distance vérifie d(z,y) = d{y, z), d{r,y) = 0 & = = y etlinégalité triangulaire
d{z, z) < diz,y) + d(y, z) . Toutes ces propriétés viennent des axiomes de la norme.

La forme d'une boule dépend de la norme choisie. Dans le plan, la boule unité fermée de "o estle
disque usuel. Cellede "“'co estlecarré [—1 1]2 . Enfin, celle de "1 est un carré tourné d'un quart
de tour, de sommets (% 1,0) et (0, £1). La figure ci-dessous représente les trois sphéres unités.

|
—— norme 1: |x|+|y|=1
- x| +1y
—— norme 2: x2+y?=1

— norme infinie : max(|x|, |y|) =1

1.0 A
0.5 -
>,
0.0
—0.5 - /

—1.0 A

_1.5 T T
-1.5 -1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Propriété :

I Toute boule, ouverte ou fermée, est convexe :si =,y € Bla,r) et t € [0,1], alors
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I (1-t)r 4+ ty € Bla, ).

Démonstration :

onécrit (1-t)r +ty —a = (1-t){x —a) + t{y — a) . L'inégalité triangulaire et
I'hnomogénéité donnent

N({(1-t)z +ty —a) € (1-t)N(z—a) + t N(y—a) < (1—t)r + tr = r . La preuve est
identique pour la boule fermée, avec des inégalités larges.

Remarque :

Ce résultat fournit un test rapide. Si I'ensemble {IN < 1} n'est pas convexe, alors IV n'est pas
une norme. Par exemple, N{z,y) = (\/|z| + ~;“|y|jg a une « boule unité » en forme d'étoile a
bords courbés vers l'intérieur. Ainsi, elle ne vérifie pas l'inégalité triangulaire.

Définition :

Une partie A4 de R"™ estbornée pourlanorme N s'ilexiste M > 0 tel que
N(z) < M pourtout = € A.Autrementdit, A estcontenue dans une boule centrée en 0

Lapartie A = {(z,)| z% + y*[\leqeq?] 1} estbornée. Eneffet, =4 < 1 et y% < 1,donc
I(:r‘,y}lm < 1 . Enrevanche, I'hyperbole {a:y = 1} n'est pas bornée : elle contient les points
(k,1/k), dont la norme infinie vaut .




lll. Suites de R™n et équivalence des normes

1. Convergence d'une suite

Définition :

Soit IW¥ unenormesur R™ et ':uk:'k c y une suite de vecteursde [R™ . On dit que {uk}
converge vers £ < R™ pour IV si N(uk - f;'l — 0, c'est-a-dire :

Ve>0,
1K eN,
YEk>K,
N(u, —£) <e.

Géométriquement, a partir d'un certain rang, tous les termes sont dans la boule Bl@?, E:l . La figure
suivante montre une suite du plan qui s'enroule vers sa limite. Les termes d'indice assez grand restent
dans la boule rouge.
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Comme pour les suites réelles, la limite est unique. En effet, si £ et g/ sont deux limites, alors
N -2 < N —up) + N{uy — ') tendvers 0.Donc N({€—2)=0cet ¢ = ¢
De plus, une suite convergente est bornée.

2. Normes équivalentes

La définition de la convergence fait intervenir une norme. On doit donc se demander si le choix de la
norme change les suites convergentes. La notion suivante répond a la question.



Définition :

Deux normes N et py/ sur R™ sont équivalentes s'il existe deux réels c, 5 > 0 tels que,
pourtout £ € R™, o N(z) < N'(z) < 8 N(z).

Si IV et v/ sontéquivalentes, alors N(uy — £) — 0 équivauta N'(uy — £) — 0. Ainsi,
les suites convergentes et leurs limites sont les mémes. De méme, les parties bornées sont les mémes
pour les deux normes.

Proposition :

Pourtout ¢ ¢ R™ :

Tlog S 1Ty S 11y S ITIH < 11T

O ook

En particulier, les trois normes usuelles sont deux a deux équivalentes.

Démonstration :

L . | — _ .3 7 .\
Soit g un indice tel que |$ﬁ|:|| 1Tl og . Algrs |;t?|%O = £?D < Z £y, d'ou la premiere
inégalité. Ensuite, en développant (Z |$é|) , on obtient Z z? plus des doubles produits
positifs, ce qui donne la deuxieme. Pour la troisieme, on applique Cauchy-Schwarz aux vecteurs

(LoD et (o). lzal) Z x| < v 1515 . Enfin, Z ,:r:f. < nixid , doula
derniere.

Dans le plan, ces inégalités se lisent sur les boules. Par exemple, 1Ty < AT 1gq signifie que la boule
B, (0, %} est contenue dans  B1(0,1) . De méme, ILlg = €15 = 11y donne les inclusions

B1({0,1) € By(0,1) C Bys(0,1) . La figure ci-dessous montre cet emboitement ; le point {%: %}
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prouve que le rayon L ne peut pas étre augmenté.

2
— =+ B.(0,1)
1.0 A — B;(0,1)
— B,(0,1)
— B.(0,1)
0.5 1
> 0.0
—0.5 1
_1_0_

~10 -05 00 05 1.0

Méthode :

Pour comparer deux normes IV et Jy/, on cherche d'abord une majoration N'{x) < 8 N(z)
par des inégalités terme a terme ou par Cauchy-Schwarz. Ensuite, on cherche une minoration

N’{a:} e N{a:} . Pour prouver qu'une constante est optimale, on exhibe un vecteur pour lequel
'inégalité est une égalité. Souvent, un vecteur de la base canonique ou le vecteur (1,..., 1} suffit.

Le résultat suivant est le théoreme central du chapitre. Nous le démontrerons dans la partie VI, car sa
preuve utilise la compacité.

Théoreme :



Sur R™ , toutes les normes sont équivalentes.

Par conséquent, la convergence d'une suite, le caractere borné d'une partie et toutes les notions
topologiques de ce chapitre ne dépendent pas de la norme. On peut donc choisir la norme la plus
commode dans chaque calcul.

Corollaire :

Une suite g = ':’Urk,p e “k,n} converge vers £ = (£1,..., £,) siet seulement si, pour
tout %, la suite réelle ':”;‘,,E':';‘. converge vers £ .

Démonstration :

On utilise la norme infinie. Pour tout 3, on a |’U’r;_.,¢' — £ < |’Ur;; - €|OO , d'ou le sens direct.

Réciproquement, si chaque coordonnée converge, alors |'“'f;; - ’€|OD = m;‘_n-: |”k,@' — €4 estle

maximum d'un nombre fini de suites qui tendent vers (1. Il tend donc vers [J.

L'équivalence des normes est fausse en dimension infinie. Sur I'espace des polynémes,
Ni(P) = Z lag| et Noo(FP) = max |ag| ne sont pas équivalentes : pour
P=14+X+...+X™ ona Ni(P)=m+1et N (P)=1.Cetteremarque
sort du cadre de  [™ , mais elle montre le rdle de la dimension finie.

IV. Ouverts et fermés : la topologie de R”n
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La topologie étudie les parties de ™ du point de vue de la proximité. Grace a I'équivalence des
normes, on fixe une norme quelconque ' :les notions qui suivent n'en dépendent pas.

Définition :

Une partie TJ de R"™ estunouvertsi, pourtout a € 7, ilexiste r >0 tel que
B(a,r) C U .Unepartie F estun fermé si son complémentaire R" \ F' estun ouvert.

Autrement dit, un ouvert contient une petite boule autour de chacun de ses points. La figure ci-dessous
illustre la définition pour le disque ouvert U = By{0, 2) . Autour du point @, la boule de rayon

2 — Il reste dans T . Enrevanche, un point & du cercle n'appartient pasa L, et toute boule
centréeen f sortde T7.



3 1 ——- bord (exclu) de U= B,(0, 2)
— B(a,r)cUavecr=2-|al-
— toute boule centrée en b sort de U
2 - e ——
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Proposition :

Une boule ouverte est un ouvert. Une boule fermée et une sphere sont des fermés.

Démonstration :

Soit * € Bla,r) et p=r—1z—a>0.Pour y € Bz, p),ona
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W—a| S | y—z|+1x—a<p+i1z—al =r.Donc Blr,p C Bla,r).Lesautres
assertions se démontrent de la méme facon sur le complémentaire, ou plus rapidement grace au
théoreme de la partie suivante.

Propriété :

Les parties i et R™ sonta la fois ouvertes et fermées. Une réunion quelconque d'ouverts est un
ouvert ; une intersection finie d'ouverts est un ouvert. Par passage au complémentaire, une
intersection quelconque de fermés est un fermé, et une réunion finie de fermés est un fermé.

Pour l'intersection finie &7 M ... M U'p, on prend le plus petit des rayons 711+ - = 7. Ce minimum
est strictement positif car il y en a un nombre fini. En revanche, l'intersection des ouverts ]—%: %[ vaut
{0}, qui n'est pas ouvert.

1. Caractérisation séquentielle des fermés

Montrer qu'une partie est fermée a partir de la définition est souvent lourd. Le théoréme suivant donne un
critére beaucoup plus maniable.

Théoreme :

Une partie F' de R™ estfermée si et seulement si, pour toute suite {uk} d'éléments de F'
qui converge vers £ ¢ R™,ona £ ¢ F.

Démonstration :

Supposons F' fermé et soit (uk:l une suite de F' delimite #£.Parl'absurde,si £ ¢ T
alors £ appartient & 'ouvert R™\ F'.llexistedonc 7 >0 telque B, n)NF =10 . or



uy € B, r) pour k assez grand, ce qui contredit up € F',

Réciproguement, supposons la propriété séquentielle et montrons que le complémentaire est ouvert.
Par 'absurde, soit a ¢ F' tel qu'aucune boule Bf{a, 7) ne soit incluse dans  R™ | F' . Pour tout

k > 1, on choisit uy € F N B(a, %} .Alors UYp —* & donc a € F' :c'estabsurde.

Méthode :

Pour montrer qu'une partie définie par des inégalités larges ou des égalités est fermée, on prend une
suite {“k:' de la partie qui converge vers £ . Ensuite, on passe a la limite dans les relations,
coordonnée par coordonnée. Pour montrer qu'une partie est ouverte, on cherche explicitement un
rayon T autour de chaque point, ou on montre que le complémentaire est fermé. Pour prouver
gu'une partie n'est pas fermée, il suffit d'exhiber une suite de la partie qui converge hors de la partie.

La partie P = {{;t?,y:l |y > ;t:g} est fermée. En effet, si (', yk} € P converge vers
(@,b), alors T —* & et Yy, — b. En passant & la limite dans Yy 2 :LT%, on obtient
b > a2,donc (a,b) € P.Enrevanche, ]0,1] X R n'est pas fermée : la suite {%: 0)
converge vers (0,0}, qui n'est pas dans la partie.

V. Intérieur, adhérence et frontiere

Une partie quelconque n'est en général ni ouverte ni fermée. On I'encadre alors par un ouvert et un fermé
naturels.

Définition :
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Soit 4 - R" et g R".

o Lepoint @ estintérieura A s'lexiste r >0 telque B(a,r) C A.L'ensemble de
ces points est I'intérieur, noté [\mathring?]A

* Lepoint @ estadhérenta A si,pourtout r >0, B(z,7) N AF£ B Lensemble de
ces points est I'adhérence, notée 4 .

s Lafrontierede A est Fr(A) = A\ [\mathring?]4.

Proposition :

Ona [\mathring?]d C A C A . Lintérieur [\mathring?]A est le plus grand ouvert
contenu dans A , etl'adhérence A est le plus petit fermé contenant .4 . De plus, A est
ouvert si et seulement si A = [\mathring?]A, et fermé si et seulementsi 4 — A .Enfin, le
complémentaire de A est l'intérieur du complémentaire de A .

La derniére égalité se vérifie directement : a ¢ A signifie qu'une boule centrée en @ ne rencontre pas
A . Autrement dit, cette boule est contenue dans le complémentaire de .4 . On en déduit que

Fr(d) = AnE" \ A . qui est donc un fermé.

Théoreme :

Caractérisation séquentielle de I'adhérence. Un point @ appartienta A4 si et seulement s'il existe
une suite d'éléments de A qui converge vers .

Démonstration :

Si g < A ,on choisit, pour tout & > 1, un point uyp € An B{a, %} . Alors g — G| :::%,



donc Ug —* & Réciproquement,si Uy € A et Ug — O toute boule Bfa, r) contient les
Ur pour k assez grand, donc rencontre A .

Soit A la réunion du disque ouvert unité, du segment [1, 2] x {0} et du point (2,5;0,8) .
L'intérieur de A est le disque ouvert : en effet, une boule centrée sur le segment ou sur le point
isolé déborde de A . L'adhérence est la réunion du disque fermé, du segment et du point isolé. La
figure ci-dessous représente ces trois ensembles.

1 T I,’—‘\\\ . 1 1 ,”_-‘\\\ 1 ’ /--\ .
[ Y 4 \

011 | 011 | 0
\ / \ /
N N \J

_1_ ~ - _1_ ~ |- _1_
-1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2
partie A intérieur de A adhérence de A

Méthode :

Pour déterminer l'intérieur et I'adhérence d'une partie A , on devine d'abord les réponses sur un
dessin. Ensuite, on encadre : on exhibe un ouvert LJ C A etunfermé F T A, ce quidonne

U C [\mathring?]A et ‘4 ¢ F.Enfin, on montre les inclusions réciproques point par point :
un pointde A \\ U n'est pas intérieur (une boule autour de lui déborde), et un point de F' est
limite d'une suite de A .

Dans [, I'ensemble () est d'intérieur vide, car tout intervalle contient un irrationnel. Son
adhérence est [k, car tout réel est limite de ses approximations décimales. Par conséquent,
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I Fi(Q) = K.

VI. Parties compactes de R™n

Sur [, le théoréme de Bolzano-Weierstrass affirme que toute suite bornée admet une sous-suite
convergente. Ce résultat s'étenda R™ .

Théoreme :

Théoréme de Bolzano-Weierstrass. Toute suite bornée de R™ admet une suite extraite
convergente.

Démonstration :

On raisonne par extractions successives, avec la norme infinie. La suite réelle {U;;,l} est bornée,
donc elle admet une extraction %1 telle que {utpli}:),l} converge. Ensuite, la suite {u‘ﬁ'l':k)!z}

est bornée : on en extrait une sous-suite convergente, d'indices ¥1 © %15 . La premiére coordonnée
converge toujours le long de cette nouvelle extraction. Apres 7. étapes, toutes les coordonnées
convergent le longde ¥1 ©---° %, . Le corollaire de la partie Ill conclut.

Définition :

Une partie K de R"™ est compacte sitoute suite d'éléments de & admet une suite extraite
qui converge vers un élémentde K .

Théoreme :



Une partiede [R"™ est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Soit K fermée et bornée, et ':”k:' une suite de K . Elle est bornée, donc par Bolzano-
Weierstrass elle admet une extraction convergente. Sa limite est dans K , car H est fermée.
Ainsi, K est compacte.

Réciproquement, soit K compacte. Si K n'était pas bornée, il existerait Uy € K avec

|t = k. Aucune extraction ne serait bornée, donc aucune ne convergerait : c'est absurde.
Ensuite, si g € K converge vers £, une extraction converge vers un point de K . Or cette
extraction converge aussi vers £ ,donc £ € K : K estfermée.

/ \ , n
Les boules fermées et les spheres sont compactes. Le pavé [[jjl] est compact. En revanche, une
droite est fermée mais non bornée, et la boule ouverte est bornée mais non fermée : aucune des deux
n'est compacte.

1. Démonstration de I'équivalence des normes

Nous pouvons maintenant prouver le théoreme annoncé dans la partie Ill. Il suffit de montrer que toute
norme IV estéquivalentea 1, car la relation « étre équivalente » est transitive.

Démonstration :

Soit (€1,...,€n) labase canonique et g = max N'i"ﬂ':' >0 p'abord, pour
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r = ZI’E e;ona N(z) < Z jz,| N(e,) < Bz .

Ensuite, I'inégalité triangulaire renversée donne |N':$‘:' - N(yﬂ < N{ff - y:' < BT - Yy
Donc,si Yg —* T pour "'1,alors N{up) — N(z).

La sphere 5 = {z||z|{ = 1} estfermée et bornée pour "1, donc compacte. Soit
& = E”é N(z) et {uk) une suite de & telle que N{uk:‘ —+ o . Par compacité, une

extraction converge vers Ly € 5, et N(:EU} = a.Comme I ?é 0,ona a>0.

Enfin, pour =« ?é 0, le vecteur = ;’ IZ1; estdans 5, donc N@:‘ / |:1:|1:| Z o, Par
homogénéité, o Izi; < N(z) < B 1z .

Ce qu'il faut retenir

¢ Une norme vérifie la séparation, I'homogénéité et I'inégalité triangulaire ; on en déduit
[N) - N(y)| < N(z - ).

* Les normes usuelles vérifient 1Tlgg = 1TIg = 1TI S V7L 1Tl S RITlg, ; l'inégalité
triangulaire de  ""'p repose sur Cauchy-Schwarz.

e Les boules d'une norme sont convexes ; leur forme dépend de la norme.

e Sur R™, toutes les normes sont équivalentes : convergence, bornitude, ouverts et fermés ne
dépendent pas de la norme.

e Unesuitede R™ converge si et seulement si chacune de ses coordonnées converge.

e Un ouvert contient une boule autour de chacun de ses points ; un fermé est le complémentaire d'un
ouvert.

e Une partie est fermée si et seulement si elle contient les limites de ses suites convergentes.

e L'intérieur est le plus grand ouvert inclus, I'adhérence le plus petit fermé contenant, et la frontiere
est A \ [\mathring?]A4.



* Toute suite bornée admet une extraction convergente ; les compacts de [R™ sont exactement les
fermés bornés.

Questions fréquentes sur topologie de R™n

Pourquoi peut-on choisir n'importe quelle norme sur R"n ?

Parce que toutes les normes sur ™ sont équivalentes : pour deux normes N et 7/, il existe

o, >0 avec oo N < N/ < 5 IV . Les suites convergentes, les parties bornées, les ouverts et les
fermés sont donc les mémes pour toutes les normes. On prend la plus commode, souvent '“co pour les
majorations.

Une partie qui n'est pas ouverte est-elle forcément fermée ?

Non. La plupart des parties ne sont ni ouvertes ni fermées, comme ]D, 1] % [ dans le plan. De plus,
et R™ sonta la fois ouvertes et fermées. Il faut donc toujours traiter les deux questions séparément.

Comment montrer rapidement qu'une partie est fermée ?

On utilise la caractérisation séquentielle : on prend une suite de la partie qui converge vers £, puis on
passe a la limite dans les égalités et inégalités larges qui la définissent. Si £ vérifie encore ces relations,
la partie est fermée. Pour prouver le contraire, il suffit d'une suite de la partie dont la limite en sort.

Quelle différence entre fermé et compact dans R~n ?

Un compactde [R™ estun fermé qui est en plus borné. Par exemple, une droite ou une hyperbole sont
fermées mais pas compactes. La compacité garantit que toute suite de la partie admet une suite extraite
qui converge dans la partie, ce qui sert a prouver |'existence d'extremums.

Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur topologie de R™n

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/topologie-espace-rn-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr

Chapitre précédent : Groupes, sous-groupes et morphismes

Chapitre suivant : Plusieurs variables : limites et dérivées partielles

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/groupes-sous-groupes-morphismes-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/fonctions-plusieurs-variables-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

