Exercices de maths spé

Théoreme spectral

Soit E! un espace euclidien de dimension 7. = 2, a € F unvecteur unitaireet X £ R .On pose
ulr) = x4+ A{a,z)a pour ¢ € F.

1. Montrer que u est un endomorphisme autoadjoint de £ .
2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de .

3. Pour quelles valeurs de 2 I'endomorphisme % est-il positif ? défini positif ? Reconnaitre
lorsque & = —1 etlorsque X = —2.

4, Onprend F — R2 euclidien canonique, @ = €1 et X = 1. Ecrire la matrice de % dans la
base I:El, €1 + EE) . Cette matrice est-elle symétrique ? Expliquer pourquoi cela ne contredit pas
le cours.

1. Justifier sans calcul que A est diagonalisable dans une base orthonormée de R3.

2. Ecrire A = Ig3+ J,00 J estlamatrice dont tous les coefficients valent 1. En déduire les
valeurs propres de A et leurs multiplicités.

3. Déterminer une matrice orthogonale P et une matrice diagonale I} telles que
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A=pPDPT.

4. En déduire, pour k £ IN, I'expression de 4% enfonctionde f3 et J.

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on considére la courbe ( d'équation
502 + 4ry 4 2y2 = 30, représentée ci-dessous.



C:5x% +4xy + 2y’ =30

1. Ecrire la matrice symétrique A telle que 5x< + dry 4+ Eyg = XT A X avec
X = (z,vu).

2. Diagonaliser A dans une base orthonormée {u, ’i'_.':l directe, avec % associé a la plus grande
valeur propre.
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3. Ecrire I'équation de C dans le repére (O, u, v) . En déduire la nature de C, ses axes et ses
demi-axes.

4. Déterminer les points de ( les plus proches et les plus éloignés de I'origine.

Exercice 4 : Reconnaitre un projecteur orthogonal

Soit J € M3(R) la matrice dont tous les coefficients valent 1et P = fq —z J.

L=

1. Calculer 72, puis montrer que P est la matrice, dans la base canonique, d'un projecteur
orthogonal P de [R?2.

2. Déterminer Im p et ker p.

3. En déduire la distance du point M = (1,2,6) auplan IT d'équation = + 1y + 2z = 0.

4. Montrer que & = ([\ra},r?] é ‘%::E ,}) est la matrice d'un projecteur de [R< qui n'est pas

orthogonal.

Exercice 5 : Projecteurs qui diminuent la norme

Soit FE un espace euclidien et [F un projecteur de £ . La figure ci-dessous montre qu'un projecteur
non orthogonal peut augmenter la norme : ici P projette sur F' parallelementa {7 .
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1. Onsuppose P orthogonal. Montrer que |p(x)| < 11 pourtout = € E.

2. Onsuppose que |p(x)| < 1z1 pourtout © € F.Soit = € Imp et y € ker p .En
étudiant |p(z + £ y}|2 pour t € R, montrerque {z,y ) =0.

3. Conclure : un projecteur est orthogonal si et seulement s'il est 1-lipschitzien, si et seulement s'il est
autoadjoint.

4. Dans R2,soit P le projecteursur F = R ey parallélementa G = R{El + Eg}. Calculer
p(z) pour = = (1,-1,6) etcomparer |p(z)| & 1=1.
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2 -1 0
Onconsidere A =|-1 , -1].
0 -1 &2

1. Pour X = (xy, £, T5), montrer que

2 2
XTAX:$%+(£1—£E) —|—{:1:2—:t:3:| —|—$%.

2. Endéduireque A € Séi"l_{lﬁ}.

3. Calculer les valeurs propres de 4 et vérifier la cohérence avec la question précédente.

Exercice 7 : Matrices de Gram

soit M € Mnp(R)et G = MT M c Mp(R).

=

. Montrer que G € S}!’{ﬂ?}.

N

. Montrer que ker G = ker M ,puisque rg G =rg M .

3. Endéduire que G € S},H'{IR} siet seulementsi rg M = p.

S

1
. Application: M = ( i 1 ) Calculer (&, ses valeurs propres, puis la norme subordonnée

01
| X |

sup 1]
X0

Exercice 8 : Matrice de Hilbert

1

Pour n > 1,onnote H, € M,(R) lamatrice de coefficients hs; = TFi—1



1
2
ﬂ .
1. Pour X = (:1:1,..., :J:ﬂ:l S [Rn,montrerque xT H, X = /(Z T, ﬂ—l) dt.
0 L=l

2. En déduire que H,, € Sﬁ"‘{lﬁ), puis que det H, >0.

3. Onnote Apmin et Amax 1@ plus petite et la plus grande valeur propre de  H 5, . Montrer que

1
Amax 2 1 et Amin € g7+

Exercice 9 : Trace et déterminant d'une matrice positive

Soit A € Sy(R).

1. Onsuppose A € Sg{lﬁj .Montrerque tr A > 0 et det A > 0,puisque trd =10
entraine 4 = 0.

2. Onsuppose A € Sﬁ"'{lﬁ} . Montrer que (det A}lf’” < “TA et étudier le cas d'égalité.

3. Pour m = 2, montrerque A £ Sé'_(l]?} sietseulementsi trAd > 0 et detd >0,
Donner un contre-exemple a cette équivalence pour n = 3.

Exercice 10 : Extremums d'une forme quadratique sur la sphere

Onnote S lasphéreunité de R3 euclidien canonique et f{z, vy, 2) = 2(zy + yz + zx).

1. Ecrire f(X) = XT A X avec A € S3(R), etexprimer A alaide de la matrice J
dont tous les coefficients valent 1.

2. Déterminer les valeurs propres de A .
3. En déduire le maximum et le minimum de f sur S, ainsi que les points ou ils sont atteints.

4. Retrouver ce résultat en écrivant  f(z, vy, 2) = (z + v + z}g — {;t:g +yd + 2:331 .
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Exercice 11 : Quotient de Rayleigh dans le plan

Soit g(z,vy) = 3z2 + 4xy sur R? euclidien canonique.

1. Ecrire la matrice symétrique A de g et déterminer ses valeurs propres et des vecteurs propres
unitaires.

2. Laforme 4 est-elle positive ? Justifier de deux facons.

3. Onpose @(f) = glcosd, sind) . Ecrire (@) sous laforme a + 3 cos(28 — ), et
retrouver le maximum et le minimum de ¢ sur le cercle unité.

4. En déduire que |g(z, v)| < 4(z2 4+ y2) pourtout (x, ) € R2, et préciser les cas d'égalité.

Exercice 12 : Calcul d'une racine carrée

5

Soit A = ([xra,;r?] o

1. Montrerque A &£ SéH_{IR} et diagonaliser A en base orthonormée.
2. Calculer A , I'unique matrice symétrique positive dont le carré vaut A .

3. Déterminer toutes les matrices symétriques réelles B tellesque B2 — A .

Exercice 13 : Unicité de la racine carrée

soit A € ST(R) et B ST(R) telleque B2 = A4.O0nnote Ay, ..., Ay les valeurs propres
distinctes de A .



1. Montrerque A et B commutent, puis que chague sous-espace propre E}\k(A:l est stable
par H.

2. Soit by I'endomorphisme induit par B sur H3,(A). Montrer que by est diagonalisable &
valeurs propres positives, et que b% = Ap id.

3. Endéduire que bz = fAr id, puisque B estentierement déterminée par A .

4. Montrer qu'il existe un polynéme @ € R[X] telque VA = QA4).

Exercice 14 : Décomposition polaire

Soit M € GL,(R).

1. Montrerque ML M € STT(R).

2.0npose § — /AT M et & = M §—1.Montrerque O estorthogonale et que
M=05.

3. Montrer l'unicité d'un tel couple (@, §) € OL(R) x SFTT(R) .
4, Soit § £ Sé‘""(lﬁj et W = $§<.Al'aide du théoréme de Cayley-Hamilton appliquéa S ,

N 4+ Vdet N I
Vir N + 2Vdet V

montrer que & —

5. Calculer la décomposition polaire de M = ([Rra},r?] é%{ill ,}) et identifier la matrice & .

Exercice 15 : Produit de deux matrices symétriques positives

Soit A, B € SH(R).

1. Montrer que VA BVA € ST(R).Endéduire que tr(dB) > 0.
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2. Onsuppose de plus A &€ S¢+{[R} . Montrer que A B estsemblabled A B A .En
déduire que A B est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives.

3. Vérifiersur A = ([l"-,ll'a,j,i" E%:DE ,}) et B = ([l"-,ll'aj.?' %ﬁ%,}) que AR n'estpas

symétrique, et calculer ses valeurs propres.

4. Montrer quesi tr(AB) = 0 avec A, B € ST(R),alors AB = 0.

1
Soit m > 1 et B = Rp[X], muniduproduitscalaire { P QY = fP{t} Q(t) dt. Pour
—1

/
P € E onpose y(P) = ({Xg_l}j:") .

1. Montrer que u estun endomorphisme de £ .
2. Al'aide d'une intégration par parties, montrer que
{(u(P), Q) = f (1—12) P*’{t} Q’{t} d# . En déduire que 1t est autoadjoint et positif.
3. Calculer u{X}*’} pour 0 < k& < n.En déduire les valeurs propres de % et justifier que
chaque sous-espace propre est une droite.

4, Pour i = 3, déterminer une base de F formée de vecteurs propres unitaires de degrés 0, 1,
2, 3, a coefficient dominant positif. Pourquoi cette base est-elle orthogonale ?

1. Soit 1 un endomorphisme autoadjoint nilpotent d'un espace euclidien. Montrer que % = 0.

2. Soit A € S,(R) telleque A3 = I, .Montrerque A = I,



3. Soit A € S,u(R) telleque 45 — 43.Montrerque 43 = 4.

4. Montrer par des exemples que les conclusions des questions 1 et 2 sont fausses sans I'hypothése de
symétrie.

soit A € Sp(R), b e R™ et f{X}:%XTAX—bTX pour X € R".

1. Pour X H € R™ , montrer que f{}f+H) = f{}{}—i—HT(AX—b}—I—%HTAH.

2. Onsuppose A € STT(R) . Montrer que admet un unique point de minimum X, a
n
déterminer, et que  f( X ) = —% bl A—1p.

3. Onsuppose que A possede une valeur propre strictement négative. Montrer que f n'est pas
minorée.

1& 27
minimum, et décrire ses lignes de niveau, représentées ci-dessous.

4. Application: n =2, A = ([l"-,ll'aj.i"?] 2&1 }) et b= (1,1).Expliciter f(z, v}, son
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N(M)= sup |IMX|
X1 =1 '

on munit M, (R} de la norme subordonnée & la norme euclidienne :

1. Montrer que S (R) et SFT(R) sont des parties convexes de Sy (R) .
2. Montrer que S (R) est fermé dans Sy, (R) .
3. Soit A € Sﬁ"‘(lﬁ} et Ay >0 sa plus petite valeur propre. Montrer que toute B € Sﬂ(lﬁj

telle que IV(B — A) < A1 est définie positive. En déduire que S T(R) est un ouvert de
Sp(R) .



4. Montrer que S (R) est I'adhérence de St (R), et que ST (R) n'est pas ouvert.

Exercice 20 : Inégalité de Hadamard

Soit A = {aﬁ-j-:l S S¢+{|R:'-

1. Montrer que ﬁﬁ-i;}[:] pour tout % .

2. Onpose ) = dia,g{al_llfgj ey G‘EHE:' et C = D AD. Montrerque C € SFT(R)
et que ses coefficients diagonaux valent 1.

3. A l'aide de I'inégalité arithmético-géométrique appliquée aux valeurs propres de (', montrer que
det A < ay1 895 8py .

4. Montrer qu'il y a égalité si et seulement si 4 est diagonale.

5. En déduire que pour M € M, (R) de colonnes C7,...,Cyp ,ona
det M| < [C1]. . . |Cal.

Exercice 21 : Diagonalisation simultanée

Soit A, B € S,(R).

1. On suppose qu'il existe P € @,(R) telleque pT 4 p et pT B P soient diagonales.
Montrerque AB = BA .

2. Réciproquement, on suppose A B = B.A . Montrer que chaque sous-espace propre de 4 est
stable par B, puis qu'il existe une base orthonormée de R"™ formée de vecteurs propres
communsa 4 et E.

3. Endéduire quesi A, B € ST (R) commutent, alors AB € ST (R).
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4. Application: A = ([Erajr?]?‘[ g % ,}) et B = ([Hraj,r?] ?gjé ,}) . Vérifierque A et B

commutent et les diagonaliser dans une méme base orthonormée.

Pour i > 2,onnote A, € M, (R) la matrice tridiagonale de coefficients diagonaux égaux a 2, de
kar

coefficients sur-diagonaux et sous-diagonaux égaux a —1, et nulle ailleurs. On pose &3 =
1<k <n.

——— pour

n—1
1. Pour X = (xy,... Ty}, montrer que XT A, X = :]S‘% + Z:l ':a:é — $c-£+1:'2 +z2
=
En déduire que A, € STT(R).

2. Soit ¥ € R™ le vecteur de coordonnées sin(7 8x), 1 < 7 < n. Montrer que

.o d
Ap V= 2ApViavec X =2 —2cosfy = 4 smgik-

3. En déduire le spectre de A.p, , puis justifier sans calcul que la famille  {¥'1,..., ¥V y) est
orthogonale.
ﬂ .
4. Montrer que |V;§|2 — B —EI_ 1 . On pourra calculer Z ‘305'(2 J Sk:' .
9=0

5. Montrer que pourtout X c R™, xT A, X > 4 Siﬂg(g(nj:_ 1)) X 12 , et que la constante

est optimale. Donner un équivalent de cette constante quand n — Hoo .

6. En développant le déterminant, montrer que det A,, = n + 1 . En déduire la valeur de
TL

H Sinz(nki 1
E=1

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.



Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : théoreme spectral, cours de maths spé

e A maitriser avant : Adjoint et isométries d'un espace euclidien, Diagonalisation, trigonalisation et
nilpotence

Chapitre précédent : Adjoint et isométries d'un espace euclidien

Chapitre suivant : Equations différentielles linéaires

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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