Cours de maths spé

Théoreme spectral

. Endomorphismes autoadjoints d'un espace euclidien

Dans tout le chapitre, F est un espace euclidien de dimension 7 = 1, muni du produit scalaire
(- ) etdelanormeassocié¢e ' .Onnote L{E) I'espace des endomorphismes de F . Pour les
matrices, R™ est muni de son produit scalaire canonique ( XY ) = xTy.

1. Adjoint et définition

Rappelons d'abord la notion d'adjoint, vue au chapitre précédent. Pour tout u & L{E} , il existe un
unique endomorphisme w* tel que { u(z), v ) = { =, u*{y) ) pourtous =,y € E .De plus, si
B est une base orthonormée et A la matrice de u dans 18, alors la matrice de w«* dans B

est AT,

Définition :

Un endomorphisme u € L({E) est dit autoadjoint (ou symétrique) si u* = w, C'est-a-dire si

Viz,y) € EQ: (u(z),y) = (= u(y))

Onnote S(E) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints de & .
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L'ensemble S(F) est un sous-espace vectoriel de L(F ). En revanche, il n'est pas stable par
composition : si % et v sont autoadjoints, alors (o r.-_.u}* — 4 o . Ainsi, U © v est autoadjoint si
et seulementsi et ¥ commutent.

2. Caractérisation matricielle

Le lien avec les matrices symétriques est immédiat en base orthonormée. C'est la traduction directe du
rappel sur la matrice de I'adjoint.

Proposition :

Soit B une base orthonorméede F et u € L(F) dematrice A dans B .Alors u
est autoadjoint si et seulement si A est symétrique: A1 — A .

nin+1) .

Par conséquent, S{E) estisomorphed S,(R) et dim S(E) = —5

L'hypothése « base orthonormée » est indispensable. Par exemple, dans [R2 euclidien canonique,
'endomorphisme % de matrice diag(2, 1) dans la base canonique est autoadjoint. Pourtant, dans

la base (El, e+ 32) , qui n'est pas orthonormée, sa matrice vaut ([Era.;,r?] g g % ,}) , qui n'est

pas symétrique.

Soit @ € E unvecteurunitaireet X € R.Lapplication w:zx — z + A{a, s )a est
autoadjointe. En effet, {u(z), v ) = {z, ¥+ A{a,z){a,y ), etcette expression est
symétrique en I et Y.




3. Projecteurs orthogonaux et symétries orthogonales

Les projecteurs orthogonaux fournissent les exemples les plus importants. Rappelons qu'un projecteur P
est orthogonal lorsque ker p et Im p sont orthogonaux. La figure ci-dessous représente la projection
orthogonale P surune droite F' :le vecteur = — p(r) estorthogonala F'.

Théoreme :

Soit P un projecteurde F . Alors I estun projecteur orthogonal si et seulementsi £ est
autoadjoint.

Démonstration :
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Supposons P orthogonal. Pour ,y € E ,onécrit = = p{x) + (x — p(z)) avec
z — p(zr) € ker p. Comme ker p L Im p,onobtient {x, p(y)) = { p(x), p(y) ) . De
méme, (p(z),y) = (p(z) p(y)). Donc (pl@),y) = (2, p(y)).

Réciprogquement, supposons ¥ autoadjoint. Soit * € ker p et y = p{z} € Im p. Alors
(z,y)y={z,plz))=(plx),z) =0 . Ansi, kerp LImp.

De méme, une symétrie 5 (c'est-a-dire 52 — jd) est une symétrie orthogonale si et seulement si elle
est autoadjointe. En effet, s = 2p —id ou P est le projecteur sur ker(s —id) parallélement &
ker(s +id) . Par exemple, la réflexion = — x —2{ @,z )a estautoadjointe : c'est le cas
A = —2 del'exemple précédent.

Il. Le théoréeme spectral

Le théoreme spectral affirme qu'un endomorphisme autoadjoint se diagonalise dans une base
orthonormée. Sa démonstration repose sur trois lemmes. Chacun mérite d'étre retenu pour lui-méme.

1. Trois lemmes

Lemme :

Toute matrice symétrique réelle A € S,(R) a son polynéme caractéristique scindé sur R .
Autrement dit, toutes ses valeurs propres complexes sont réelles.

Démonstration :

Soit A € C unevaleurproprede A ,vuedans M, (C), et Z ¢ C™ nonnul tel que




AZ = A Z .Posons - — ETAZ .D'une part, = = AZTZ = }‘Z|z;;| . D'autre

k
part, s estune matrice de taille 1, donc égale a satransposée: s — ZL AT 7 — 72T 4 7 .
Or,comme A estréelle, le conjugué de 3 vautaussi ZT 4 Z .Ainsi s 5,donc s est

2
réel. Comme ; |zk| >0 , on conclut que 2 est réel.

Lemme :

Soit u € S(E) et F' unsous-espace stable par u.Alors F-L eststable par u, et
I'endomorphisme induit par % sur F' est autoadjoint pour le produit scalaire induit.

Démonstration :

Soit £ € FL et ¥ € F.Alors ul(y) € F,donc {ulz),v) =z uly)) =0.Ansi
u(z) € F-L Enfin, lidentité { ulz), v ) = { =, uly) ) reste vraie pour =,y € F .

Lemme :

Les sous-espaces propres d'un endomorphisme autoadjoint sont deux a deux orthogonaux.

Démonstration :

Soit w(z) = Az et u(y) = py avec A 4. Alrs
A{zyy) = (@), y) = (z,uly)) = p(z,y) . Par conséquent,
':}‘_f-"’:'<$:y>:0'donc <£:y>:|:l'
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2. Enoncé et démonstration

Théoréme :

Théoreme spectral. Soit & un endomorphisme autoadjoint de I'espace euclidien & . Alors
est diagonalisable dans une base orthonormée de F' . De maniére équivalente, F estla somme
directe orthogonale des sous-espaces propres de % :

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur n = dim & .Lecas n = 1 estclair. Supposons le résultat vrai
en dimension 1 —1.Soit A lamatrice de 1 dans une base orthonormée. Elle est symétrique
réelle. D'apres le premier lemme, % admet donc une valeur propre réelle } . Soit €1 un vecteur
propre unitaire associé.

La droite £ = [ €1 eststable par . D'apres le deuxieme lemme, FL est stable et I'induit
”FJ_ est autoadjoint. Comme dim F'- = # — 1, I'hypothése de récurrence fournit une base
orthonormée (EE! Cen E‘n;'l de p-L formée de vecteurs propres. Finalement, (E‘l, “e E‘n:l est

une base orthonormée de vecteurs propres de .

La traduction matricielle est la forme la plus utilisée en pratique. Elle s'obtient en appliquant le théoréme a
I'endomorphisme canoniquement associé a A .

Corollaire :



Pour toute matrice A € &, (R) , il existe une matrice orthogonale P € @, (R} et une matrice
diagonale réelle {7 telles que

A=pPpDPl=-pppT

Les colonnes de P forment une base orthonormée de [R™ de vecteurs propres de A .

La réciproque est vraie:si 4 — P [ P1 avec P orthogonale et I3 diagonale, alors
AT — p pT pT — 4. Ainsi, les matrices réelles diagonalisables en base orthonormée sont
exactement les matrices symétriques. Attention, une matrice symétrique a coefficients complexes

L&

n'est pas forcément diagonalisable : ([Haajr?] & 1 ) est nilpotente non nulle.

3. Diagonaliser en pratique

Méthode :

Pour diagonaliser A € &,(R) en base orthonormée :

e calculer les valeurs propres, en s'aidant de la trace, du déterminant ou d'un vecteur propre
évident ;

¢ pour chaque valeur propre, chercher une base du sous-espace propre, puis I'orthonormaliser
par le procédé de Gram-Schmidt si sa dimension dépasse 1 ;

¢ réunir ces bases : les sous-espaces propres étant orthogonaux, on obtient directement une
base orthonormée de R™ ;
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¢ en dimension 3, le dernier vecteur s'obtient souvent par produit vectoriel des deux premiers.

Le cas de la dimension 2 est tres parlant. La matrice A = ([ll'n,ll'a].?'?] ?g;é ,}) a pour trace 4 et pour

déterminant 3. Ses valeurs propres sont donc 3 et 1. Ensuite, u = E{I’ Det v= E{l’ —1} sont

des vecteurs propres unitaires associés. Comme le montre la figure ci-dessous, .4 transforme le cercle
unité en une ellipse. Ses axes sont dirigés par U et %, et ses demi-axes valent 3 et 1.

— cercle unité
_3] image du cercle par A

-3 -2 -1 0 1 2 3




1 11
Soit A = ( 111 ) . Elle est de rang 1 et de trace 3. Ses valeurs propres sont donc 0 (double) et
1 11

3. Le sous-espace propre F3 est dirigé par (1,1,1),et Ejg estleplan £ +vy +2z = 0.0n
prend P de colonnes %(1, L1, %{1, —1,0) et %{1, 1, —2) . Alors
PT A P = diag(3,0,0).

lll. Endomorphismes et matrices symétriques positifs

La positivité généralise aux endomorphismes la notion de nombre positif. Elle joue un réle central en
optimisation. Par exemple, la matrice hessienne en un point critique renseigne sur la nature de ce point.

1. Définitions

Définition :

Un endomorphisme u € S{E) estdit:

e positifsi { u(z),z) > 0 pourtout = € F ;

« défini positifsi { u(z), z ) >0 pourtout = £ 0.

On note S"'(E:l et S‘H'{E:l les ensembles correspondants.

Une matrice A € &,(R) estpositivesi XT 4 X > 0 pourtout X € R™, et définie
positivesi X T 4 X ~ ( pourtout X ?‘é 0. On note Sﬁ{lﬁ} et Sﬁ""{ﬂ?} ces ensembles.
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La fonction g(X) = X7T A X estune forme quadratique. Ses lignes de niveau illustrent bien les trois
situations possibles. Sur la figure ci-dessous, une forme définie positive a des ellipses pour lignes de
niveau. Une forme positive non définie s'annule sur une droite. Enfin, une forme qui change de signe a des
hyperboles pour lignes de niveau.

x2 +2y? (X +y)?
définie positive positive, non définie ni positive ni négative

2. Caractérisation spectrale

Théoreme :

Soit u € S(E) . Alors:

e u € ST(E) sietseulementsi Sp(w) C Ry ;

e u € STT(E) sietseulementsi Splu) C RY.

Le méme énoncé vaut pour A € S, (R) . En particulier, STT(R) = ST (R) N GL,(R) .

Démonstration :



Soit I:E‘l, Cey En:l une base orthonormée de vecteurs propres, avec U{Eé:‘ = A €, . Pour

= Z‘téeé,ona

(u(z), z) = zn: A z?.

=1

Sitous les A; sont positifs, cette somme est positive. De plus, si tous sont strictement positifs, elle
ne s'annule que pour 1 = [J.Réciproquement, < u{eé}, €, > = A;.Donc la positivité impose
A; = 0, et la définie positivité impose A, > 0.

Le cas des matrices de Gram est fondamental. Il fournit un réservoir inépuisable de matrices positives.

Proposition :

Pour toute M € Mn,p{ﬁ}, la matrice  pg41 pg appartient a S;’{IR} . Elle appartient a
S}!""{IR} si et seulementsi A estderang P.

Démonstration :

La matrice g T pg est symétrique. Pour X  R¥ ,ona

XT MT M X = |MX|? > 0. De plus, cette quantité est nulle si et seulement si

MX = 0.Donc prT AfF est définie positive si et seulement si ker M = {0} , c'est-a-dire
si rg M = p.

Méthode :
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Pour montrer que A € &,,(R) est positive ou définie positive, on dispose de trois approches :

e écrire X1 4 X comme une somme de carrés, par exemple par la méthode de Gauss ;
b

e reconnaitre une matrice de Gram Af 1 Af , ou une intégrale du type ff{t}g df s
o

e calculer les valeurs propres, ou seulement leur signe, puis appliquer la caractérisation
spectrale.

Pour montrer qu'une matrice n'est pas positive, il suffit d'exhiber un vecteur X avec

XT A X < 0. Un coefficient diagonal négatif suffit, car a,. = E;r A €,

Soit A = ([Rary?] E_i&&_ég ) Pour X = (z,y),ona

XTAX =252 —2zy + 242 = 52 4 42 + (- y}z . Cette somme de carrés est
strictement positive dés que (%, 1) £ (0,0).Donc A € §3 T(R) . On le vérifie avec le
spectre, quivaut {1,3}.

Remarque :

Si 4 e Sﬁ{[ﬁ} yalors trd =0 et det A > 0, car ce sont la somme et le produit des
valeurs propres. Cependant, ces deux conditions ne suffisent pasdes n = 3 : diag{B, -1, —1}
a une trace et un déterminant positifs sans étre positive. En dimension 2, en revanche, tr 4 > 0
et det A > 0 caractérisent la positivité.




IV. Quotient de Rayleigh et encadrement

Le théoreme spectral permet d'encadrer la quantité { u{@l, T ) par les valeurs propres extrémes. Ce
résultat sert a estimer des normes et a résoudre des problemes d'extremum sur une sphére.

Théoreme :

Soit wu € S(E) devaleurs propres A1 < Ag < ... < Ay, . Alors, pourtout = € F,

Mizi2 < {u(z), z) < A, 1112

De plus, Al = |:1:I|mn (ulg),z) et An = Igrna'zx (L), T ) . Le maximum est atteint

exactement en les vecteurs propres unitaires associés & Ay, , et le minimum en ceux associés a

Al

— e
Dans une base orthonormée de vecteurs propres, on a < u(a:}, o > - Z '}‘i‘ ‘ﬂ:q' et
2 2 .
1T = Z Ti.or Aq :EE- < Ay :E‘E- < Ap :EE- pour tout 4 . En sommant, on obtient
%

N2
'encadrement. Ensuite, I'égalité { u(z), T} = A 1712 équivaut & Z (An —A)wd =0

1
Cette somme de termes positifs est nulle si et seulement si L. = 0 des que A ?é Ay , Cest-a-
diresi & & E}‘n{u}. Le cas du minimum est identique.

“u(},ir}

Pour = % 0, le nombre R( } = s'appelle le quotient de Rayleigh. Le théoreme dit

donc que R décrit exactement le segment [}Ll, }Ln]. La figure ci-dessous le montre pour

A = ([Hra@r?] ? gé ,}) . En effet, sur le cercle unité, g{cosd, sinf) = 2 + sin 28 oscille entre 1
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et 3.

4 - m— G g(cosB,sinB) =2+ sin260
—== Amax =3
-== Amin=1

6

Pour trouver le maximum et le minimum d'une forme quadratique q{x} = XT A X surla sphére
unité :

e écrire la matrice symétrique A de g (les coefficients hors diagonale sont les moitiés des
coefficients des termes croisés) ;

o calculer la plus petite et la plus grande valeur propre de 4 ;

* les points ol les extremums sont atteints sont les vecteurs propres unitaires associés.




Une conséquence utile concerne la norme subordonnée. Pour M € M, (K}, ona
IMX 12 = XT (MT M) X < Apa(MT M)IXI2. Par conséquent, la norme

subordonnée a la norme euclidienne vaut V/}lmax{MT M) .Pour M = ([ETW?] L&l })

0&1°?
,ontrouve MT M = ([thjr?]l &1 3+ 45

189 5 . La norme de
M vaut donc 1‘5"@.

}) , de valeur propre maximale

V. Racine carrée d'une matrice symétrique positive

Tout réel positif possede une unique racine carrée positive. Le théoréme spectral étend ce résultat aux
matrices symétriques positives. Cette construction intervient notamment dans la décomposition polaire.

Théoreme :

Pourtoute A € S;T(R), il existe une unique matrice B € S (R) teleque B2 — 4.0nla
note VA .Sideplus A € STT(R), alors vA € STT(R).

Démonstration :

Existence. D'aprés le théoréme spectral, 4 — P 13 PT avec P orthogonale et

D = diag(A1,..., An).Les A; sont positifs par la caractérisation spectrale. Posons

A =diag(A1,..,VAn) et B = P APT . Aors B estsymétrique, de valeurs propres
JA; = 0, donc positive. Enfin, B2 = p A2 PT — 4.

Unicité. Soit C € ST(R) avec 2 = A.Aors ¢ 4 = €3 = A ¢ . Ansi, C stabilise
chaque sous-espace propre 3 (A). L'endomorphisme induit par ' sur B 3 (A) est autoadjoint
et positif, et son carré vaut } id . Ses valeurs propres j vérifientdonc p = 0 et ud = X,
dou u = V. Comme cet induit est diagonalisable, il vaut 3} id.Donc ' coincide avec B
sur chaque E;(A}, et ces sous-espaces engendrent R™ . Finalement, ¢ = B.
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Reprenons A = ray’? 2&1 , de valeurs propres 3 et 1, de vecteurs propres
182"

:éilll}et ’U:%{l,_l}.ona AZSUUT+ﬂﬂT,d0nc

ﬂzv’guuT+UUT=%(v’3+1 V3—-1—-1&V3++11}).

Géométriquement, A ales mémes directions propres que A , et ses coefficients de dilatation sont
les racines carrées de ceux de 4 . Ainsi, comme le montre la figure ci-dessous, I'image du cercle unité
par A estune ellipse de demi-axes /3 et 1, portée par les mémes axes.



—— cercle unité
- jmage par B = VA (demi-axes V3 et 1)

—3- — image par A =B? (demi-axes 3 et 1)
|

-3 -2 -1 0 1 2 3

Méthode :

Pour construire A avec A ¢ S;'{{[R} :

e diagonaliser A enbase orthonormée: 4 — P o pPT ;

« remplacer chaque valeur propre par sa racine carrée: 4 — P VD PT ;

e pour éviter de calculer P, utiliser les projecteurs spectraux A= Z}; A £, qui donnent
VA = g VA Py .
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o vérifierdlafinque B2 — 4 etque B estsymétrique a valeurs propres positives.

La matrice A estun polyndbme en A . En effet, un polyndme interpolateur € tel que

Q(X) = VX pour chaque valeur propre % de A vérifie Q(A) = VA. Par conséquent,
toute matrice qui commute avec 4 commute aussi avec A .

VI. Applications classiques

1. Décomposition polaire

La racine carrée permet de factoriser toute matrice inversible. Cette factorisation est I'analogue de
I'écriture » — g2 5~ d'un nombre complexe non nul.

Théoreme :

Toute matrice M € GL,(R) s'écrit de maniere unique M = O 5 avec QO € O,(R) et
S ¢ SET(R).Deplus, § — VT M-

Démonstration :

Si M = 0§ ,alors pMT pr = 507 o5 = §2. Parunicité de la racine carrée,
s — JVMT Ar.puis 0 = M S—1.Réciproquement, M T M ¢ :Sﬁ"'{lﬁ} car M est

derang m.Onpose ¢ — 4T AF et & = AF 51 . Alors
oTo=5"1MTMs1=§5"1525"1=7,.




2. Optimisation au second ordre

Soit A £ Sg"'(lﬁ} et b ¢ R".Lafonction f(X) = %XT A X — T X admet un unique
minimum, atteinten X = A—=1b . En effet, pour tout & ,ona

f':XD + H:l = f{XD:' + % H7T A H, etle dernier terme est strictement positif pour H ?‘é 0.
Ce calcul est le modele du critere du second ordre : en un point critique ou la hessienne est définie
positive, une fonction de classe 2 admet un minimum local strict.

Pour A = ([\ra;r?] %g‘:é ,}) et b= (1,1),lafonction

fle,y) = T2 4+ zy 4+ y2 — © — 1y est minimale en X = (
1

3

! %) . Sa valeur minimale vaut

Cdl—

Ce qu'il faut retenir

U est autoadjoint si { u(z), ¥y » = { , u(y) ) ; en base orthonormée, cela équivaut a une
matrice symétrique.

Un projecteur est orthogonal si et seulement s'il est autoadjoint ; de méme pour une symétrie.

Les valeurs propres d'une matrice symétrique réelle sont réelles, et ses sous-espaces propres sont
orthogonaux.

Théoréme spectral : tout endomorphisme autoadjoint se diagonalise en base orthonormée ; toute
A € §,(R) sécrit p p pT avec P orthogonale.

A € SFH(R) sietseulementsi Sp(A) C Ry ; A € SFT(R) sietseulementsi
Sp(4) C R} .

Les matrices de Gram AfZ A4 sont positives, et définies positives lorsque A4 est de rang
maximal en colonnes.

Encadrement de Rayleigh :  Amin 1712 € {ulz), £ ) € Amax 1512 , avec égalité sur les
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vecteurs propres associés.
e Toute A € Sﬁ{[ﬁ) admet une unique racine carrée positive 4 — P VI PT .

¢ Applications : décomposition polaire, minimisation des fonctions quadratiques, critére du second
ordre.

Questions fréquentes sur théoreme spectral

Pourquoi une matrice symétrique réelle a-t-elle toutes ses valeurs propres réelles ?

Si AZ = N\Z avec Z complexe non nul, le nombre s = conj(Z)"~T A Z vaut A fois la somme des |z_k|2. Comme
A est réelle et symétrique, s est égal a son conjugué, donc réel. On en déduit que A est réel.

Une matrice symétrique complexe est-elle toujours diagonalisable ?

Non. Le théoreme spectral concerne les matrices symétriques a coefficients réels. Par exemple, la matrice
de lignes (1, i) et (i, -1) est symétrique, nilpotente et non nulle, donc elle n'est pas diagonalisable.

Comment montrer rapidement qu'une matrice symétrique est définie positive ?

On peut écrire X*T A X comme une somme de carrés, reconnaitre une matrice de Gram M~T M avec M de
rang maximal, ou vérifier que toutes les valeurs propres sont strictement positives. En dimension 2, il suffit
que la trace et le déterminant soient strictement positifs.

La racine carrée d'une matrice symétrique positive est-elle unique ?

Oui, parmi les matrices symétriques positives. En revanche, il existe en général d'autres matrices
symétriques de méme carré : par exemple, les quatre matrices P diag(£3, +1) P~T ont toutes pour carré P
diag(9, 1) P"T.

Pour aller plus loin en maths spé




e Les énoncés : exercices de maths spé sur théoreme spectral

e A maitriser avant : Adjoint et isométries d'un espace euclidien, Diagonalisation, trigonalisation et
nilpotence

Chapitre précédent : Adjoint et isométries d'un espace euclidien

Chapitre suivant : Equations différentielles linéaires

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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