Corrigés des exercices de maths spé

Théoreme spectral

Corrigé de I'exercice 1 : Perturbation de rang un de l'identité

1. L'application 1 estlinéaire, car = —+ (rx, :1:) l'est. Pour =, % € B ,ona
(ulzhv)={(z,y)+A{a,z){a,y). Cette expression est symétriqueen T et ¥,
Elle vaut donc aussi  { x, u(y) ) . Ainsi, u est autoadjoint.

2. D'abord, uf@) = a+Xia?a = (1 + A)a.Ensuite,pour £ € gL, ona ulz) = z.0r
E=Ra@al, et gl estdedimension n—1>1.Si X = 0,alors 7 = id.Si
A 5 0, on obtient une base de vecteurs propres, et Sp(w) = {1,1+ A}, avec
Fi4:lu) =Ra et Eiu) = al.

3. D'aprés la caractérisation spectrale, U est positif si et seulementsi 1 + A = 0, et défini positif
sietseulementsi 14+ A =>0.Donc u € S"’{E} si et seulementsi * > —1,et
uw € STT(E) sietseulementsi X > —1.Pour X = —1, ulz) =z -{a,z)a:
c'est la projection orthogonale sur I'hyperplan 5L .Pour } = —3,
w(x) = £ —2(a,z )ya :Cestlaréflexion par rapporta gl .

4. Ici u{a:l, xg} = {2:1::1, SFQ}.Posons fl = ey et fg = e, + €5 . Alors u{flj = zfl

et u{f,) = 2e;+tey=f;+f,. Lamatrice est ([Eraj,r?] g g } :

symétrique. Il n'y a pas de contradiction. En effet, la caractérisation par une matrice symétrique
n'est valable qu'en base orthonormée, et l:fl, fgjl ne l'est pas, car < fl, fg > =1,

}) , qui n'est pas

Corrigé de I'exercice 2 : Diagonalisation orthogonale d'une
matrice 3 x 3

1. La matrice A est réelle et symétrique. D'aprés le théoreme spectral, elle est diagonalisable
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dans une base orthonormée.

2. Lamatrice J estderanglet Jj2 — 37 .Ainsi J annule X2 _ 3% ,donc
Sp(#) C {0,3} .Sonnoyauestle plan x + % + z = 0, de dimension 2. De plus,
J(1,1, 1}T = 3(L1, 1}T .Comme A = I3+ J, lesvaleurs propresde A sont
obtenues en ajoutant 1. Donc  Sp(A) = {4, 1}, avec 4 simple et 1 double.

3. Le sous-espace  E4(A) est dirigé par u; = %{1, 1,1). Ensuite, E1(A) estle plan
x4+ 1y + 2z = 0.0ny choisit Uy = %{1, —1, 0) , puis un vecteur orthogonal & g dans ce

plan: g = %{1, 1, —2) . On vérifie que (ug, u3> = # = (. Ainsi:
1l 1 1
Y s 7
P = ﬁ — \."’% y D = dlag(4:| 1:, 1)

1 2
1.,0,0& —%

La matrice P estorthogonaleet 4 — p 1 pPT .

4. Ona AkzPDkPT=4ku1u?+ugug+u3ug_0r
”1”?+”2”§+“3“%2PPT:IS et ulu%n :%J.Parconséquent,
Ak:IB_p%J.Pour k = 1,onretrouve bien I3+ J.

Point de méthode : pour une matrice de la forme « I, + 5 J, il est inutile de calculer le polynéme
caractéristique ; le spectre de .J suffit.

Corrigé de I'exercice 3 : Réduction d'une conique par le
théoreme spectral

1. Le terme croisé 4zy se répartit en deux coefficients égaux a 2. Donc

2.0na trAd =7 et det A = 6. Le polyndme caractéristique vaut donc
YIRS +6 = (}l — 6}(}& — 1:1. Pour % = 6,lesysttme —z + 2y = 0 donnele
vecteur (2,1).Pour X = 1,lesysttme 4z 42y = 0 donne (-1, 2}.0n pose



1 1 , 1 2 & -1
u = E(ﬁ, et v= E(_l’ 2) . La matrice de passage P = = ([Eaa;r?] Y ) est
de déterminant 1. La base (u, v) est orthonormée directe et P A P = diag(, 1).

3.5 (X,Y) sontles coordonnées dans (O, u, v) ,alors (z,y)T = P (X, Y)7 . Ainsi
5z 4 dry 4+ Eyg — 6X2 + Y2 . L'équation devient

2 2
6X2+Y?=30« % +15 =1

La courbe (. est une ellipse de centre (2, de petit axe porté par u (demi-axe /E) et
de grand axe porté par v (demi-axe +30).

4. Pour M € C,ona OM?2 = X24+V2=X21430-6X2 =30-5X2,avec

X2 ¢ [0,5].Ainsi, A2 estminimalquand X2 — 5 et ¥ = 0, et maximal quand
X = 0. Les points les plus proches sont =+ V5 u = £ (2,1}, a distance 5. Les
plus éloignés sont =+ V30 v = £ v6(-1,2), a distance /30 . On vérifie :

bxd4+4x2+42x1 = 30.Lafigure ci-dessous montre ces quatre sommets sur les axes
propres.
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Point de méthode : I'encadrement de Rayleigh donne directement QM2 < 30 < 6§ QM2 sur C
,donc 5 < OM? < 30.



Corrigé de I'exercice 4 : Reconnaitre un projecteur orthogonal

1. Chaque coefficientde Jj2vaut 1+1-+1 = 3,donc J2 — 3J .Ensuite,

P2=I3—-2J+5J%=13-%57+ J=P

Ainsi P estla matrice d'un projecteur [P . De plus, P est symétrique et la base canonique est
orthonormée. Donc P est autoadjoint. Par le cours, un projecteur autoadjoint est un
projecteur orthogonal.

2. Ona PX = X sietseulementsi JX = 0, cest-a-dire & + vy + z = 0. Donc

Im p = IT ,le plan d'équation = + ¥ + z = 0, Ensuite, PX = 0 équivauta

X = ]E-J_X - W(lj 1:| 1:"D°nc kerp = R{ll l’ l:l = HJ_ '

3. Ladistancede M auplan T vaut |M — p(M)|.or
M- p() = L7 ar =200 1 1y = 3(1,1,1). Done d(M, IT) = 343,

4. On calcule @2 = ([Erajr?]%%ch ,}),donc Q2 = @ et @ estun projecteur. Cependant,

£} n'est pas symétrique, alors que la base canonique est orthonormée. Donc ce projecteur
n'est pas autoadjoint, donc pas orthogonal. On le voit directement: Im & = Req et
ker @ = R(1, —1) ne sont pas orthogonaux.

Corrigé de I'exercice 5 : Projecteurs qui diminuent la norme

1. Onécrit = = plx) + (x — p(z)) ,avec p{r) € Imp et = — p(z) € ker p. Ces
vecteurs sont orthogonaux. Le théoréme de Pythagore donne |2 = |p{a:}|2 + |z — pl:,:]::l|2.
Donc |p(z)| < 1z1.

2. Comme p{r) =z et p(y) = 0,ona pl(r + ty) = x.L'hypothése donne donc, pour tout
réel t,

2 < |z +tyld = 1x2+2t(x,y)+1t2 |y

Ainsi 2t { z,y )+ 12 |y|?2 = 0.Pour >0 ,ondivisepar t: 2{xz,y )+t y? > 0.
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En faisant tendre t vers (+ ,onobtient { x,v ) = 0.Deméme, pour % < 0, on obtient
(z,y)<0.ponc {x,y)=0.

3. La question 2 montre que Im p 1 ker P, doncque F estorthogonal. Avec la question 1 et le
cours, on obtient les équivalences: P orthogonal <« |pl:d::l| < |zl pourtout r & P
autoadjoint. Comme P est linéaire, la condition |p(z)| < 11 équivaut au caractére 1-
lipschitzien.

4. Ondécompose = = (1,-16) = (2,6,0) + (-1,6)(1,1) . Donc p(z) = (2,6,0) et
|p(x)| = 2,6.Enrevanche, 171 = /1 + 2,56 = /3,56 a2 1,89 . Ainsi, ce projecteur oblique
augmente la norme, comme sur la figure de I'énoncé.

Corrigé de I'exercice 6 : Une matrice tridiagonale définie
positive

1. D'une part, XT AX = 2:1:% + 2:1:% + 2:1:% — 2:1:1 Lo — 21:2 Tq. D'autre part, en
développant,

x% + (:r:l — :132)2 + (:1:'2 — 933)2 + x% = 2:1:'% + 2:1:'% + Qx% -2z, 75— 201, .
Les deux expressions coincident.
2. Lamatrice A estsymétrigueet X1 A X = () comme somme de carrés. Si cette somme est
nulle, alors Ty = 0, {1 =Ty, Tg = Tget Tq = 0,donc X = 0.Ainsi
Aes{TR).
3. Posons i = 2 — A . En développant selon la premiére ligne,

det(A—=ATIg) = p(p?—=1)—p=pd—=2p = p(p? -2)

Donc w € {0,v2, —v2} . Les valeurs propres sont 3 — 3, 2 et 2 -+ V2. Ellessont
toutes strictement positives, ce qui confirme la question 2 par la caractérisation spectrale.



Corrigé de I'exercice 7 : Matrices de Gram

1. D'abord, GT = M 7T MT:]T = MT M = G .Ensuite, pour X ¢ RP,
xT G x = Mx)T(MX) = 1MX2 >0.0onc G e SH(R).

2.5 MX =0,alors @X = MZT M X — 0.Réciproquement, si (GX = 0, alors
IMXP2 = XTG X =0,donc MX = 0.Ainsi ker G = ker M . Parle théoreme
durang appliqué a (G etad M, quionttoutesdeux P colonnes, rg G = rg M .

3. Une matrice positive est définie positive si et seulement si elle est inversible, car ses valeurs propres
sont positives. Ainsi, & £ S}!""{IR} sietseulementsi rg & = p . Par la question 2, cela
équivauta rg M — p,

281

4. Ontrowve G = ([\ra@r?] 2%,

3 et 1. Par I'encadrement de Rayleigh, |[MX |2 = X7 G X < 3|X |2, avec égalité pour
X = (1,1).La norme subordonnée de M vautdonc 3.

}) , de trace 4 et de déterminant 3. Ses valeurs propres sont

Corrigé de I'exercice 8 : Matrice de Hilbert

1
1. On remarque que H—i——l = fﬁ"‘i"_z dt . Par linéarité de l'intégrale,
0
1 1 9
T . _ — . _
X HRX_Za;'é$j[t31t~? dt_/ > ;i dt.

C'est l'identité demandée.

2. Lamatrice H,; est symétrique, et I'intégrale d'une fonction positive est positive. Supposons

: 2
xT H,, X = 0. Lafonction continue et positive t— (Z T, it l) est alors nulle sur
T

—1
[D, 1] . Le polyn6me Z T, Xt a donc une infinité de racines, doncilestnul, et X = 0.

T
Ainsi F, € ST T(R). Ses valeurs propres sont strictement positives, donc det H ,, >0
comme produit de ces valeurs propres.
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3. Par I'encadrement de Rayleigh, Amin = E;r H, e, = his < Amax pourtout 7 .Avec
3 = 1,onobtient Ay] = 1,donc Apax = 1.Avec 7 = n, on obtient hpn = ﬁ

,donc A . < gnl_ 1

Point de méthode : une matrice dont les coefficients sont des intégrales f f- fj est une matrice de
1

Gram ; sa positivité vient d'un carré sous l'intégrale.

Corrigé de I'exercice 9 : Trace et déterminant d'une matrice
positive

1. Parle théoréme spectral, A = P p PT avec D = diag(Ay,... An), etles A; sont
positifs. Donc  tr 4 = Z}lﬁ' > 0et det 4 = H}lé = 0.Si tr A = 0, unesomme
de réels positifs est nulle, donc tous les  A; sont nuls. Ainsi 1 = (I, puis

A=PDPT =0.

2. Les A; sont strictement positifs. L'inégalité arithmético-géométrique donne

n 1/?1 i}
1/n
(det AYV/m = [ T[T 2] <8 a =14
t=1 1=1
L'égalité a lieu si et seulement si tous les A; sont égaux. Cela équivauta 4 — J”T‘an,

puisque A = P (AT ) PT = X1,

3. Pour n = 2, le sens direct vient de la question 1. Réciproquement, soit A, (4 les valeurs
propresréellesde A .Si A = 0, elles sont de méme signe ou I'une est nulle. Avec
A+ u > 0, elles sont donc toutes deux positives. Donc 4 € S;{[R} .Pour n =3,1la
matrice diag(3, —1, —1) a pour trace 1 et pour déterminant 3. Pourtant elle n'est pas
positive, car Eg Aey = -1,



r4 ]

sur la sphere

1. Leterme 2zYy donne deux coefficients égaux a 1, de méme pour 2%z et 2zx .Donc

011
A:(lal)zj—h.
110

2. Comme vu a I'exercice 2, Sp(F) = {3,0},avec E3(J) = R(1,1,1) et Eg(J) leplan
z+1y+z =20 Donc Sp{d) = {2, -1}, avec 2 simple et —1 double.

3. Par le théoréme de Rayleigh, sur S , le maximum de [ est la plus grande valeur propre et le
minimum la plus petite. Le maximum vaut 2, atteinten =+ %{1, 1,1) . Le minimum vaut
—1, atteint surlecercle S M {r +y +z = 0},

4. Ona I:;n—|—y—|—z:|2 = ;1:2—|—y2—|—2:3—|—2|:;1:y—|—yz—|—z$}.5ur 5 , on obtient
f=F+y+ 2:}2 —1.D'unepart, f = —1,avec égalité si et seulement si
4+ vy 4+ =z = 0. D'autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
(z 4+ v+ 2:)2 < 3(z? +y2 +22) = 3.Ansi f < 2, avec égalité si et seulement si
(z,y, z) estcolinéaired (1,1,1). On retrouve le résultat de la question 3.

Corrigé de I'exercice 11 : Quotient de Rayleigh dans le plan

1. ona A = ([yray?]gig,

est 3233 -4 = (A —4)(A 4+ 1).Pour X = 4,I'équation —z + 2y = 0 donne
(2,1). Pour A = —1,I'équation 4x + 2y = O donne (1, —2). Les valeurs propres

}) , de trace 3 et de déterminant —4 . Le polyndme caractéristique

sont 4 et —1, de vecteurs propres unitaires %{2, 1) et %{1, —2).

2. Laforme ¢ n'est pas positive. D'abord, 4 a une valeur propre strictement négative. Ensuite,
directement, g(1, —2) = 3-8 = -5 <0

3. Par les formules de duplication,

(6) = 3(1 + cos 26) +2sin 26 = § + 3( £ cos 26 + # sin 26,
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Soit ¥ telque cosy = g et siny = % Alors () = %—|— g cos(28 — ) . Le
maximum vaut % + g = 4 etle minimum % — g = —1 . Ce sont bien les valeurs propres. De

plus, le maximum est atteint pour '9[] = %,et tan SD = % = % . On retrouve la

direction {2, l:l . La figure ci-dessous représente % sur une période.

5 | — — 2 H
6o = arctan 1 @(6) = 3cos” 0 + 4cosOsin6
=== Amax =4
=== Amin =—1

90+%
—2 T r:r 3| T
0 1 T” nm

D NIA A

4. L'encadrement de Rayleigh donne —(z2 + y2) < g(zr,v) < 4(x? + y2) . Donc
lg(z, v)| < 4(22 + y2). L'égalité ¢ = 4(x? + y2) alieu exactement sur la droite
R(2,1) .Enrevanche, ¢ = —4(z2 + y2) impose —4(x? 4+ y2) > —(x2 + y2), donc
(z,y) = (0,0). Ny a égalité si et seulement si (z,y) € R(2,1).

Corrigé de I'exercice 12 : Calcul d'une racine carrée

1. La matrice A est symétrique, de trace 10 et de déterminant 9. Ses valeurs propres sont 9 et
1, strictement positives, donc A SéH_{IR) . Les vecteurs w4 = %{1, 1) et

T %{1, —]_:I sont propres, associés respectivement a 9 et 1. Avec



1 .
P = E([Haay?]%gl_l ),ona A = Pdiag(s,1) PT.

.Onpose VA = Pdiag(3,1) PT = 3uuT +vauT or uul = %([Hfa}f?]l&l })

1&1°
et vl = ]j([l"-,lal'j?'?] 1_‘1&&_%1 ) Donc VA = ([l"-,ll'aj.?'?] ?ﬁfé ,}) . On vérifie que

(Mvray?12 72 J})E = (lwar?13 5 5 })

. Soit B symétriqueavec BZ — 4 .Alors BAd — B3 — AR,donc B stabilise les
droites propres R w et Rv.Ainsi Bu = au et Bv = Sv,avec g2 = g et
52 = 1. Réciproquement, chaque choix convient. Il y a exactement quatre solutions :
2681 ) ( 182 )
i r
+ ([Rra},r.] L% .+ et 1 [\ray7?] 581 .} . Par exemple,
3uul —wal = ([\ra,},r?‘:|1‘gl":2

01 ,}) , dont le carré vaut bien A . Une seule est positive,
conformément au cours.

Corrigé de I'exercice 13 : Unicité de la racine carrée

.Ona ABR=RB2EB =RB3=RBRB2=RA .St z &€ Fy(4). Aors
A(Bz) = B(Az) = Ay Bz .Donc Bz € F ), (A) : chaque sous-espace propre de
A eststablepar B.

. L'endomorphisme canoniquement associé a B est autoadjoint. Par le lemme de stabilité du cours,

son induit by sur Egk{A} est autoadjoint, donc diagonalisable par le théoréme spectral. Ses

valeurs propres sont des valeurs propres de B , donc positives. Enfin, pour I E}\k{A} ,
b3(@) = B2z = Az = Mgz .Donc b = Mg id.

. Soit {4 une valeur propre de b, de vecteur propre . Alors 2z = b%{:p} = Ap z , donc
42 = XAp.Comme g > 0,ona u = /AL .L'endomorphisme by estdiagonalisable avec

n
pour seule valeur propre /A .Donc by = /AL id. Enfin, R™ = @ E)(4) et B

est connue sur chaque facteur. Ainsi B ne dépend quede A :c'est /A.

. Les Ap sont distincts. Par interpolation de Lagrange, il existe & € IR[X] tel que

Q(Ag) = JAg pourtout k.Pour = € Ey.(A), ona

QA)z = QX)) = JAr o = VA . Les deux matrices coincident sur chaque sous-
espace propre. Donc VA = Q(A).
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Corrigé de I'exercice 14 : Décomposition polaire

1. La matrice AfFT AF est une matrice de Gram, donc symétrique positive. Comme 4 est
inversible, elle est de rang .. Par I'exercice 7, M7T M ¢ Sg"’{lﬁ}.

2. Lamatrice ¢ — +/pgT pg est définie positive, donc inversible, et symétrique. Ainsi
(51T = 51 et

ofo=68"1MTpmMst=5"1529"1=71_
Donc (& estorthogonale, et [ — (O 5 par définitionde O .

3. Supposons A = @' §' avec @' orthogonaleet S’ € SETT(R). Alors
MT Ar = ' o' T o ¢/ — 72, Parunicité de la racine carrée positive, ¢/ — ¢.
Ensuite, (' — A §—1 — (3 . Le couple est unique.

4. Le théoréme de Cayley-Hamilton donne S2 — (tr §) S + (det S) Iq = 0, soit
N 4 (det §) Iy = (tr §) 5 .Dunepart, det S = Jdet IV, car det S >0 et
(det S%E — det V. D'autre part, si &, 5 > 0 sont les valeurs propres de S , alors

{tr ,5'} — o< + 53 + 2af = tr N + 2Jdet NV . Comme tr S >0, onconclut:
N +vdet N Iq

T Vi N F2Vaet N

5. Oncalcule N = MT M = ([Eray?]%gé,}),avec det W =1let tr N = 3.la

formule donne
_ 1 2&1 -1 _ 1 3 & —1
=5 ([\ray?] 1& 3 ’})’ SR ([\‘”y?] —1& 22 )

En effet, det § = % — 1 . Ensuite,

O=M§5!

b2l )

5&5
0&5°

g 1
On vérifie que Q5 = E(HIajr?]
I _ 2 S R
—arctang, puisque cosfd = G et sinf = -

}) = M .La matrice (& est la rotation d'angle



Corrigé de I'exercice 15 : Produit de deux matrices symétriques
positives

1. Lamatrice ¢ = VA B A estsymétrique, car T — @T BT QT — ¢ . Pour
X cR",onpose ¥ = VA X.Aors XT ¢ X =¥T BY > 0.Donc
C € SE(R) . Ensuite, par la propriété tr{UV) = t-(VU ), ona
tr(AB) = tr(VAVA B) = tr(VA BVA). ponc tr(AB) = tr(C) > 0.

2.Si A€ S$+{IR) ,alors A estinversible et

VACVA Y=VAVABVAVA = AB

Donc AFE estsemblablea ('.Or (' estsymétrique réelle et positive : elle est
diagonalisable a valeurs propres positives. Il en va de méme pour A4 F .

3. Oncalcule AB = ([*.,Jajr?] % %:12 !

et son déterminant 0. Ses valeurs propres sont donc 0 et 3, positives comme prévu.

}) . Cette matrice n'est pas symétrique. Sa trace vaut 3

4. Si tr(AB) = 0,alors tr(C) = 0 avec (' positive. Par I'exercice 9, € = 0.0r
C = (VB Q}T (VE VA).Donc |yEB VA X2 = xT ¢ x = 0 pourtout X, clest-a-

dire wvB WA = 0.Entransposant, 4 B = ([ .Finalement,
AB = VA (VAVE)VE = 0.

Corrigé de I'exercice 16 : Un opérateur différentiel autoadjoint

1. L'application % est linéaire, par linéarité de la dérivation. Si deg P < n,alors (XE — 1} p!
est de degré au plus 7 + 1, donc sa dérivée est de degré au plus 7. Ainsi U est un
endomorphisme de F .

2. On intégre par parties, les fonctions étant de classe 1 :

1
(uPr@)=[@-nPmen] - [ 2-1P0e) .
-1
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Le crochet est nul, car #2 — 1 s'annuleen = 1.Donc

1
{(u(P), @) = f (1 —2) P'(t) @'(t) dt. Cette expression est symétrique en P et
—1

1
€, donc u estautoadjoint. De plus, { u(P), P} = f (1—12) P’{t}g dt >0, car

—1
1-%2 >0 sur [-1,1].Donc % est positif.

3.0na (X2 -1k x*1 =k xktl _k xk-1 goi

u(XE) = k(k+1) X* —k(k —1) xXk—2

La matrice de % dans la base (1, X, ..., Xﬂ} est donc triangulaire supérieure, de coefficients
diagonaux k&{k + 1) . Les valeurs propres de % sontles %(k +1),pour 0 < k < n.
Elles sont deux & deux distinctes, car la suite  k{k-+1) est strictement croissante. On a donc

7. + 1 valeurs propres distinctes en dimension 7 -+ 1. Chaque sous-espace propre est une
droite.

4. Le sous-espace Ri[X ] est stable par 1, et les valeurs propres de I'induit sont  7{ 7+1} pour
7 < k . Le vecteur propre associé a k{k—l—l} est donc de degré exactement j . On le cherche
unitaire: Lp =1 et Lj = X . Ensuite, u{Xﬁ +c = 6X2 —2 doit valoir
6(X2 +0),dot ¢ = —%.Enfin, u(X3+cX) =12X3—6X +2:X doit valoir

3
123 4+ 12¢X ,d'ol ¢ = —g. Les carrés des normes valent

>

I

9 _ 9 _ 2 9_ 2 _4,2_ 8 o_2 12,6 _ 8
Lol =2, |l =% |Lo|*=5—g+5 =25 |L3]°=7—35 + 25 = 175

La base cherchée est (%a \/g X, f% (x? _ %)! . ,f'l'g_5 (XS _ % X)) . Elle est

orthogonale car ses vecteurs sont propres pour des valeurs propres distinctes d'un endomorphisme
autoadjoint. Le théoreme spectral est ainsi réalisé de facon explicite. La figure ci-dessous représente
ces polyndmes, avant normalisation.



1 .
0,5 1
0
-0,5 A = [o=1 (valeur propre 0)
— |, =X (valeur propre 2)
—— Ly =X?—13 (valeur propre 6)
-1 - —— L3=X3?- 32X (valeur propre 12)

1 075 -05 -025 0 025 05 075 1

Corrigé de I'exercice 17 : Matrices symétriques nilpotentes ou
périodiques

1. Par le théoreme spectral, u est diagonalisable. Comme % est nilpotent, sa seule valeur propre
est 0. Un endomorphisme diagonalisable de seule valeur propre 0 est nul. Donc = = 0.

2. Onécrit A = p p PT avec D = diag(X;) réelle. Alors A3 = P D3 pPT =1,
donc D3 = I, soit }lf- — 1 pourtout 3z .Orleseul réel dontle cube vaut 1 est 1. Ainsi
D=1I,,puis A=1,.

3. De méme, }E— — )\E , soit }lg {}lg —1) = 0.Donc A; € {0,1, —1}, et dans chaque cas
3 oo ,
Al = A;.Ainsi D3 = D .Parconséquent, 43 = pD3pT = pDpT = 4.

4. La matrice N = ([Hra;r?] 8 g é ,}) est nilpotente et non nulle. La question 1 tombe donc
LB

en défaut sans symétrie. Ensuite, la rotation H = [‘-..rtrg?]B % d'angle %’T vérifie
2 —2

R3 = I, carlarotation d'angle 24 est l'identité. Pourtant K ?é Tq. Ses valeurs propres
oT 227 /3 ne sont pas réelles, ce qui est impossible pour une matrice symétrique.
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Corrigé de I'exercice 18 : Minimisation d'une fonction
quadratique

1. On développe :

JX+H) = XxTAX 4+ XTAH+HTAX )+ HT AH —bT X —bT H

or xXT A Fr estunréel, égal dsatransposée HT A7 ¥ — T 4 X . Deplus,
oT 7 = T p.Donc f(X + H) = f(X)+ HT(AX —5)+: HT A H .

2. Lamatrice A estinversible, car ses valeurs propres sont non nulles. On pose Xy = A-lp.
La question 1 donne  f( X+ H ) = f(Xqg) + % HT A 5 .Pour H ?é 0,ona
HT A gH>0,dnc f(Xg+ H)> f(Xg). Ainsi Xy = A~1b estl'unique point

de minimum. Enfin, comme 4 —1 est symétrique,

f(Xg)=sbT A1 AA e —pT A1 = LT A0,

3. Soit ¥ un vecteur propre associé a une valeur propre A < (. Alors
f{ﬂa’} = % £2 |V|2 -1 bT V . Cestuntrinome en £ de coefficient dominant strictement
négatif. Donc  f(t¥V) — —oo quand ¢ — +co, et f n'est pas minorée.

4. On obtient f{$] y:l — $~2 _|_ :ry _|_ yg B y EnSUite, A_l o %([Har}r’"] 2_]%&_%2 )
1.2 1

donc X = (%: %) . Le minimum vaut f{XU) = —5 X5 = —j3- Dans la base

orthonormée propre %—(1 1, %(1, —1) , associée aux valeurs propres 3 et 1, on écrit

(1, 1) —1) . 1 .1 1
H = i 1t Ji .1l vient f{XD+Hj:—§+§(332—|—13)-P0ur c>—3

la ligne de niveau [ = ¢ est une eIIipse de centre X, d'axes dirigés par l:l 1] et

(1, —1), de demi-axes u’ .g_|_ et /9 ¢_|_ .Pour ¢ = é,cestlepomt Xo;

pour ¢ = 3 , elle est vide. La ﬁgure ci-dessous le montre




2 7 e N ry
) --- axe dirigé par (1, 1), valeur propre 3

------ axe dirigé par (1, — 1), valeur propre 1

Corrigé de I'exercice 19 : Topologie des matrices symétriques
positives

1. Soit A, B € ST(R) et t e [0,1].Lamatrice tA + (1 —t)B estsymétrique. De plus,
XTtA+(1-)B)X =t XTAX+(1-t)XTBX >0.5i
A Bc S;&'"‘(IR} et X ?‘3 0, cette somme de deux termes positifs est strictement positive,
car £ ou 1 — £ estnonnul. Les deux ensembles sont donc convexes.

2. Pour X = R™, l'application @ A — XT A X estlinéaire sur I'espace de dimension
finie Sp(R), donc continue. Ainsi, @3{1(['3, +0oo] ) est fermé. Donc
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SH(R) = @ @}1{['3! +09[) est fermé, comme intersection de fermés.

3. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
IXT(B - A)X| < 1XI |(B-A)X| < N(B — A)1X12. Avec I'encadrement de Rayleigh,
on obtient

XTBX>XTAX —N(B-A)IXI?> (M —N(B-A4)IX2

Ce minorant est strictement positif pour X ?é 0.Donc B est définie positive. Ainsi, la boule
ouverte de centre A etderayon A1 estincluse dans ST T(R).L'ensemble ST (R)
est donc ouvert dans S, () .

4. Soit A ¢ Sg{lﬁj .Pour & > 1,lamatrice A —|-%I
M+ % ~ 0, donc elle est définie positive. Elle tend vers A . Ainsi Sﬁ{[ﬁ} est inclus dans

n @ pourvaleurs propres les

l'adhérence de  S;T(R) . Inversement, cette adhérence est incluse dans le fermé  S;T(R).

Donc Sg‘l‘(ﬂ%} — Sx{[ﬁ} .Enfin, 0 ¢ Sﬁ{[ﬁ}, mais —% I, %‘ Sg([ﬁi} tend vers 0. Donc
S1(R) n'est pas ouvert.

Corrigé de l'exercice 20 : Inégalité de Hadamard

_ T .
1. Ona a, =¢€; Ae. et EE-%D.Donc a,. >0,
2. Lamatrice & = DA DD est symétrique, car I I'est. Pour X ?é 0,ona DX ?é 0, car

D estinversible. Donc XT ¢ X = (DX)T A (DX)>0.Ansi C ¢ SET(R).

. _ ,—1/2 —1/2 _
Enfin, ¢, = aﬁ.ﬁ. a,. aﬁ: =1.

3. Soit s+ - M, >0 les valeurs propres de ' . Alors Z po=1tC=n L'inégalité
2

mn
1
arithmético-géométrique donne det € = ” e < (ﬁ E Hﬁ') =1 or
T T

det C = (det D}E det A = % .Donc det A < aj;a9...80p.

4. Si A estdiagonale, I'égalité est claire. Réciproquement, I'égalité impose I'égalité dans I'inégalité
arithmético-géométrique, donc  Hq = .. = M, = 1. La matrice symétrique ¢ est alors
diagonalisable de seule valeur propre 1, donc €' = I, . Ainsi

A=D1lcp-1l= diag(aqq,- - - Gnn) est diagonale.



5. Si M n'est pasinversible, det AT = (0 et l'inégalité est vraie. Sinon,
P
A=MTMeSIT(R) et a,.=C;C, _EJCJ| . De plus,
12
det A = (det M}E . La question 3 donne (et M)* < H |Cj-‘| . Donc

3
[det M| < |Cq|...|Cy|. Géométriquement, le volume d'un parallélépipéde est majoré par le

produit des longueurs de ses arétes.

Corrigé de l'exercice 21 : Diagonalisation simultanée

1. Posons Dy = PT A P et Dy = PT B P .Deux matrices diagonales commutent. Donc
AB =PD{DyPT = PDy D1 PT = BA.

2. Soit = € E5(A). Alors A(Bzx) = B(Az) = A Bx ,donc E(A) eststablepar B .
L'induitde B sur B (A) est autoadjoint, par le lemme du cours. Par le théoréme spectral, il
existe une base orthonormée de 3 (A) formée de vecteurs propres de B . Ces vecteurs sont
aussi propres pour A . Enfin, R™ est la somme directe orthogonale des F 3(A). En
réunissant ces bases, on obtient une base orthonormée de vecteurs propres communs.

3. Soit P orthogonale avec PT A P = diag{a.) et PT BP = diag(,ﬁﬁ-},ou
o, 5,20 Aors AB =P dia,g{ofﬁ- ’Bz} P+ | Cette matrice est symétrique, de valeurs
propres &, 5. > 0. ponc AB € ST (R).

3&3 1 1
4. Oncalcule AB = BA = ([l"-,ll'aj.i"?] 32 3 ,}) Posons u = E{l’ et v= E(l’ —1).
Alors Ay = 2w, Av =0, Bu = Juet Buv = v.Avec

1 . .
P=[eay?]] 5! ) ona PTAP = diag2,0) et PT B P = diag(3, )

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : le laplacien discret

n n—1
1. D'une part, xT A, X =12 i 9 r- ., .. D'autre part,
T , 1

1=1 =1
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n—=1 n
2
$%+$%+.Z:l($i_mf+1) =$%+‘T%+Z‘T%+Z$§_2zxé$i+l‘
1=

n
Les deux premieres sommes et les termes :]:‘%, :r:% donnent 2 Z 517‘3. L'identité est
i=1
démontrée. Si cette somme de carrés est nulle, alors 1 = 0et ¥, = T .41 pour tout 7,

donc X = 0.Ainsi A, € STT(R).

. Onpose 8 = O et S, = sin( 76) pour 0 <7< n+1.0na 553 =20 et

Spd41 = Siﬂ{kﬂ} = 0. Grace a ces conventions, pourtout 1 < 7 < n,

(A, V;::lj' = =S, 2 S;7S,541.00 S,_gFsig = 2 sin( 78) cosf  ponc
(A Vi), = (2 —2cosf) S, .Deplus, Vg ?é 0, car sa premiére coordonnée sint'y est
0

strictement positive. Ainsi A, Vi = Ap V1, avec Ap = 2 —2cosf = dgin? 5

. Les f1 sont n réels distincts de ]D, *rr[ , oll le cosinus est strictement décroissant. Les Aj
sont donc 7 valeurs propres distinctes de 4., , qui est de taille 7. Le spectre de 4, est

{4 sin? %! 1<k < ﬂ} , chaque valeur propre étant simple. Les ¥Vt sont des

vecteurs propres d'une matrice symétrique associés a des valeurs propres distinctes. lls sont donc
deux a deux orthogonaux. La figure ci-dessous place ces valeurs propres sur la courbe

8 — 2 —9cosf pour n =10.

4 —— 0+ 2—2cosO =4sin? (6/2)

® Aipourbr=5,n=10




4. Ona sing(jﬁ} — 1_%% .Ensuite, e2%0k ?é 1,car 28y € 10, 27[ . La somme

géométrique donne donc

Z’”‘: 2056 _ L=e®0t 0% g edkr o
e 1 . 623{9}9 1 L 623{9;@ :
7=0

n i
En prenant la partie réelle, Z cos(278x) = 0, gou 2 cos(276x) = —1  par
_-;I.:[:] _?.:1
< n o, 1 n+1
conséquent, |‘E,f;¥:|2 =5+5="9"

5. La plus petite valeur propre est Al = 4Siﬂgm . L'encadrement de Rayleigh donne

XT A, X > 2{|X|?. La constante est optimale, car I'égalité a lieu pour X = V.
a2 a2

Enfin, sinx ~ £ en0.Donc }ll "] m i Cette constante tend vers 0 : la matrice

devient de plus en plus mal conditionnée.

6. Notons I, = det A, ,avec 1 = 2 et Dy = 3 .Endéveloppant selon la premiére
ligne, puis le mineur obtenu selon sa premiére colonne, ontrouve D'y, = 20, 1 —D,_q.
Ainsi, D, —-D, 1 =D, 1-D, o=...=Dy—-071=1.ponc Dy =n-+1.
Par ailleurs, le déterminant est le produit des valeurs propres :

—_ : iy _ . ™
n+1= H 4 sin nt1) = 4 H sin 3 +1)
k=1 gl
k O ntl
Les sinus sont strictement positifs, car E(nilj € ]o, ;—T[ . Donc ;;-1:[ sin gy = Tom
Pour 1. = 2, on retrouve gin% gin% — %x % — %

Point de méthode : quand on a trouvé 7. vecteurs propres pour 7 valeurs propres distinctes, le
spectre est complet ; I'orthogonalité vient alors gratuitement du caractere symétrique.

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : théoreme spectral, cours de maths spé
e Les énoncés : exercices de maths spé sur théoréme spectral

e A maitriser avant : Adjoint et isométries d'un espace euclidien, Diagonalisation, trigonalisation et
nilpotence

Chapitre précédent : Adjoint et isométries d'un espace euclidien

Chapitre suivant : Equations différentielles linéaires

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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