Exercices de maths en L3

Théoreme des résidus

Exercice 1 : Série de Laurent d'une fraction rationnelle

On considére  f(z) = (z—l]llm , holomorphe sur  C Y {1, 2} .

1. Décomposer | en éléments simples.

2. Développer [ en série de Laurent centrée en O sur chacune des couronnes |z <1,
l<|z|<2et |2/>2.

3. En déduire, sans nouveau calcul, f flz) d= et f flz) dz .
|z| = 3/2 |z = 3

4, Vérifier ces deux résultats avec le théoréeme des résidus.

Exercice 2 : Séries de Laurent en zéro de fonctions usuelles

Pour chacune des fonctions suivantes, donner le développement de Laurent sur le disque épointé indiqué,
la nature de la singularité en ([ etlerésiduen 0.

1. fl(z) — 2317 gy C*.
2. fg{z} — Ei;—f sur ¥,

3. fg{z) = zcos(%) sur C*.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1
4. f%(’g} = 21—z U 0<|z[<1.

Exercice 3 : Classer des singularités isolées

Déterminer les singularités isolées des fonctions suivantes et préciser leur nature (effacable, pdle avec son
ordre, essentielle).

=

f{z} _ l—cosz.

=l

2. gliz:l = Ezz_l :

21
3. WD) =i
4 k(z) = sin(%)-
1
5. £(z) = sin? z

Exercice 4 : Calcul de résidus en des poles

Calculer les résidus suivants, en justifiant la nature du point.

=42

1. Les résidus de 7 en [ eten 1.
Fa — F

2. Le résidu de :::“‘r;—l—l en 4 — ot/%.

Z
3. Le résidu de {—;_1)3 en 1.

COE &
Bl =

4. Lerésidude cotz = en kwr, kKed.



=2

5. Le résidu de m en 3.

Exercice 5 : Indice d'un lacet, premiers calculs

1. Soit y(t) = 2+ 3ett, ¢ € [0,2u] . Déterminer Indy(0) et Indy(6).
2. Soit oft) = e—31, ¢ € [0,2]. Calculer Ind,(0) directement par I'intégrale.

. dz
3. Soit ’}fl{t) = 1+4et, £ [0, 27]. Calculer 22 — 1 al'aide des indicesde 1 et —1.
M1

4. Méme question pour ¥q(t) = 2et ¢ € [0, 2]

Exercice 6 : Intégrales trigonométriques

1. Calculer J = dé 3 par le théoreme des résidus.

24+ cos

b2

T dar
cos(28) Y

2. Calculer J = f5 Scosd dd . On pourra considérer f5 Zcost df .
0 0

Exercice 7 : Principe de l'argument sur un exemple

. z—1)% (243
Soit f{z:] = %
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1. Donner les zéros et les poles de f avec leurs ordres.

1 ()
2. Calculer 2gsr flz)
2] = 2

dz_

3. Méme question sur les cercles [z| = 4 et |z| = % :

Exercice 8 : Critere de Riemann et singularités effacables

Soit f holomorphe sur {0, 1) Y {0}, de développement de Laurent ;E G 2"
i)

1. On suppose qu'il existe ' == 0 tel que |f{z}| < C |3|_1f'rg . Montrer que [ est une
singularité effacable.

2. On suppose seulement |f{z}| < C |3|_3J'|r2 . Montrer que (0 est au plus un pdle simple.

3. On suppose que f aunpdleen 0. Montrer que Ef a une singularité essentielle en 0. On
pourra étudier la dérivée logarithmique de oJ .

Exercice 9 : Sinqularités essentielles et Casorati-Weierstrass

1. Soit 4y € C* et p>>0.Montrer quiil existe z telque 0<|z[<p et L1/z — .

2. Lafonction ,1/# prend-elle la valeur 0 ? Ce résultat contredit-il le théoréme de Casorati-
Weierstrass ?

3. Soit f holomorphe sur (0, 1) \ {0} avec une singularité essentielle en 0 . Montrer que pour
tout w € C, il existe une suite {zy,) tendantvers O telleque f(z,) — w.

4. Soit 9 holomorphe sur (0, 1) \ {0} telle que Re g(z) >0 pourtout z.Montrer que 0



n'est pas une singularité essentielle de ¢'.

1. Montrer que tan est méromorphe sur ., déterminer ses poles, leur ordre et les résidus.

A . 1
2. Méme question pour z — pr
3. Soit f méromorphe au voisinage de @ . On suppose que & est un zéro d'ordre k ou un pdle
d'ordre m de f.Montrer que f’/f a un pdle simpleen @, derésidu k dans le premier

caset — dansle second.

4. Vérifier ce résultat sur f = sin aux points Jear , puissur f = tan aux points % et 0.

Exercice 11 : Série de Laurent autour d'un pdle double

1
Soit f{z}Zm.Onpose w=uz—1.

1. Développer f en série de Laurent en puissances de % sur 0 < |u| < 1 .En déduire la nature
de 1 et Res(f1).

2. Développer f en puissances de 1w sur |u|>1.

3. Calculer Res(f, 0}, puis vérifier la cohérence avec le coefficient de 1,—1 de la question 2.

4. Calculer f flz) dz f flz) dz
|z—1] = 1/2 |lz—1| = 2
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Exercice 12 : Somme de tous les résidus d'une fraction rationnelle

Soit F' = P /Q une fraction rationnelle irréductible.

1. Onsuppose deg & > deg P + 2. Montrer que F(z) dz — 0 quand
|z|=R
A — oo . En déduire que la somme de tous les résidus de  F' est nulle.

2. Onsuppose deg @ = deg P + 1, les coefficients dominants de P et & valant P et ¢.
Montrer que la somme de tous les résidus de F' vaut p/q .

dz
3. Calculer f #9 (z—3) enutilisant le résiduen 3.
2] = 2

3_5 d
4. Calculer 26 — 1 %% de deux facons.
|| =3

_|_

(e8]

1. Calculer dx en justifiant chaque étape.
f 14+ x4 : a P
— oD

_|_
8

2. Calculer _dx |
(1+ ,:1:9]12

8

_|_

o0

2
3. Calculer f T dx .
0




Exercice 14 : Transformée de Fourier par les résidus

+oo
Pour £ € R, on pose &) = f le:ii do -
— D

+oo
1. Justifier I'existence de ?{ﬁfj et montrer que ?{5} _ f ij_;g) dr - En déduire que :??
— D
est paire.
aiA =
2. Soit A = 0. Montrer que f 1+ 22 dz — 0 ,ou €' g estle demi-cercle supérieur de
Cr
rayon K .

3. Endéduire que F(£) = ekl pour tout £eER.

4o

4. Calculer f fisjz dr .
0

Exercice 15 : Intégrale de Dirichlet par un contour indenté

+co
On veut calculer J = f 822 dx . On pose flz) = e,
0

A
1. Montrer que f% dx aune limite finie quand 4 — oo, a l'aide d'une intégration par

0
parties.

2. Pour 0 <& < R, on considére le lacet formé du segment [, K], du demi-cercle supérieur
C'p derayon R ,dusegment [—R, —E] et du demi-cercle supérieur ¥ derayon €
parcourude —€ vers €. Que vaut I'intégrale de f surce lacet ?
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H —E H
3. Montrer que f¥d$ + f ¥d$ _ Zﬂ-fsu;a:dijl
E _R E

4. Déterminer les limites de ff quand H — oo etde ff quand £ — 0.
Cg Te

+oo
- 2
5. En déduire T, puis f BLE dr
n

I

Exercice 16 : Intégrale sur un secteur angulaire

+oo

Soit 7 > 2 unentier. On veut calculer I, = f d
0

14 =7’

Onnote ,, — o217/7 et

. rett:0< r < R,
4 = Eﬁﬂfﬂ . Pour A =1, on considere le bord du secteur S , parcouru
1[:] St< R

dans le sens direct, comme sur la figure ci-dessous.



=

N

w

S

2.0 - Rw
1.5 1
v 1.0 o
— — in/n
© “d =€
S 0.5- s x
2 0.0 X >
= R
a
—0.51 x
—1.5 péles hors du secteur (cas|n = 5)
-2 —I1 0 1 2

. Justifier la convergence de f,

. Montrer que @ estle seul pole de

1
1+=m

partie réelle

a l'intérieur du secteur, et que son résidu vaut

Montrer que I'intégrale sur I'arc de cercle tend vers [ quand R — +co.

. En déduire que

R
. Exprimer I'intégrale sur le segment [Ruw, 0] a l'aide de f
]

14¢m

I ju— _L 7 g
n T n Sln(ﬂfn).Verlﬁer lecas nn = 2.
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Exercice 17 : Zéros d'un polyndme dans une couronne

Soit P(z) = 20 —5z3 41,

1. Montrer que P a exactement trois zéros dans le disque (0, 1).
2. Montrer que tous les zéros de P sontdans .D{0, 2) .

3. Montrer que P n'a pas de zéro sur le cercle unité. En déduire le nombre de zéros dans la
couronne 1< |z] <2,

4. Montrer que P a au moins un zéro réel dans 0, 1] .

Exercice 18 : Rouché et lI'équation e”z = 3z

1. Montrer que I'équation e# = 3z a exactement une solution dans le disque D{0, 1}.
2. Montrer que cette solution est réelle et appartienta |0, 1] .

3. Soit m > 1.Montrer que I'équation e# = 3z™ a exactement 7 solutions dans D{0, 1},
comptées avec multiplicité.

4. Montrer que ces 7t solutions sont simples.

Exercice 19 : Théoreme de d'Alembert-Gauss par Rouché

n—1
Soit P(z) = z"4a, ;27 14+...4a,z+ag,avec n>1,et §= Z oy
k=0



1. Onpose R =1+ 5 . Montrerque |P(z)—2z"|<|z?| pour |z| = R.

2. En déduire que P aexactement 7 zéros dans D(D, R:l , comptés avec multiplicité, puis que
P estscindésur €.

3. Montrer plus précisément que tout zéro 2 de P vérifie |z| < max(l, 5).

4. Application : localiser les zéros de  z3 — %z + %

Exercice 20 : Indice d'un limacon et principe de I'argument

On considere le lacet (¢t} = 1+ et 4 gt |t ¢ [0, 27r] , représenté ci-dessous. Il posséde une
petite boucle intérieure.

1.5

1.0 -

0.5 1

-1 1/2 2

partie imaginaire
I
_O o
un o
°
°
°

|
=
o
1

|
=
U
1

-1 0 1 2
partie réelle

W) <
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1. Montrer que ¥(t) = (1 + 2cos t) et  Vérifierque 0 € y* .

2. Soit @@ y* et Py(w) = w? +w+1—a.Montrerque Pg nesannule pas sur le cercle
unite.

Indy(s) = 5 Polw)
3. Montrer que 11d7Y(@® = ;- P w) ™, puis que Ind-y(a) estle nombre de racines
[w| =1

de Py dans D(0,1).

4. En déduire Indq(%), Indy(2) et Indy(—1).Comparer avec la figure.

Exercice 21 : Somme de la série des inverses des carrés

 cot(mr z)

Onpose f(z) = ——5—,etonnote C' 1y le bord du carré de sommets (N + %){:I: 1+4),
=
parcouru dans le sens direct, pour N = NF

1. Déterminer les poles de f et calculer Res(f, n) pour n ¢ Z*.

w2

2. Montrer que 7 cot(r z) = 1_ Tz 4+ O(23) auvoisinagede 0.Endéduire Res(f,0).

3. Pour z = x + 14y, établir |sin(r 2)|* = sin(r ©) + sh2(m v) et
|C,OSI:ﬂ' z}lg = .:.:;.52(?1' g:j] + ghgli?r y:l. En déduire que |C0tliﬂ' z:ll < 2sur Ty

+oo

2

4. Montrer que {:[ f(z) dz = 0 quand N — oo, puis que Zlﬁ = %
iy n=

Exercice 22 : Probleme, intégrale sur un rectangle et formule des compléments




+oo

Soit @ € ]0,1[.On veutcalculer 7 — f lfa:"? dz.Onpose f(z) = li
[

z

et, pour

Ez
R=0,onnote I'p leborddurectangle de sommets — R, R, A+ 2wm, —R 4+ 22,
parcouru dans le sens direct.

10
*3fn (hors du rectangle)
8 -
—R + 2§ R+ 2i
y Im < Im
v
'©
= 4
o 7 .
It
e Y X A
QL 27
g
0 ~R > R
—2
*—m (hors du rectangle)
4 -2 0 2 4 6
partie réelle

1. Justifier la convergence de I .

2. Déterminer les péles de [ . Montrer que z4r est le seul pdle a I'intérieur du rectangle et que
Res(f,1m) = —etma,

3. Montrer que f(z + 2zm) = g a flx) pour = € R .Exprimer l'intégrale de f surle coté
=

supérieur a l'aide de f f{@ dr .
—K

4. Montrer que les intégrales sur les deux cOtés verticaux tendent vers (] quand A — +oo.

aT

5. En déduire que = s—in(ﬂ' a)
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+
ra—1 T ;e . 1
6. Montrer que dt = . Vérifier directementlecas g —
0

1+1¢ sin(m a) 3

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L3

e Le cours : théoréme des résidus, cours de maths en L3

* A maitriser avant : Fonctions holomorphes et formule de Cauchy
e Chapitre précédent : Fonctions holomorphes et formule de Cauchy
e Chapitre suivant : Espaces de Hilbert et analyse de Fourier

e Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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