Cours de maths en L3

Théoreme des résidus

l. Séries de Laurent

Une fonction holomorphe sur un disque se développe en série entiere. Cependant, beaucoup de fonctions
utiles ne sont holomorphes que sur un disque privé d'un point, par exemple = — l/z ou - _, Elf»?f’
. Il faut donc autoriser des puissances négatives. C'est le r6le des séries de Laurent, qui vivent
naturellement sur des couronnes.

Définition :

Soit @ £ C et U< 7r <A < +400.Lacouronne de centre a est
Cla, 1, R) = {z € [\mabb?]C : r <||z—a| < R} . Une série de Laurent centrée en @

mn
est une série de la forme Z an (z-a)" ge converge en Z lorsque les deux séries

n n e £ o
Z an (7-a) et Z a—n (2-a) convergent.
n >0 n > 1

La partie a indices positifs est une série entiére en Z—a . En revanche, la partie a indices négatifs est
une série entiere en 1/{z—a). Par conséquent, une série de Laurent converge sur une couronne, entre
deux rayons déterminés par ces deux séries entieres.

Théoreme :

(Théoréme de Laurent.) Soit f holomorphe sur la couronne C'(@, 7; B2} . Il existe une unique suite

T
'ifln:'ﬂ c 7 telle que, pour tout =z de la couronne, f{z} = ;E Gn ':z_“:' La
T

convergence est normale sur tout compact de la couronne. De plus, pour tout 2 € ]1‘, R[ et tout
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Fixons z dans la couronne, puis 7 < 1 < |2f—f1| <Py < F  D'abord, la formule de Cauchy
appliguée au bord de la couronne C(ﬂ, P15 PE} donne

f(z) = otz f ACH f ACI

w—a| = p, w—a| = p,

n
1 (z—a)
Surle grand cercle, ona  |z—a| < |w—al . Ainsi, W—= = Z (w—q)7+1 » AVec convergence
n >0
normale en W . Surle petit cercle, on a au contraire |[w—a| < |z—a|, donc

1 (w—a)"

wW—z — (z—a)" On integre terme a terme, ce que permet la convergence normale.
n =1

Enfin, le théoreme de Cauchy montre que l'intégrale ne dépend pas du rayon choisi. Pour I'unicité, on
intégre E G {z—a}”_k_l terme a terme sur un cercle : seul le terme n = k donne une
contribution non nulle, égale & 237 ar.

La figure ci-dessous montre le cas de  f{z) = ﬁ . Cette fonction a deux points singuliers, 0 et

1 . Elle posséde donc deux développements de Laurent centrésen (0 :l'unsur 0 < |z| < 1, l'autre sur
|z|>1.
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partie réelle

1 _ 1 1 _ _§ : n
Sur 0< |z <1, onécrit z(z—1) = ~# '1—= — < 12: .Sur |z| =1, enrevanche, on
nS —
e R s vl DIE I
. = . = e , vees
écrit z(z—1) = =22 1—-1/=z = . Les deux développements sont différents : un
n

développement de Laurent dépend de Ia_couronne.

Méthode :
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Pour développer une fraction rationnelle en série de Laurent sur une couronne, on la décompose

L—b ,on compare |z| et |b] surla

11 Z
couronne. Si |z < |b| , onécrit z2—b = b ZE] (b) .Si |z|>|B| . on écrit
n 2>

d'abord en éléments simples. Ensuite, pour chaque terme

1 "
=—b Z =n+1 . Pour les autres fonctions, on combine les séries entieres usuelles.
n >0

Il. Singularités isolées

La série de Laurent sur un disque épointé décrit compléetement le comportement d'une fonction pres d'un
point. Autrement dit, c'est I'outil naturel pour classer les points singuliers.

Définition :

Soit f holomorphe sur D(a, 7) \ {0}, avec r > 0.Onditque @ estune singularité isolée

)
de f.Notons flz) = ;E an (z-0)" 5o développement de Laurent sur 0 < |z—a| < 7.
n

—n
La partie principale de f en G est Z}:l G—n ':Z_a:' . Alors :
n

e @ estune singularité effacablesi @, = U pourtout n <0 ;
e & estunpéledordre m > 1si a_,, ?é 0 et a, =0 pourtout n < —m ;

e @ estunesingularité essentiellesi ., ?é 0 pour une infinité d'indices n < 0.

Ces trois cas s'excluent et épuisent toutes les possibilités. Dans le cas effacable, poser f{a) = G
prolonge f en une fonction holomorphe sur D({a, ) . Dans le cas d'un pdle d'ordre 1, on a

flz) = % avec g holomorphe sur le disque et  g(@) = G—_yp = 0.
Z=—d



Théoreme :

(Critere de Riemann.) Si f est bornée au voisinage de la singularité isolée @, alors @ est une
singularité effacable.

Démonstration :

Supposons |f| < M sur 0 < |z—a| < Py-Soit m =1 et 0<p<pg. Dapreslaformule

N n—1
des coefficients, *—n = 3¢ f(z) (z—a) 4z par conséquent,
|z—a|=p
lo—p| < % - 2mp - M pn—1 = M p™ . Enfaisanttendre £ vers 0, on obtient
g—p = 0.

Proposition :

Soit @ une singularité isolée de f.Alors @ estun pole si et seulementsi |f(z)] = +oo
quand =z — 4.

Démonstration :

Si f(z) = g(z}/(z_a}m avec g(a}?é 0 et m > 1,ilestclairque |[f(z)] = 4o0.
Réciproguement, supposons |f| —+ oo, Alors f ne s'annule pasprésde @ ,et A = I/f est
bornée pres de . Ainsi, d'apres le critere de Riemann, j se prolonge en une fonction holomorphe

avec h(a) = 0. Ce zéro est isolé et d'ordre fini 1 car A n'est pas nulle. On écrit donc
1/k
h(z) = (z—a)" k(z) avec k(@) £ 0 .Finalement, f = ﬁ a un pole d'ordre M .

Théoreme :
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(Casorati-Weierstrass.) Si @ est une singularité essentielle de f, alors pour tout & > 0 assez
petit, Iimage  f(D(a, p) \ {a3) est dense dans C.

Démonstration :

Raisonnons par I'absurde. Supposons qu'il existe w € C et § >0 telsque |f(z) —w| > & sur

D@, p) \ {a}.Alors g = T i - est holomorphe et bornée par 1/8 . D'apres le critére de

Riemann, § seprolongeen &.Si g(@ s 0, f = w —+1/g aunesingularité effacable en
a.Si g(@) =0, faunpdleen a.Dans lesdeux cas, on contredit le caractére essentiel de

Méthode :

| g

Pour classer une singularité isolée @, on essaie d'abord d'écrire  f(z) = g{z}/(z—a}m avec 9
holomorphe et g(@) ¥ O : c'estun poled'ordre ™ si m > 1. Pourun quotient g/A ,on
compare les ordres des zérosde G et h en @.Si [ estbornée présde @, lasingularité est
effacable. Enfin, si |f| n'a pas de limite en @ (ni finie, ni infinie), la singularité est essentielle.

=3

La fonction % a une singularité effacableen 0,car sinz = z — 3 + ... .Ensuite,
Elfz . gz~
—5 = aunpdledordre 3 en 0.Enfin, - z n! a une singularité essentielle
Z= g0 Z n > 0

en 0 :en effet, Elfﬂ — 4o quand x — 0T, alors que Elfﬂ? _ypquand £ — 0 .

La figure ci-dessous compare le module d'une fonction pres d'un péle et pres d'une singularité essentielle,
le long de I'axe réel.
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lll. Fonctions méromorphes

Les pdles sont des singularités « douces » : une fonction qui n'a que des poles se manipule presque
comme une fonction holomorphe. D'ou la notion suivante.

Soit TJ unouvertde C.Unefonction f est méromorphe sur [J s'il existe une partie
P C U ferméedans 7 etsans point d'accumulation dans U7, telle que [ soit holomorphe
sur U\ P etaitun pdle en chaque pointde P .

Une fraction rationnelle P/Q ,avec P et € premiers entre eux, est méromorphe sur  ; ses
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pbles sont les racines de & . De méme, +ap 7 — L2 est méromorphe sur T, avec des poles

simples aux points % + &k, k € F .Plusgénéralement,si & et A sont holomorphes sur un
ouvert connexe et A ?é 0,alors g/h est méromorphe.

Les sommes, produits et dérivées de fonctions méromorphes sont méromorphes. De plus, sur un ouvert
connexe, l'inverse d'une fonction méromorphe non nulle est méromorphe. La propriété suivante est la clé
du principe de I'argument.

Lemme :

Soit f méromorphe et non identiquement nulle au voisinage de @ . On écrit

F(z) = (z—a)¥ g(z) avec k € Z, 9 holomorphe présde a et g(a) = O . Alors la
dérivée logarithmique f’/f aen @ auplus un pdle simple, de résidu k% . Ainsi, ce résidu vaut
I'ordre du zéro si & == (0, et I'opposé de I'ordre du polesi & < (.

Démonstration :

On dérive le produit : f’{zj =k {z—a}k_l g(z) + {z—a}k g/ (z). Donc
/
f 1) = gia + 9'(2) .0r g’ /g est holomorphe présde a,car g(a) ?é 0 . Par conséquent,
f(@) 5(2) L

la partie principale de f'i,/f en @ est —Z_.

IV. Indice d'un lacet

Pour intégrer autour de plusieurs points, il faut savoir combien de fois un chemin tourne autour de chacun
d'eux. C'est ce que mesure l'indice.

Définition :




Soit -y:[0,1] = C unlacet (1 par morceaux, d'image -¥*.Pour a ﬁf 7*, lindicede a
par rapporta Y est

Ind~(a) = ﬁ Az

v

Théoréme :

L'indice  Ind«y(a) estun entier relatif. La fonction @ — Indy(a) est constante sur chaque
composante connexe de € Y y*, et nulle sur la composante non bornée.

Démonstration :

H- |

Posons g;.{f;} = f#(ija ds et *:,b{t} = {’y{t} _,5,;, E—tp(ﬂ,Alors

0
u’;’(ﬁ} = frf{tj .g_‘F":t:' — {f}r{t}—a}@r’{t} E_‘F"iﬂ — (0, sauf en un nombre fini de points. Donc
1 est constante, et (1) = 1(0). Comme (1) = ~(0}, on obtient (1) _ 1. Ainsi,
@(1) € 227 | c'est-a-dire Ind-y(a) € Z . Ensuite, I'indice est continuen @ (intégrale a
parametre) et a valeurs entiéres : il est donc constant sur toute partie connexe. Enfin,

Tndy(@)] < 5=

T d(a ) Oul tend vers 0 quand |a| = +oo.

Pour le cercle  (t) = a + p e?m k& parcouru k fois, on trouve
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1
1 e k opedimw k B ) .
Ind,}r@ = Ec-jfrf b e k1 dt = Jk .Par conséquent, 'indice vaut % surtoutle
0
disque ouvert, et [0 a 'extérieur.

En pratique, I'indice compte le nombre algébrique de tours effectués autour de @ : un tour dans le sens
direct compte 1, un tour dans le sens indirect compte —1. Par exemple, la figure ci-dessous
représente une courbe en huit. Elle tourne dans le sens direct autour de la boucle de droite et dans le sens
indirect autour de celle de gauche.

1.5 .
indice O
[ ]

v 1.0
o
[4¥]
e indice +
"~ 0.0 ° °
v
gy
[4¥]
2 —0.5-

—1.01 . . . . .

-2 -1 0 1 2
partie réelle

V. Résidus et théoreme des résidus

1. Définition et calcul des résidus

Définition :




mn
Soit @ une singularité isolée de [, et ZE ap (2-6)" oo développement de Laurent prés
n e

de a.lerésidude f en a est Res{f, Gt:l = @__1.D'apres le théoreme de Laurent, pour £

assez petit, Res(f,a) = g:,_,r f flz) dz

|z—a|=p

Propriéeté

.

N

N
=u

e Si a estunpolesimple, Res(f,a) = zliﬂ} a (z—a) f(z) .

*Si f =g/h avec g,h holomorphes, g(@# 0, A{@) = 0et A'(a)£ 0, alors
Res(f,a) = g[aj

e Si @ estun pole d'ordre au plus ', alors

Res(f,0) = gy lim | ooy | (+—0)™ 7(2) ]

Demonstration

N
.
-u

bar) m
Pour un péle d'ordre au plus ™, (z=a)" flz) = ;0 Gn—rn (2-0) est holomorphe. Le
i)

coefficient de (g—a}m_l de cette série entiere est %_1 . Or la formule de Taylor I'exprime par
la dérivée d'ordre s —1 divisée par (m—l}!. Le cas m = 1 donne la premiere formule. Pour la

gE )3' = g4(z) - h( h( 5 qui tend vers g{a}/h (@) .

deuxiéme, on écrit (z—a}

La fonction f{z} = a des poles simples en = 4. La deuxiéme formule donne

_e¥
2241 o
Res(f ¢) = = Parailleurs, g(z) = =5 aun pdle double en 0. On calcule
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I i[ﬂ g{z}] — ¢#,donc Res(g,0) =1. ‘

2. Le théoreme des résidus

Théoreme :

(Théoreme des résidus.) Soit TF un ouvert simplement connexede ., 5 une partie finie de
U7 et f holomorphe sur U7 \ S . Pourtoutlacet ¥ (1 par morceauxdans U\ S :

f(z) dz = 2im Y  Indy(a)Res(f, a).

Y a€ s

Pour chaque a € § ,notons P, la partie principale de f en a.Elle converge sur C \ al,

car c'est une série entiére en 1/(z—a) qui converge présde a. Ainsi, I = f- ;S Fa nq
o
que des singularités effacables : elle se prolonge en une fonction holomorphe sur €7 . Par le

théoréme de Cauchy sur I'ouvert simplement connexe €7 ,ona f g = 0 Ensuite, on integre

P, terme atermesur <¥*, qui est compact. Pour & > 2, {z—a}_k admet une primitive sur

C \ {a}, donc son intégrale est nulle. Le terme a_l(z—a}_l donne
227 Ind~(a) Res(f, a) .

Le cas le plus fréquent est celui d'un cercle, ou plus généralement d'un contour simple parcouru dans le
sens direct. Dans ce cas, l'indice vaut 1 a l'intérieur et ([ a I'extérieur. Par conséquent, I'intégrale vaut
22 fois la somme des résidus des points intérieurs, comme l'illustre la figure ci-dessous.



2.0 1
indice 0 : a3 ignoré

1.5 1
as

4 X
1.0-

0.51
0.0

—0.5 -

partie imaginaire

—1.0 -

_15 i

90- indice 1 : a1, a; comptés

-2 -1 0 1 2
partie réelle

a2
Calculons f z(z—1) dz_ Les deux poéles simples [ et 1 sontdans le disque. Les résidus
2| =2
= [

valent 5= = —1 et & = e.Doncl'intégrale vaut 2umr(e —1).

V1. Calcul d'intégrales réelles par les résidus

Le théoreme des résidus est d'abord un outil de calcul. L'idée consiste a voir une intégrale réelle comme
une partie d'une intégrale sur un contour fermé du plan complexe.
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1. Intégrales trigonométriques

Méthode :

2T
Pour 7 = fﬂ{cosﬁ', sint?} a8 ,ou K estune fraction rationnelle sans pole sur le cercle, on
° 1 1 d
e s coxg — Y5 +1). i = A5 1) ot a0 = 82
pose » — gtf .Alors casf = s\z+3) sind = a\z — 2 et df i Ainsi, 1
devient l'intégrale d'une fraction rationnelle sur le cercle unité. Il reste a sommer les résidus des poles
de module strictement inférieura 1.

dm
_ dd :
Pour 7 — f5+36055,,on obtient
0
I = 1 _dz _ / —— 2 dz — f 2 dz .
REEAS ChS) 2]=1 R iChs)
A 1 : " - 2__ 1
Seul le pole —7 est dans le disque unité. Son résidu vaut ;.8 — 4¢ - Donc
3
S S S
IF=2w-5=35.

2. Intégrales de fractions rationnelles sur la droite réelle

Lemme :




Iz > 0, g

Soit f continue sur
{geq Rg

} telleque 2z f{z) — 0 quand |z| — oo Notons

C R ledemicercle ¢ —3 Rett, t € [0,].Alors f f(z) dz = 0 quand
Cr
B — +4oo.

En effet, f flsrHR SGL}F‘ |f] , qui tend vers (. Pour une fraction rationnelle P/ avec
- B
deg @ > deg P + 2 et sans pole réel, on referme donc le segment [—R, B] par le demi-cercle
C' m , comme sur la figure ci-dessous.

1- yPoles comptés

0 >

partie imaginaire

—11 X

poles ignorés

—2 1 X

-3 —2 -1 0 1 2 3
partie réelle
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Si F' = P/Q est une fraction rationnelle sans pole réel, avec deg @ > deg P + 2, alors

+ 00
F(z) de = 2ir )  Res(F a).

Yoo Ima=>0

Pour Fzx) = (:r9+1)1(a:2+4)' les péles du demi-plan supérieur sont 3 et 2z.0na

- - 1 1
Res(F 1) = %1—3 = i et Res(F 21) = =3) & = iz Ponc
+co
f F=2ir= =1
— D

3. Intégrales de type Fourier et lemme de Jordan

Lemme :

(Lemme de Jordan.) Soit f continue sur le demi-plan fermé supérieur privé d'un disque, avec

M(H:l - Sélg |f| — D_Alors f f{z)eiz dz — 0 quand A — “+oo .

S
¥

Démonstration :

sur Cgp, |e*#| = e~ Hsint Donc



i mf2
f flz)erzdz| < M(R) R f e~Rsintdt = 2 M(R)R f e—Hsint g¢ . Or
0

o 0
sint > % sur [0, %] , par concavité. Ainsi, I'intégrale est majorée par
g/ 2
2M(R)R f E_Eﬁtf’fr dt < m M(R)" quitend vers (1.
]
+oo

Ce lemme permet de calculer f Fi(z) 21T Jr désque deg @ > deg P + 1. Parexemple,

—C0

A - . , . -2
avec F{:J::l = g:ﬂlﬂ , le seul pble supérieur est 23, de résidu E-’-l_z . Donc
+oo
COE T re—2 T
Lus 4 — , en prenant la partie réelle.
— oD

Lemme :

(Petitarc.) Si @ estunpdlesimplede f et ¥¢larc ¢ — g +eett, © € [o, 48], alors

ff':zj' dz — +60 Res(f, a) quand £ — 0.
Ve

C / N .
En effet, f{z} = 3—q + h(z} avec h bornée prés de . Le premier terme donne exactement
28 ¢ , le second un terme majoré par & & sup |h| . Ce lemme sert a contourner un péle situé sur le
chemin d'intégration.

VII. Principe de I'argument et théoreme de Rouché

Théoreme :

I (Principe de I'argument.) Soit f méromorphe sur un ouvert contenant le disque fermé E{a, p:l ) ‘
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sans zéro ni pole sur le cercle |z—a| = p . Notons Z le nombre de zéros et P le nombre de
pbles de [ dans le disque ouvert, comptés avec multiplicité. Alors

1 7' (2)
m mdzzz—lb,

Démonstration :

Les zéros et les poles de f dans le disque fermé sont isolés, donc en nombre fini par compacité.
D'apres le lemme de la partie lll, f’/f a en chaque zéro un pdle simple de résidu égal a sa
multiplicité. De méme, en chaque poéle, le résidu est I'opposé de I'ordre. Ailleurs, f’/f est
holomorphe. Le théoréme des résidus, sur un disque un peu plus grand, donne alors le résultat.

f’ dw
Le nom vient de l'interprétation suivante. Si ¥ est le cercle, alors f f = W . Autrement dit,
¥

oy
Z — P = Indy o (0} : c'est le nombre de tours que fait I'image du cercle autour de 0, donc la

variation de I'argument de f divisée par 27T .

Théoreme :

(Théoréme de Rouché.) Soit f et & holomorphes sur un ouvert contenant E{a, :l . On suppose
lg(z)| < |f(2)| pourtout = ducercle |z—a&| = p.Alors f et f -+ g ontlemémenombre
de zéros dans  D{a, p) , comptés avec multiplicité.




Sur le cercle, f nes'annulepas, et |f 4+ g| = |f|—|g|>0.Posons A =1+g/f,
méromorphe prés du disque fermé. Sur le cercle, |A{z) —1| <1 :lacourbe h o -y reste dans le
disque (1,1}, qui ne contient pas 0. Sur ce disque, w — 1/w admet une primitive (une
R U+e) ff -
- = — < . Par le principe
h f+g  f

de I'argument appliquéa f + g eta [, ladifférence des nombres de zéros est nulle.

détermination du logarithme). Donc Indp o 4(0) = 0. 0r

La figure ci-dessous illustre I'image par f —+ g d'un cercle, avec f{z} = z3 et
g(z) = 0,52 4+ 0,3 sur |z| = 1. La courbe fait trois tours autour de I'origine, comme I'image par |
.Donc f + g a trois zéros dans le disque unité.

2.0 A
nombre de tours autourde 0 : 3
1.5+
1.0 -

0.5 1

partie imaginaire
o
o
°

--- image par z°
— |mage par z° 4+ 0,52+ 0,3

_20 ! I T T T T T
-20 -15 -1.0 -05 0.0 05 1.0 15 2.0

partie réelle
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Méthode :

Pour dénombrer les zéros d'une fonction F' dans un disque, on écrit F' = f + g,o0 f estun
terme dominant dont on connait les zéros (souvent un mondme ¢ zk ). Ensuite, on majore |g| sur
le cercle par I'inégalité triangulaire et on vérifie |g| < |f]|. Le théoréme de Rouché donne alors

autant de zéros pour F' que pour f . Pour une couronne, on fait la différence entre deux disques.

Soit F(z) = z* —62+3.5ur |2/ =1,0ona |22 +3|<4<6=1|-62 :donc F aun
seul zéro dans le disque unité, comme —6z .Sur |z| = 2, en revanche,

|-6z + 3| < 15 <16 = |z%| :donc F' a quatre zéros dans (0, 2) . Par conséquent, trois
zéros sont dans la couronne 1 < |z| < 2, puisqu'aucun n'est sur le cercle unité.

Remarque :

Le théoreme de Rouché redonne le théoreme de d'Alembert-Gauss. De plus, il montre que les zéros
d'une fonction holomorphe dépendent continlment de la fonction : une petite perturbation ne change
pas le nombre de zéros dans un disque.

Vill. Ce qu'il faut retenir

¢ Une fonction holomorphe sur une couronne se développe de facon unique en série de Laurent, avec
des coefficients donnés par une intégrale sur un cercle.

¢ Une singularité isolée est effacable, un pole ou essentielle selon la partie principale de la série de
Laurent.

« Critére de Riemann : borné prés de @ implique effagable. Péle équivauta |f| — +oo.
Singularité essentielle implique image dense (Casorati-Weierstrass).



Une fonction méromorphe n'a que des pdles isolés ; sa dérivée logarithmique ff/f a des résidus
entiers.

L'indice d'un lacet est un entier, constant sur les composantes connexes du complémentaire, nul sur
la composante non bornée.

Le résidu est le coefficient ®_1 ;en un péle simplede g/h , il vaut g{a}/hf{a} .

Théoréme des résidus : f f= 2w Z Indy(a) Res(f, a) |
¥

Intégrales réelles : » — g8 pour les intégrales trigonométriques, demi-cercle et lemme de
Jordan sur la droite réelle.

* Principe de l'argument : ﬂf ff/f = Z — P .Rouché:si |g| <|f| surlecercle, f et
f-+g ont autant de zéros.

Questions fréquentes sur théoreme des résidus

Comment reconnaitre rapidement le type d'une singularité isolée ?

On regarde d'abord si la fonction s'écrit g{z}/{z—a}m avec 9 holomorphe et g{a) ?é 0 :c'estalors
un pole d'ordre 71 . Si la fonction est bornée pres de @, la singularité est effacable. Si le module n'a de
limite ni finie ni infinie, comme pour EUE»" en [, elle est essentielle.

Quelle formule utiliser pour calculer un résidu ?

En un pdle simple d'un quotient g /A , le résidu vaut g{a}/hf@ . En un pdle d'ordre M., on dérive
m—1 fois {z—g}m f(z) etondivise par (m—1I)!. Pour une singularité essentielle, il faut revenir au
développement de Laurent et lire le coefficient de 1/{z—a).

Comment choisir le contour pour calculer une intégrale réelle ?

Pour une intégrale sur [EI, Z?r] en cosinus et sinus, on pose » — g8 et on intégre sur le cercle unité.
Pour une intégrale sur R, on referme par un demi-cercle, avec le lemme de Jordan si un facteur gtx
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apparait. Pour f , un secteur ou un rectangle exploitant une symétrie de la fonction est souvent plus
]

efficace.

A quoi sert le théoréme de Rouché ?

[l compte les zéros d'une fonction holomorphe dans un disque sans les calculer. On compare la fonction a
un terme dominant dont on connait les zéros, par exemple un mondme. Si le reste est strictement plus
petit en module sur le cercle, les deux fonctions ont le méme nombre de zéros a l'intérieur.

Pour aller plus loin en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur théoréme des résidus

A maitriser avant : Fonctions holomorphes et formule de Cauchy

Chapitre précédent : Fonctions holomorphes et formule de Cauchy

Chapitre suivant : Espaces de Hilbert et analyse de Fourier

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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