Corrigés des exercices de maths en L3

Théoreme des résidus

Corrigé de I'exercice 1 : Série de Laurent d'une fraction

rationnelle

1 o B - .
1. Oncherche «, 3 tels que G—1)(7—2) — 71 + o En multipliant par z—1 puis en

11
-2 z-1"

faisant z = 1 ,ontrouve o = —1.Deméme, 5 = 1.Donc flz) =
2. On applique la méthode du cours, terme par terme.

i _
|z <1,ona |z|<1<2.Dunepart, ~z—1 — — Z . D'autre part,

n >0
L _ 11 zh .
—27 "2 1—2/2" _Z an+1 . Ainsi, flz) = ; ( gn+1) " . Cest une

n >0
série entiere, car f est holomorphe sur {0, 1).

Sur 1<|z| <2, letermeen 2z —2 garde Ie méme développement. En revanche, [1/z| <1,

1 _1 1 _Z
donc =217 # 1—-1/z " 0 gﬂ+1 Par conséquent,
m

1
f@':_z P Z 3§+1
n >l n >0

L_l.
|2:|}2,on développe aussi z—2 — # Z gﬂ+1 Donc
n >0
2" —1 B
f{z}: Z =n+l . Leterme n = 0 estnul, d'ou
n > 0
an—l 11,3 7
fe)= 3 “r =gmtiEtat
n > 2
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3. D'apres le théoréme de Laurent, f{z} dz = 2um 91,00 @_1 estle coefficient de
|z|=p

z—1 surla couronne qui contient le cercle. Le cercle |z| = % estdans 1< |2| <2, 00

a@_y = —1 . Donc F= =27 e cercle |z| = 3 estdans |z|>2,0u
12| =3/2
a_q; = 0, Donc f=0,
|z|=3
4, Les pbles 1 et 2 sontsimples, avec Res{f] 1:1 = 1i—2 = —] et Res{f] 2} = ﬁ =1.
Le cercle |z| = % n'entoure que 1 :onretrouve 2um - (—1).Lecercle |2 = 3 entoure les

deux péles : on retrouve 237(—1 + 1) = 0. Les deux méthodes concordent.

La figure ci-dessous situe les deux cercles d'intégration par rapport aux poles et aux trois couronnes.



partie imaginaire
o

partie réelle

Point de méthode : sur une couronne qui contient tous les péles, le coefficient %_j estla somme de
tous les résidus.

Corrigé de I'exercice 2 : Séries de Laurent en zéro de fonctions
usuelles

/= _ 1
1. Pour tout =z ?é 0, ¢ - ;G n! z®  Donc
n
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. 33_7’1_ 3 2 =z ]_. 1 1
F@= > S =2 +2 45+ +maz @03 Uneinfinité de

n >0
coefficients d'indice négatif sont non nuls : [J est une singularité essentielle, et
1 1
Res(f1,0) = 71 = 34 -
1 1, =z (—1)F z2k-3
. On divise la série du sinus par z% : fg'iz:' =23 Bz tio0 - = Z (2k+ 1)1
E>0
Le coefficient de z—3 vaut 1 etiln'y a pas de terme d'indice inférieur. C'est un péle d'ordre
1
3, et Res(fz, 0) = —5
(=D*
. De méme, cos(l/z) = Z (2K 2k, donc
k>0
(—1)k 212k 1 1
fg'(zz' - Z (2K = Z =75, T34 23 —--- llyauneinfinité de puissances
k>0
négatives. Singularité essentielle, et le résidu (terme j = 1) vaut —% .
L= X
CPour O<z[<l, 1—2 = . Donc
n >0
_ —q_ 1,1
f‘i{z) - Z 2 — z2 tztl+z+... C'est un pole d'ordre 2, de résidu 1.

ﬂEU

Corrigé de I'exercice 3 : Classer des singularités isolées

. La fonction f est holomorphe sur C*.0r 1 —cosz = %2 — % + ..., ,donc

p! . . s
f{z} = % — g_-i -+ ... raucune puissance négative. ([J est une singularité effacable, et f

se prolonge par f{[j} = %

. Le dénominateur s'annuleen Zp = kT, )k £ & . Ces zéros sont simples, car la dérivée
e# nes'annule pas. En (0, le numérateur a aussi un zéro simple :

=
g(z) = z+ 222 +... — 1, donc la singularité est effacable. Pour k& ?é 0, le numérateur
vaut Zy ?‘3 0. Ainsi, 0 esteffacable etles 2k, k& ?‘é 0, sont des pdles simples.

. Onfactorise: 23 — 22 — z 41 = 2;3(2;_1} —(z-1) = {3—1}2{z+1} . Par ailleurs,
z2 —1 = (z-1)(z+1) . Donc hA(z) = ﬁ pour Z ﬁ;‘ {1, =1} . Le point —1 est
effacable (on pose h{—l} = —% ) et 1 estun poéle simple.



: (—1)*
4, Ona sm{l/z} = Z (2k+1)! Zz2k+1 sur C*. Une infinité de coefficients négatifs sont non
k=0 '

nuls. O est une singularité essentielle. On peut aussi le voir par les limites : sin(1/x) n'a
pas de limite quand x — 0+, et [sin(1/Gy))| = sh(l/y) = +oo quand y — 0T .

5. Les zéros de sin sontles fa, k € Z,etilssontsimples car cos(kw) = {—1}k ?é 0.
Ainsi, gip< aunzéro double en chaque jkr .Les ki sont des poles d'ordre 2 de ¢ .

Corrigé de I'exercice 4 : Calcul de résidus en des poles

1.Ona z2—z = z{z—l} , avec deux zéros simples, et le numérateur ne s'annule nien (0 nien

. 2
1 . Ce sont donc des péles simples. Ainsi, Res(0) = lim z_—i—_l = -2 et
+2 °= 0
Res(l) = lim_ Z3= = 3.Les résidus valent —2 et 3.
z —*

2.0na g4 — —], et a estunzérosimplede A(z) = 24 +1,car A'(a) = 4a3 £0.
D'aprés la formule g{a}/hf@ le résidu vaut &
i
4
Res = — I:]. +1)-

1 _ _4a
Zq3 ~ agd — T4 Po¢

3. Le point 1 estun pble d'ordre 3, car el ?é 0. La formule du cours avec . = 3 donne

2
%[ 2l 1= % . On peut aussi développer :

. (—Ug <si e
e — g.pF— 1_51_|_{3 1) + +...] Lerésiduvaut 7.

1
2!

4, Les zéros de sin sontles jqr , simples, et cos{kﬂ} ?é (J. Ce sont donc des pbles simples, et

k k
Res(cot, k) = ;iiikﬁl EE:E};E Le résidu vaut 1 enchaque ki .

2 2 :
5. 0na (z ;ii_l)g = (z—éjz(z-l—' 7, et 32 ?é 0 : c'est un pdle double. On pose

o(@) = (z=1)° f(2) =

)t Alors
2z(z+1)% — 222(z+1)  2z(z+i) — 222 94 2
/ — o o
p!(2) (z+14)* (2+1)° (2+1)°
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Ainsi, Res{f :, — ‘P’;@j‘ — @ =5, = i Donc Res{f, a'} = —% .

Point de méthode : pour un péle simple d'un quotient, la formule g{a)/hi{a} évite toute factorisation.

Corrigé de I'exercice 5 : Indice d'un lacet, premiers calculs

1. Le lacet 7Y estle cercle de centre 2 etderayon 3, parcouru une fois dans le sens direct. Son

indice vaut donc 1 dans le disque ouvertet 0 al'extérieur.Or [0 —2| = 2 <3 et
|6 —2| = 4>3.Donc Indy(0) =1 et Indy(6) =0.

dmr
2. 0na o/(t) = —3ie—31 Donc Ind,(0) = E‘L

—3¢ g— 311 _ —3z- 3w

2
—3-:1 = "o . Ainsi,

c"“--:

Ind,(0) = : le cercle est parcouru trois fois dans Ie sens indirect.

1 1
z—1" =41

1.Ainsi, Ind7y:(1) =1 ,et Indyi(-1) = 0 car |-1—1| = 2> 1. Par définition de
d 1pn - .
l'indice, zzil = E(ZWT -1 — 20 - 0) . L'intégrale vaut ;.
71

3. On décompose : I_1— i( ) Le lacet 1 estle cercle de centre 1 et de rayon

4. Le lacet ¥y parcourt deux fois le cercle de rayon 2 dans le sens direct. Donc

a 1y :
Indv,(l) = Indy4(—1) = 2. Par conséquent, fzﬂil = jltar —4am) = 0
2

Corrigé de I'exercice 6 : Intégrales trigonométriques

1

1. Lafonction 8 — TT cosb est continue, car 2 4+ cosfl > 1.0npose » — g, donc



J = 1 Ldz _ . 22dz )
2+ Mz 4+1) +* R 1%(2 +4z +1)
z|l—

Lesracinesde z2 44z 41 sont 2y = —2 + 3 et Zg = —2 —3 . or
|z1| = 2 -3 2 0,27 <1 et |z5|>3.Seul %1 estdans le disque, comme le montre la

figure ci-dessous. Ensuite, par la formule g/hf, RES{ZI} = é(Ezf—i— 1) = E‘ri.— = Lﬁr
Donc I = 2am L _ir
w3 3
Lo 2] =
v
£ 0.5 -
o) —-2-V3
©
£ 0.0 X
2
T —-0.5-
©
o
—1.01
-4 -3 -2 -1 0 1
partie réelle
iy
2. La fonction est continue, car 5 — 4cosd > 1. Soit £ _Ef:jﬂsﬁ, dd , de sorte que
]
J = Re K .Avec > — Eéﬁ' ,0nNa k _ 4cagf = 5_23_% — _w_Donc
K = 2?2 Ldz _ —22dz
— —(2z2 -5z +2) 1z i(2z—1)(2—2)

2[=1 =1
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—1/4 —~1/4 1

Le seul pdle intérieur est % , pole simple. Son résidu vaut T (% ~ 2) = T3; = Io;-Ainsi,
K = 2am - ﬁ = %.Ce nombre est réel, donc J = %—T (et au passage
2
sin 2# _
fS—‘i-:asﬁ'd'g =0)
0

Corrigé de I'exercice 7 : Principe de I'argument sur un exemple

1. Le numérateur et le dénominateur n'ont pas de racine commune. Ainsi, [ a un zéro tripleen 1
, un zéro simple en —3, un pole double en ( et un pole simpleen 3;.

2. Sur le cercle |z| = 2 ,iln'y a ni zéro ni pole. Dans le disque, on trouve le zéro 1 (ordre 3)et
le pdle O (ordre 2).Enrevanche, —3 et 3z sonta l'extérieur. D'apres le principe de
I'argument, l'intégralevaut 2 — P =3 -2 = 1.

3. Sur |z| = 4, tous les zéros et poles sont intérieurs: Z = 3 +1 = 4 et
FP =241 = 3 .Lintégrale vaut 1.Sur |2:| = % , seul le pole double 0 est intérieur :

l'intégrale vaut —2 .

Point de méthode : on peut vérifier par la dérivée logarithmique

o3 2
S T 2=1Ta43" F z_3¢
dont chaque terme se traite par l'indice.

Corrigé de l'exercice 8 : Critere de Riemann et singularités
effacables

1. Soit m = 1 et O< p <1 Dapréslethéoréeme de Laurent,



1 _
O—m = 500 f f{z} 271 dz . On majore l'intégrande par f_’;p_lfzpn—l etla
|lz|=p
longueur par 2mg . Donc |G_n| <C p'”* —1/2 .Comme 5, — % =[], le majorant tend vers
0 quand p — 0. Ainsi, @_, = 0 pourtout 7 = 1.La singularité est effacable.

2. Le méme calcul donne |r1_ﬂ| < {‘;p” —3/2 pour n > 2, I'exposant est positif, donc
@_n = U .llnereste que ©_1 éventuellement non nul. Donc [ est effacable ou pdle
simple. La fonction 1/3 montre que le cas du pble simple se produit.

3. Posons F — Jf . Elle nes'annule pas sur D2(0, 1) \ {0} . Supposons par I'absurde que 0 ne
soit pas essentielle pour F' . Alors F' esteffacableouaunpbleen (0,et F' n'estpasnulle.
On peut donc écrire F(z) = 2% G(z) avec k € Z, G holomorphe présde 0O et

G(0) ?é 0. D'aprés le lemme du cours, F/F aen 0 auplusun pdle simple.

_ n
Or F’/F = f’.Si f aunpdledordre m > 1,avec f2) = Z Gn 27 ot
n > —m
0 —gp ?é 0, alors f’{z} = —ma_,, z—™m=1 4+ .. Ansi f’ a un pble d'ordre

m +1 > 2. C'est une contradiction. Donc J a une singularité essentielle en 0. Par
exemple, Elfﬁ en est le cas le plus simple.

Corrigé de I'exercice 9 : Singularités essentielles et Casorati-

Weierstrass

1. Comme w ?é 0,ilexiste L € C telque el — ¢y (parexemple L = Injw|+ zargw),
Pour k € IN,posons Cp = L + 2ikm Ona |§k| > 2km —|L|, quitend vers +co .
Donc, pour j assez grand, {k ?é 0 et |§k| = 1/,0. On pose alors & — lf@k . Ainsi,

0<|z|<p et ,1/z _ L+ 2tkr _ ,,. Toute valeur non nulle est atteinte dans tout
disque épointé.

2. L'exponentielle ne s'annule jamais, donc Elffcf ne prend pas la valeur (J. Ce n'est pas une
contradiction : le théoréme de Casorati-Weierstrass affirme la densité de I'image, pas sa surjectivité.
D'ailleurs, () est bien limite de valeurs, car Elfﬂ? —y g Quand ¢ — 0 . (Remarque hors
programme : le grand théoreme de Picard affirme qu'au voisinage d'une singularité essentielle,
toutes les valeurs sauf une au plus sont atteintes.)

3. Soit w € C et m > 2.D'apreés Casorati-Weierstrass, f{ID(0,1/n) \ {0}) est dense dans C
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1l rencontre donc le disque  D(w, 1 /n). On choisit Zn tel que 0 < |z,| < L et

|f(zn) — w| {% .Par conséquent, zy —+ 0 et f(z,) — w.

4. pourtout z, Re(g(z)4+1)>1,donc |g{z) + 1| >1.Autrementdit, 9 ne prend aucune
valeur du disque Dl:—l, 1} . L'image de & n'est donc pas dense. D'apres le théoréme de
Casorati-Weierstrass, par contraposée, [ n'est pas une singularité essentielle de &.On

peut préciser : ﬁ est bornée par 1, donc effacable, et g est effacable oua un poleen 0.

Corrigé de I'exercice 10 : Fonctions méromorphes et dérivée

logarithmique

1. Les fonctions sin et Co3 sontentiéres, et Co8 n'est pas identiguement nulle. Ses zéros sont
les Gy = % + ki, k € Z :ilssontisolés et forment un fermé. De plus, ils sont simples, car
cos/(ay) = —sin(a;) = (—l}k"'l ?é 0.Comme sin{ag) ?é 0, ce sont des pdles simples

Eln

de tan.Llaformule g/h” donne Res(tan,a,) = tan est méromorphe sur

—gin ay
k
C, a péles simples E—T + ki, tous de résidu —1.

2. Leszérosde e# — 1 sontles 2ikqr . lls sont simples car la dérivée e ne s'annule pas. Ainsi,
1

g¥ —1
1

edikmw —

est méromorphe sur 1, avec des poles simples en 2z3jk . Chaque résidu vaut

1.

3. Dans le premier cas, f(z) = (z—a,jk g(z), avec g holomorphe et g(a) ?é 0 . Dans le second
cas, f(z) = (z—a) = g(z) avecles mémes conditions. Notons 7 = k& ou 7 = —m.En
dérivant f’;{z} — eI Y flz) 4 g/(z)

' = j(z—a)’""g(z) + (z—a)’ g/(z) Donc flz) — z—a + 9(2) -Le
second terme est holomorphe prés de @, car g{a) ?é 0 . Ainsi, f’/f a un pole simple de
résidu % (zérod'ordre i)ou —m (poled'ordre ™).

4. Pour f = sin,ona f'i,/f = cot ,derésidu 1 en Jqr d'aprés |'exercice 4 : c'est bien

, L _ f! 1+ tan< 1 2 il

I'ordre du zéro simple. Pour2 f = tan, F T Ttn T rnzcemz = Sn(22) En 7. la
! . \ . . Al ,

formule g/h donne Teosm — —1 , l'opposé de I'ordre du pdle simple. En (I, on obtient

QCES 0= 1, l'ordre du zéro simple. Le résultat est vérifié.




Corrigé de I'exercice 11 : Série de Laurent autour d'un pdle
double

1 7
1. Avec z =1+4u,ona fzm.Pour 0<|ul<l, l—k_u:ﬂ;m{_l) u”t

Donc

J = Z (—1)HH”_2=$—%+1—H+...
n > ()

Le coefficient de ;,—2 est non nul etil n'y a pas de terme d'indice inférieur. Le point 1 est un
pole double et Res(f 1) = —1.

o111 (=D"
2. Pour |u|>1,onécrt T4y = % T4 1)y — Z 4n+1 - Donc
n >0
0" 1 1 1
f=2 wr=w—wtys
n >0
. 1
i dle si R 0= 1 =1
3. Le point 0 estun pole simple et Res{f, 0) m 1) .Sur la couronne  |u| >1,
1
le coefficient de  s;—1 estnul. Oril vaut Zzsr f,c'est-é-dire la somme des résidus en [J et
|u| =2

en 1.Eteneffet, 14 (—1) = O : les résultats sont cohérents.

f=2wr-(=1) = —2amr

4. Le cercle |z — 1| = % n'entoure que le pdle 1, donc
|lz—1|=1/2

.Lecercle |z—1| = 2 entoure 0 et 1,donc f=0,
|z—1|=2
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Vé 1 ] V4 = 1

fraction rationnelle

C
1. Posons d = deg @ —deg P > 2 .llexiste c>0 et R telsque [F(z)] < 122 Pour

€ __dme

|z| > Rg. Ainsi, f F| <2r - B2 — "R ,quitendvers 0. Parailleurs, dés que
|z| =R

H dépasse le module de tous les pdles, le théoreme des résidus donne

F = 2am Z;;: Res(F a) (cette quantité ne dépend pas de R ettendvers (I :elle
2= R
est nulle. La somme de tous les résidus est nulle.

k
PEEA... P e
P - Alors z FY(z) —+ g, etplus precisément

F(g] — g%, = {}(i) , car c'est une fraction de degré au plus —2 . D'apres la question

2. On écrit F(zj =

précédente appliquée a cette fraction (ou par la méme majoration), son intégrale sur |z| = R

P _ g, P P

tend vers [J.Or f gz 0z = 207 ponc f F = 2475 comme plus haut,
2= R |z|= R

cette intégrale vaut 2z Z Ees pour B grand. La somme des résidus vaut jg—:'.

. 1 L e
3. La fraction 5z=3) vérifie deg

} —deg P = 6.Sespélessont 0 (ordre 5)et 3
- _ 1L _ 1 o - _ 1
(simple). Ona Res(3) = 35 = 743 - D'aprés la question 1, Res(0) = —72475 Le cercle
dz _ _ _Zur
|2| = 2 n'entoure que 0. Donc #5(z—3) — T 243. On évite ainsi une dérivée
j21=2

quatrieme.

4. Premiere méthode : les poles sont les six racines sixiemes de I'unité, toutes simples et de module

5
1 <3 .Enchacune, Res = % = % . La somme vaut 1. Seconde méthode :
deg @ = deg P+ 1et p =g =1, donclasomme des résidus vaut 1 d'aprés la

question 2. Dans les deux cas, l'intégrale vaut 2.

Corrigé de l'exercice 13 : Intégrales de fractions rationnelles




sur la droite réelle

. 1 | - .1 e
1. La fonction F(a:} = 11z4 est continue sur [ et équivalente a v _en +oo k I mtegralg
converge. Les poles de  F' sont les racines de z% — _1, asavoir /4, 3wr/4 Ber/4
o t7/%  Aucun n'est réel. De plus, deg @ —deg P =4 > 2. Pour R > 1, le contour «
segment [—H, K] puis demi-cercle C R » entoure 4y = e et ay = RLUES
D'aprés I'exercice 4, Res(F a) = —3 .0r
a, 4+ an = (@4_1'@)4_(_@4_3'@) — 43 . Ensuite, f F =0 ar
1 2 2 2 2 2 &
B
|z F'(z)| < R4R_1 sur C' g .Enfaisant B — oo :

—+ o0

dzr _ o:_ { 1
1—|—:I:4_2”T (

— 0

i
e
||
u“*
S

L'intégrale vaut ::% .

2. Le seul pole du demi-plan supérieur est % , pole double. Avec
w(z) = {z—ﬂ'}g F(z) = {z—l—i}_g,on obtient ¢p/(z) = —E{Ei}_g = —__821 = i Les

hypothéses de la proposition du cours sont remplies ( deg Q- deg P = 4) Donc l'intégrale

Ll
vaut Ewr-%_g.

. I . . L N T
3. La fonction Gl:;t?:l = 143 est paire, continue, equwalentega Ela I mﬁ[u, et
_ A a a _
deg ¢ —deg P = 2.Enunpdle a, Res(G,d) = 13 = 35 = 4 C@r la] = 1. Donc
L +oo
la somme des résidus supérieurs vaut L 1_ 9 _ _i&.Ainsi, f G = 9 - %"@ — 12 .
+oo I
2
Par parité, L =,
parl f T+22 0% = 37
o]
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Corrigé de I'exercice 14 : Transformée de Fourier par les

résidus
g_t.‘rg 1 . - Sz .
1. Ona = , qui est intégrable sur [E . L'intégrale converge donc absolument. Ensuite,
1+x2 1+x2 ;
E—Mnf — Cog{,ﬂgg} — g’gin{;pg} . La fonction + — Sir_figj est impaire et intégrable,
- cos(zf) .
d'intégrale nulle. Donc f':f:' = 142 dz , et f est paire puisque le cosinus I'est.
R

2.5ur CR, 7 = Rett avec t € [0,7].Donc et} 2| = e—A Reint <1, car
sint >0 et A>0.Deplus, |1—|—32|ER2—1 pour H =>1.Ainsi,

gtd z d e I H
1+z2%% = 52 _ 1 .Ce majorant tend vers [ . Le lemme de Jordan n'est méme pas
Cr
nécessaire ici.

3. Soit A >0 et g{z} = 1_|_ .Pour K =1, le contour du demi-disque supérieur n'entoure que

ei.}u'i g .:!'u

% s

f l@}d:t:—I—fg—?re—}\ En faisant A — —oo, fl_i_a'gd,f_ﬂe A

Autrement dit, f{ }L = q e~ Parparité, F(X) = ﬂ'E‘_}" aussi. Enfin,

le pole simple 2 . Son résidu vaut . Par le théoreme des résidus,

f':':':' f1+a:2 = T . Donc ?{g} = E_|5| pour tout réel £ .
R
+co
4. Avec £ =1 fm”'iﬂ«“ % . La fonction est d T
. Avec =1, A 1472 g . La fonction est paire, donc 1+a:9d = 5
0

Corrigé de I'exercice 15 : Intégrale de Dirichlet par un contour
indenté




A
1. La fonction % se prolonge par continuité en [ parla valeur 1 . Il suffit donc d'étudier f
1

Par intégration par parties, f B Ldr = [_%]f‘ _ f ":'3_% dx . Le crochet tend vers
1 1 4
cos 1. De plus, [cos ] < % est intégrable sur  [1, +0o[ . Donc f SR ZL Jr aune limite
- I
0

finie.

2. La fonction f est holomorphe sur [*. Le lacet évite [ et reste dans I'ouvert
C \ { wiy <0 } . Cet ouvert est étoilé par rapport a 4 , donc simplement connexe, et f vy
est holomorphe. D'aprés le théoréme de Cauchy, l'intégrale de f sur ce lacet est nulle. La
figure ci-dessous représente le contour.

3 -
Y
2%
o
©
£
v 1-
€
©
Q.

O -

-3 -2 -1 0 1 2 3
partie réelle
3. Dans l'intégrale sur [—R, —¢],onpose £ = =¥ ,donc dr = —dy,et ¥ vade R a ¢

E
: —1 —1
. Ainsi, f ¥ dr = fe_yy{_.gjy} — _f % dv - En ajoutant, on obtient
R E

E
fwdﬁ . C'est bien gﬂ'fs-mTﬂ?dj:.
E E
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4. sur Cr, |1/zl=1/R  quitendvers 0.D'aprés le lemme de Jordan, f
Cr

f—=0
quand R — +oo.Ensuite, 0 estunpblesimplede f,derésidu 0 = 1.Ll'arc ¥ vade
—& a € parlehaut:l'angle 1 passede 7 a (, soitunevariation # = —qr . D'apresle
lemme du petit arc, ff — =T quand & — 0.
Ve
5. La question 2 donne Ea'f B dr + f f+ f f = 0.Enfaisant £ — 0 puis
E Cg ¥

£
R — 4oo,onobtient 247 —4qr = 0.Donc I = y .

Pour la seconde intégrale, on integre par parties sur [E,
A

A
0 gin? [ 8in? :1:'}}1 gin T cog T
ne [ S gde=|-"7 | + [T =7
5 £

-1
bornes, car &1 _E

. 1
] avec o = sin?z et 4= —=

dx . Le crochet tend vers [ aux deux

- Parailleurs, 2sin zcos x = sin{2x), etle changement u = 2z
+oo oo +oo
gln 2 BN U sin? T
donne f —T di‘:‘ = f i ._-‘iu . Donc f T d$ = §.
0 0 0

Point de méthode : onintégre e%#/z etnon sinz [z, car [sin z| explose dans le demi-plan
supérieur alors que |e%#| < 1.

Corrigé de I'exercice 16 : Intégrale sur un secteur angulaire

1. La fonction = —

3 pn est continue et positive sur [0, +oo[ , et majorée par 1

—= avec
xI
n 2 2 . L'intégrale converge.

2. Les poles sont les racines de  z™

arguments sont T, 37

= —1,asavoir M2k+Dr/n, 0 < k < n-1.Leurs
.. Seul x

7 est strictement compris entre (0 et ET"T , et aucun pdle n'est
sur les bords. Pour fi =1, le seul pole intérieur est donc @ . Il est simple, et
1 i n .-
Res = ——3 = jn-Comme g% = —], le résiduvaut —p

=
3. Sur l'arc, |1 + z'”| = R"™ — 1, etlalongueur vaut % . Donc l'intégrale est majorée par



ar R .
n(Rn—— 1) Ce majoranttend vers (J,car n = 2.

4. On parametre le segmentpar # = 7w, r allantde A a 0.0r z" = ¢y? " = 7,
R

0
. w dr dr
Donc l'intégrale vaut fl—i—f.r"”' = _wfl+*r”'
K 0

5. Le théoréme des résidus donne, pour B >1: (1 - w}f dr + f — giﬂ(_%) .Ala

14r®
) arc
limite, (1 —w) I, = _21,}"{ 4 0r w = g2, donc
l—w = —ala —a-1) = —a- 22singy . Par conséquent :
T = —21T @ . T .
n ™ qp-(—2¢ta)sin(wr/n) — nsin(r/n)
“+oo
_ T . d. _
Pour n = 2, onretrouve 2—sin{fr,.f2) =5 = f Tra3" Pour n = 4, onretrouve
0

ok la moitié du résultat de I'exercice 13.

Corrigé de l'exercice 17 : Zéros d'un polynome dans une

couronne

1. Onprend f(z) = —5z3 et g(z) = 27 +1.5ur |z| =1,
lg(z)] <141 = 2<5 = |f(2)|. D'aprés le théoréme de Rouché, P = f + g aautant
de zéros que f dans D(0,1).Donc P a exactement trois zéros dans le disque unité (le
zéro triple de f compte pour trois).

2. On prend maintenant  f(z) = z7 et g(z) = —5z3 +1.5ur |7 =2,
lg(z)| < 40 +1 = 41 <128 = |f(z)| . Donc P aseptzérosdans D(0, 2}, c'est-a-
dire tous.

3. Pour |z| =1, |P(2)| > |52%| = |27 +1| > 5 -2 = 3>0.Deméme, P nesannule pas
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sur |z| = 2. Par conséquent, la couronne 1 < |z| <2 contient 7 —3 = 4 zéros.

4. Lafonction P estcontinuesur [0,1],avec P{0) =1>0et P(l) = -3<0.Le
théoreme des valeurs intermédiaires donne un zéro réel dans |0,1] .

La figure ci-dessous place les sept zéros, calculés numériquement : trois dans le disque unité et quatre
dans la couronne, conformément au calcul.

I
cercle |z] =1 @® 3 zéros dans le disque
- cercle |z| =2 M 4 zéros dans la couronne
2 -
|
2 o1
(C
§=
(@)
e ®
E
o 0 N S =
o
C
o ®
—1-
|
—2 -
-2 -1 0 1 2

partie réelle



Corrigé de I'exercice 18 : Rouché et I'équation e”z = 3z

1. Onpose f(z) =3z et g{z) = —e?.Sur |z| =1, |g(z)| = eRe 2 < e <3 = |f(2)].
D'aprés le théoréme de Rouché, 3z — e# a autant de zéros que 3z dans (0, 1}. L'équation
a exactement une solution dans le disque unité.

2. Soit t(x) = eT — 3z sur [0,1].Elle est continue, avec @(0) = 1> 0 et
u;f:l{l = e —3 <0 .Elles'annule doncenunréel =z € ]U, 1[ , qQui est une solution dans le
disque. Par unicité, I'unique solution est ce réel =, € ]0,1] .

3. Onpose f(z) =32z" et g(z) = —e®.Sur |z| =1, |g| <e<3=|f].0or faunzéro
dordre 7 en 0.Donc 3z™ —e? aexactement 7 zéros dans (0, 1), comptés avec
multiplicité.

4. Soit h{z) = e —32™ et Zg un zéro dans le disque. Alors
hf{z[j} = ¢%0 —3n 2:6’*_1 = 3z — Sﬂrzrgf_l = 5;2:6’*_1{2:0 —n).0r zy# 0, car
h(0) =1, et zg ?‘3 7, car |EED| <1 < n. Ainsi, A {ED) ?é 0.Les 7 solutions sont
simples, donc distinctes.

Corrigé de I'exercice 19 : Théoreme de d'Alembert-Gauss par
Rouché

1. Soit |2l = R,avec R =145 >1.Pour k <n-1, RE < R7—1. Ansi
n—1
|P(z) — 27| < 2 || Rk < §R" Ll or §<R,donc § R*—1 < R™. Onabien
e
|P(z) — z™| < |z™| sur le cercle.
2. On applique Rouché avec f(z) = z™ et g = P — 2" Ainsi, P = f + g aautantde
zéros que z™ dans (0, R),asavoir 7. Notons-les #1;- -+ Zn, répétés selon leur

multiplicité. Le polynéme H(z N zj} divise I etale méme degré et le méme coefficient
3

T
dominant. Donc ¥ = H {3 - 3";{:‘ est scindé sur .
71=1
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3. Soit z telque |z]>max(1,5).Comme |z[>1, |z[¥ < |z[*~1 pour k < n—1.Donc
n k —1
[P@)] 2 |2 = D laglzl® 2 12" (|2 = $) >0 tout zéro vérifie donc

k
2| € max(l,5).

4. 1ci § = §-|-T = _i,donc les trois zéros sont dans le disque fermé D(0, 1} . Plus précisément,

sur |z| =1 _i + @ < %:;:1 : les trois zéros sont dans le disque ouvert. Enfin, sur
|z| = f—l , 0N compare avec la constante L, | 2| < ﬂ —|— L_3 16

a 8 = 4 <G4 La constante
n'a aucun zéro. Les trois zéros sont donc dans la couronne ‘}l < |z| < 1.

Corrigé de I'exercice 20 : Indice d'un limacon et principe de
l'argument

1. On factorise par gtt : ] -+ gt 4 g2t — Eét(e—ét +1 4 E.-ét) — e"«;t{l + 9cos t}- Donc
’]-‘I:f:l = {1 + Zcos t:le'ﬁlt . Pour — %ﬂ— , 1+ 2cost = 0, donc T(%) — 0 et
0 *

[w| = 1,onécrit 4y = it .Alors Pylw) = ¥(t) — &, quiest non nul puisque @ ¢ *
.Donc F, ne s'annule pas sur le cercle unité.

3.0na Y(t) —a = Pgett) et 4/(t) = PL(e®) et Ainsi,

2m
Pl (ett) jett 1 Pl (w)
Indfy( = 3 ﬂ/ = (™) dt = 2—/ Pz dw.
0

Le polynéme P, est holomorphe, sans péle, et ne s'annule pas sur le cercle. D'aprés le principe
de I'argument, cette intégrale vaut le nombre de zéros de P, dans D{0,1). Donc Indy(a)
est le nombre de racines de F, de module strictement inférieura 1.

4. Pour g = % P,lw) = w4+ w —|-% , de racines %ﬂ,de module g{l. Donc



Indq(%) = 2.Pour a =2, Pglw) = w?+w—1,deracines ATHE . 0,618. ..
estintérieure, —1,618... estextérieure. Donc Indy(2) = 1.Pour o = —1,

Pa{w} = w2 + w + 2, de discriminant  —7 . Ses racines sont conjuguées, de produit 2,
donc de module 3 > 1 . Ainsi, Indy(-1) = 0.
Ces valeurs correspondent a la figure. En effet, % est dans la petite boucle, entourée deux fois ;
2 est entre les deux boucles; —1 est a I'extérieur, puisque I'abscisse minimale du limacon est

. 1 , 1
min {r: + chj = -z atteinte pour ¢ = cost = ~3-

Corrigé de I'exercice 21 : Somme de la série des inverses des
carrés

reos(r z)

sin(m =) a des

1. Les zéros de sin{mr z) sont les entiers, et ils sont simples. Donc meot{r z) =
reos(m n)
meos(m n)
holomorphe et non nul en 7. Ainsi, les péles de f sont les entiers, et Res{f, n} = L

2
pour n?é[]. "

poles simples aux entiers, de résidu — 1.Pour n ?‘3 0, le facteur ﬁ est

2. Auvoisinagede 0, sin(r z) = 2;(1 _ “2632 + {j{z"—l}) et
cos(mz) = 1 — ﬂ-:eggz + O(z%). Donc

rcot(m z) = %(1 — “2222)(1 + %) + O(23) = 1 _ %22 + O(23).

2
Endivisant par 22, f(z) = Ll =1 + @(z). Le point 0 est un péle triple et

: 23~ 3 #
Res(f,0) = -5 .

3. Ona sin{m z + w1 y) = sin{r z)ch(m y) + scos{m z)sh{r y) . Donc
sin(r 2)|* = sin(m 2)(1 + sh2(r v) + cos2(r 2)sh2(r y) = sin(r £) + sh2(r ) . De
méme, cos(m z) = cos{m z)ch(r y) — wsinf(m z)sh{r y) donne
|cos(ar ,?::l|2 = COSEI:’FI’ z) + shg{ﬂ y) -
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Sur les cotés verticaux, & = :I:(N + %),donc sin?(r ) = 1 et cos?(r z) = 0. Ainsi,

) sh?(r ) N 1.3
|cot{mr 2)|* = H—Télﬁ‘ryj < 1. Surles cdtés horizontaux, |y| = IV +3 > 5. Donc
|cotr 2::||2 < % = coth?(r |y[) < cothg(%ﬁ) . Or L:oth(%ﬂ) ~ 1,0002.

Dans tous les cas, |cot(m z)| < 2 sur Cyr.

4, sur Cyy, 2| = N —|-% ,donc | f(z)| < ﬁ . Lalongueur de ' jy vaut

_|_
1 o f < _lew . )
S(N + E) . Ainsi, = N +1/2,qui tend vers (. Parailleurs, < jy entoure
Cw

exactement les entiers 71 tels que |n| < IV, et ne passe par aucun poéle. Le théoréme des
résidus donne donc

La figure ci-dessous montre le carré  C'q et les poles qu'il entoure.



(N +3)(1+1)

<
2_
Cs
g
o 1-
=
% pdle triple O
€ 01 X X ¢ X X X X A 23 a3
o -4 -3 -2 -1 4 1 2 3 4
r
g -1
—2 -
>
—3
—4 -2 0 2 4
partie réelle

Corrigé de l'exercice 22 : Probleme, intégrale sur un rectangle

et formule des compléments

a.xr
1. Lafonction = — 13_? est continue et positive. En 400 , elle est équivalente a E(ﬂ—ljﬂ? '

intégrable car @ < 1.En —0o, elle est équivalente a %%, intégrable car a > 0.
L'intégrale I converge.

2.0na 1+ e =0 sietseulementsi g# — g2, cest-a-dire z = 2w + 2ekw, ke £ .
Ces zéros sont simples, car la dérivée % ne s'annule pas, et le numérateur ne s'annule jamais. Ce
sont donc des poles simples. Dans la bande 0 < Im = < 247 , seul 341 convient, et aucun pole

i a4
£ Donc
"

n'est sur les cotés horizontaux. Enfin, la formule g/h” donne Res(f, 2m) =
Res(f,2m) = —etm a,

gdradimw a
_ _ 1+ et
est parcouru de A + 2z vers —Hf 4 2z . Son intégrale vaut donc

3. Comme &+ 2w¢m — .o ,0na f{a: + Qﬁr} = — edima f{g;} Le cOté supérieur
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R
— e r:;f f@;} d.
R

4. Surlecotédroit, z = R + 1y avec y € [0,27]. Alors [e%%| = a0 & et

R
ngl,quitendvers 0car a<1.

Sur le coté gauche, z = —R + 1y, donc [e%%| = g—al et L+e?>1- e~ R Le

—akl , .
%H'T_ETGR tend vers () car @ > 0. Les deux intégrales verticales tendent vers

Il + eZ| > el — 1. L'intégrale est donc majorée par

majorant

0.
5. Le rectangle entoure le seul pole 341, avec l'indice 1 . Par le théoréme des résidus,

R
(1 — g2er 'ﬁ)f F =+ (c[Z][7]t[7][7]s verticaux) = —2¢m ev7 . En faisant

—K
A — +oo, on obtient (1 — glur a)j — _ 9 et a.Ondivise par gima :

J = —21T _ —21T _ T

e—ima _ gima . —2isin(ma) _ sin(ma)

Ainsi, f = s—ingr o) et sin{ma) >0 car 0 <a <1 :lerésultat est bien positif.

6. Onpose t = e¥ , bijection (1 croissantede R sur |0, +oo[,avec dt = e¥ dzx . Alors
+ oo

adE . i dt ra—1 ra—1 . aT 1
1+E$d$ =151 f = 1_H.:it.Donc f 3ot = Sl aj.Pour a = 5, onattend
0
. Directement, le changement ¢ — ;2 donne
+co +oo
dt du du 4oo 1
f VE+D = f T [arctan u]®® = 7. Lecas a = 5 est vérifié.

Point de méthode : le rectangle de hauteur 24 exploite la périodicité de e : le coté supérieur
reproduit l'intégrale cherchée, multipliée par une constante.

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en L3

Le cours : théoreme des résidus, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur théoréme des résidus

A maitriser avant : Fonctions holomorphes et formule de Cauchy

Chapitre précédent : Fonctions holomorphes et formule de Cauchy

Chapitre suivant : Espaces de Hilbert et analyse de Fourier

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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