Cours de maths en L1

Systemes linéaires et matrices

l. Systemes linéaires : définition et interprétation géométrique

Un systéme linéaire est une liste d'équations du premier degré. Les inconnues n'y apparaissent jamais au
carré, ni multipliées entre elles. Dans tout le chapitre, les coefficients sont des nombres réels. Cependant,
tout reste vrai avec des nombres complexes.

Définition :

Soient 71 et P deux entiers non nuls. Un systéme linéaire de 7. équationsa F inconnues
Ly--aTLp g'écrit

L

A, 1T+ A 0Tyt ...+ aAppTp = b,

Les réels ac-jj sont les coefficients et {bl, R bﬂ} est le second membre. Une solution estun P
-uplet (£4,..., Tp) € RP qui vérifie les n équations. Le systéme est dit compatible s'il possede
au moins une solution. Il est homogéne si tous les  b; sont nuls.

Un systéme homogene est toujours compatible : en effet, le I -uplet nul en est solution. De plus, deux
systemes sont dits équivalents lorsqu'ils ont exactement le méme ensemble de solutions.
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1. Deux inconnues : des droites du plan

Une équation ax + by = ¢ ,avec (a,b) ?é (0, 0} , décrit une droite du plan. Ainsi, résoudre un
systeme de deux équations a deux inconnues revient a chercher l'intersection de deux droites. Trois
situations seulement sont possibles, comme le montre la figure ci-dessous.

4 4
—_—xt+y=3 —_—xty=3 N— x+y=3
—_— x—y=1 —_— x+y=1 -==- 2x+2y=6
2 \ 2-\\ 2
0 1) 0 \ 0
/

—2 T T —2 T T —2 T T
0] 2 4 0 2 4 0 2 4

solution unique aucune solution infinité de solutions

Lesysttme = + 1y = 3, T —1¥y = 1 donne, parsomme, 2x = 4.Donc = = 2, puis
y = 1. Les deux droites se coupent au point (2, 1. En revanche, le systtme = + 1y = 3,
T 4+ 1y = 1 n'a aucune solution : les droites sont paralléles. Enfin, = 4+ vy = 3 et
2z + 2y = 6 décrivent la méme droite, d'ol une infinité de solutions.

2. Trois inconnues : des plans de l'espace

Dans l'espace, une équation ax + by + cz = d non triviale décrit un plan. Par conséquent,
I'ensemble des solutions d'un systeme a trois inconnues est une intersection de plans. Deux plans non
paralléles se coupent selon une droite. Par exemple, lesplans £+ vy +z =2et -y 4+ 2z =10
se coupent selon la droite d'équations ¥ =1, x + 2 = 1, comme on le voit sur la figure suivante.



== droite des solutions
o planx+y+z=2
o planx=y+z=0

- 4
-3
-2
-1 Z
-0
- _1
.
_3
2.0
5
22 1.0 r o5
2.0

Remarque :

Dans tous les cas, un systeme linéaire possede soit aucune solution, soit une unique solution, soit une
XA et ¥ sontdeux

infinité de solutions. Il n'existe jamais exactement deux solutions. En effet, si
solutions distinctes, tous les points X + (¥ — X}, pour £ € R, sont encore solutions.

Il. Opérations élémentaires et méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot transforme un systeme en un systéme équivalent plus simple. Elle n'utilise que trois
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opérations sur les lignes. Nous notons L, la 7 -eme équation.

Définition :

On appelle opérations élémentaires sur les lignes :

o 'échange de deux lignes, noté Lz ++ Lj ;
* la multiplication d'une ligne par un réel non nul, notée L; + A L, avec A ?é 0;

« I'ajout 3 une ligne d'un multiple d'une autre, noté L; +— L; + A Ly avec @ ?‘é 7.

Théoreme :

Une opération élémentaire transforme un systeme en un systéme équivalent.

Démonstration :

Traitons l'opération Lg +— L; + A L ;. D'abord, une solution du systéme initial vérifie L et
L, donc elle vérifie L + A L | Elle est donc solution du nouveau systéme. Ensuite,
lopération L; ¢ L; — A L; raméne le nouveau systéme a I'ancien. Le méme argument montre
alors l'inclusion réciproque. De méme, L; ¢+ A L; se défait par L; « % L, ce qui exige
A ?‘3 (0. Enfin, un échange se défait par le méme échange. Ainsi, chaque opération est réversible, et
les deux ensembles de solutions coincident.

Multiplier une ligne par 0 détruit de I'information. De méme, remplacer simultanément L1 par



L1 — Ly et Ly par Lg— Lq n'estpas permis : on perd I'une des équations. Il faut donc
effectuer les opérations une a une, ou garder au moins une ligne inchangée.

1. Forme échelonnée

Définition :

Un systeme, ou un tableau de coefficients, est échelonné si chaque ligne non nulle commence par
strictement plus de zéros que la précédente, et si les lignes nulles sont placées en bas. Le premier
coefficient non nul d'une ligne non nulle s'appelle son pivot.

Autrement dit, les pivots dessinent un escalier qui descend vers la droite. Sous cet escalier, tous les
coefficients sont nuls, comme l'illustre la figure ci-dessous.

P1 * * * * * pivots non nuls

* : coefficient quelconque

zéros sous l'escalier

ligne nulle

X1 X2 X3 X4 X5 Xe

Théoreme :
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Tout systeme linéaire peut étre transformé, par une suite finie d'opérations élémentaires, en un
systeme échelonné équivalent.

7 .

Demonstration :

On raisonne par récurrence sur le nombre 71 de lignes. Pour . = 1, le systéme est déja
échelonné. Supposons le résultat vrai pour #. — 1 lignes. Si tous les coefficients sont nuls, il n'y a
rien & faire. Sinon, on choisit la premiére colonne 7 qui contient un coefficient non nul. Par un
échange, on place ce coefficient @ en premiére ligne. Ensuite, pour chaque % > 2, I'opération

a .
L; « L;— % Ly annule le coefficient de la colonne 7. Lleslignes 2 a 7 forment alors un

systtme de 1 — 1 lignes, nul sur les colonnes 1 & 7. L'hypothése de récurrence I'échelonne,
sans toucher a L. Finalement, le systéme obtenu est échelonné.

Méthode :

Pour résoudre un systeme par le pivot de Gauss :

. choisissez un pivot non nul dans la premiere colonne utile, de préférence égala 1 ;

. annulez les coefficients situés sous ce pivot par des opérations L, +— L, — A L1 ;

. recommencez sur les lignes suivantes jusqu'a obtenir une forme échelonnée ;

. repérez une éventuelle équation 0 = ¢ avec ¢ ?é 0 : le systéme est alors incompatible ;

. sinon, remontez le systeme de bas en haut pour exprimer les inconnues.

T ———
ul L) w N =

Résolvons le systeme suivant.



r+2y+z2=4
20 + 3y + 32 =7
—r+y+2z2=3

Les opérations Lg — LE — EL]_ et LB — L3 —|— Ll donnent —%y —|- = —] et
3y + 3z = T.Ensuite, L3 ¢ L3+ 3Ly donne 6z = 4,donc z = % . On remonte

10

alors : y=z+1=g,puis x:&—ﬁy—g:-’-}—g— = () . L'unique solution est
=3.

a3 | 1B

donc (D, g: %) . Vérifiez-la dans la troisieme équation: (0 + g +

lll. Structure de I'ensemble des solutions

1. Inconnues principales et inconnues secondaires

Une fois le systéme échelonné, les inconnues se répartissent en deux familles. Cette répartition décrit
completement les solutions.

Dans un systeme échelonné, les inconnues principales sont celles qui correspondent aux colonnes des

pivots. Les autres sont les inconnues secondaires, ou parametres. Le nombre de pivots s'appelle le
rang du systéme.

Théoréme :

Soit un systéme échelonné derang #,a P inconnues. S'il contient une ligne ([ = ¢ avec
c ?é {0, il est incompatible. Sinon, les secondaires peuvent étre choisies librement, et chaque choix

fixe de facon unique les principales. En particulier, un systeme compatible admet une unique solution

si et seulementsi T = [,
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Démonstration :

Supposons le systéme compatible. La derniére ligne non nulle ne contient qu'une inconnue principale,
celle de son pivot. Elle I'exprime donc a l'aide des secondaires placées a sa droite. En remontant ligne
par ligne, chaque équation exprime son inconnue principale en fonction des secondaires et des
principales déja connues. Par conséquent, les principales sont uniques dés que les secondaires sont
fixées. Si T = [P, il n'y a aucune secondaire, donc une unique solution. Si T < I, chaque
secondaire parcourt [, d'ol une infinité de solutions.

Considérons le systéme échelonné = 4+ vy —z 4+ 2t = 3, z —{ = 1. Les pivots portent sur
T et 2 :cesontles principales, et ¥, % sontles secondaires. Onobtient z = 1+ £, puis
r=3—-y+z—2t =4 -y —1.L'ensemble des solutions s'écrit donc

S =1{(4,0,1,0) + y(=1,1,0,0) + t(=1,0,1,1)| (v, t) € R2}.

Cette écriture s'appelle une description paramétrique. On y lit une solution particuliere {4, 0,1, D:l ,
laquelle s'ajoutent des combinaisons de deux vecteurs fixes. Ce n'est pas un hasard, comme le montre la
propriété suivante.

Propriété :

Si un systéme est compatible et si X en est une solution, ses solutions sont exactement les
Xog+ Y o0 ¥ décrit les solutions du systéme homogéne associé.

Démonstration :



Notons £4(X) = G.qTy t---F %;p® p . Cette expression verifie

£X +Y)=£,(X)+ £,(Y).Si X estsolution, alors £;(X — X)) =b;—b; =0
pourtout 7 .Donc ¥ = X — X estsolution homogéne. Réciproquement, si ¥ est solution
homogéne, £;(Xg+¥)=0b;4+0=1b;.

Corollaire :

Un systeme homogene qui a strictement plus d'inconnues que d'équations admet une solution non
nulle.

En effet, sonrang T vérifie © = 1 < p. Il y a donc au moins une inconnue secondaire, que I'on peut
prendre égalea 1.

2. Discuter un systeme selon un parametre

Souvent, les coefficients dépendent d'un paramétre réel. Le nombre de solutions change alors selon la
valeur de ce paramétre. Il faut donc étre prudent a chaque division.

Méthode :

Pour discuter un systeme selon un parametre 1 :

1. choisissez de préférence des pivots qui ne dépendent pas de ™ ;

2. échelonnez le systéme en gardant les expressions en 711 factorisées ;

3. relevez les valeurs de 1% qui annulent un pivot potentiel ;

4. traitez d'abord le cas général, puis chaque valeur particuliére a part, en reprenant le systeme
avec cette valeur.
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Soit le systtme = +my = 1, mx + 1y = 1. L'opération Ln +— Ly —mLq donne
—am a - 1_ i _ N S i N S
(1-m2)y =1-m.Si m#£1let ms* —1,ontrouve Y =[5 PUs £ =13~
.Si m = 1, les deux équations sont identiques : la droite = + % = 1 est solution. Enfin, si
m = —1,onobtient (0 = 2 :aucune solution.

IV. Les matrices et leurs opérations

Un systéme est entierement décrit par son tableau de coefficients. C'est pourquoi on introduit les matrices,
qui permettent de calculer sur ces tableaux.

Définition :

Une matrice a 7 lignes et I colonnes est une famille A = (aéj:' de réels indexée par
l1<z<met 1<j7<p.onnote Mpnp(R) leurensemble, et M, (R} lorsque
n = p.Lleréel %5 setrouvealaligne 7 etalacolonne 7.

1. Somme et multiplication par un réel

On additionne deux matrices de méme taille coefficient par coefficient : ':A + B:'éj = Gti-j- + &'éj . De
méme, (A A:'éj = A r:rrﬁ-j- . Ces opérations suivent les régles usuelles du calcul. La matrice nulle, notée
0, est I'élément neutre de I'addition.



Définition :

Soient A € Mp p(R) et B € Mypg(R).Leproduit AB estlamatrice C € Mpnq(R)
définie par

P
Cii = kzl a. bk pour 1 <1 < n,

1 <7 <q.

Autrement dit, le coefficient 45 combine laligne ; de A aveclacolonne 7 de B . Le produit
n'existe donc que si 4 a autant de colonnes que B a de lignes. La figure ci-dessous résume cette
regle.

B : 2 lignes, 4 colonnes

colonne 3 de B

ligne 2 de A

A : 3 lignes, 2 colonnes

C23 = azbiz + az2bzs

> (23

AB : 3 lignes, 4 colonnes
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On calcule, ligne par colonne :

([\aay?Jé‘%ézll)(?l, ; 4):(—51 2 5)

Parexemple, b =1x 3+ 2xlet BE=1x0+2x4.

Proposition :

Lorsque les tailles le permettent, le produit est associatif, (AB)C = A(BC'), et distributif sur
l'addition: A(B +C) = AB+ AC et (A + B)C = AC + BC . Deplus, la matrice
identit¢ [, ,quiades 1 surladiagonale etdes 0 ailleurs, vérifie I, A = A et

Afp =4 pour AE Mﬂ,p{ﬁ} .

Démonstration :

Prouvons I'associativité. Le coefficient (z,{} de (AB)C vaut
2 (AB)y ep =D 0 agbakey =D ay; ) bk ey = 4y (BO)y
J J J

On a simplement échangé deux sommes finies. Le dernier terme est le coefficient (z, {) de
A(BC) . La distributivité se prouve de la méme facon.




Le produit matriciel n'est pas commutatif. Par exemple, avec A = ([l"-,ll'a.ji"?] 041 }) et

0&0!
= ([Rra.:,r ?‘%g ,}) ontrouve AR = ([Hraj,r?] %] %c% : ) mais

BA = ([Era.;,r?] 0 g 1 ,}) .Deplus, 42 — g alorsque A ?é 0 : un produit peut étre nul

sans qu'aucun facteur ne le soit.

3. Transposée

Définition

N
H
.
.
|

La transposée de A € Mn p(R) estlamatrice AT € Mpn(R) de coefficients
{AT:‘@' = @, . Seslignes sont les colonnes de A . Une matrice carrée est symétrique si
AT — 4 ,antisymétriquesi AT — _A.

Proprieté

.

N

N
T

Ona (A + B}T AT 4+ BT, (A A}T — 24T, {AT}T A et, surtout,
(aB)T = BT AT .

N
.
e

Demonstration

Pour la derniére égalité, le coefficient (¢, 7) de (AB}T vaut {AB:';.{@' = ZF:: %k Oki. or

; (BT:'@L. (AT:'kj = Zk: Oks aj}; . Les deux sommes sont égales, ce qui conclut.
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V. Matrices carrées particulieres

Dans M., (R}, le produit de deux matrices reste dans M, (IR} . On peut donc définir les puissances
AV = I, et Ak+1l — Ak 4 . Certaines formes de matrices rendent ces calculs trés simples.

Définition :

Une matrice carrée A est triangulaire supérieure si %,y = O pour %> 7 .Elle est triangulaire
inférieure si &y = O pour < 7 .Elle est diagonale si Gog = 0 des que z'?é 7 ;onlanote

alors diag(dy,...,dn) .

Propriété :

Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieur, et ses coefficients
diagonaux sont les produits &, B4; . En particulier, diag(dy,.. ., dn};‘ = diag{d}:, e d,ﬁ} :

Démonstration :

Soit %> 7 .Dans {AB)@" = Z}:: %ok bk; ,leterme @;r estnulsi k <t .Deméme, bg;

estnulsi k> 7.0raucun k nevérifie = < &k < 7 .Donc tous les termes sont nuls. Pour
2 = 7 ,seul k = 4 subsiste, d'ol ':AB:'& = a, by,

Théoreme :

Si A et B commutent, c'est-a-diresi AB = BA,alors pour tout entier & > 0 :




La preuve est celle de la formule du binéme pour les réels, par récurrence. Elle utilise la commutativité
pour regrouper les termes. Ainsi, cette formule est tres utile quand B est nilpotente, c'est-a-dire quand
une puissance de B est nulle.

Soit A = ([Hra@r?]g g%,}) — 319+ N avec IV = ([Hrajr?] o ,}) La matrice Ig

commute avec IV ,et A2 — [.Lasomme se réduit donc a deux termes :

k E—1
Ak = 3% 7o 4 k351 N pour k > 1. Autrementdit, AF = (3 ”23 31?)'

VI. Ecriture matricielle, matrices inversibles et rang

1. Un systeme comme une équation matricielle

Notons A la matrice des coefficients du systeme, X la colonne des inconnues et & la colonne du
second membre. D'apres la définition du produit, la ligne 4 de AX vaut @,;1%] T---T GipTr.
Par conséquent, le systeme s'écrit simplement A X = B.

Si C1,..,Cp sontlescolonnesde A ,alors AX =z C1+...+2pCp. Ainsi, le
systeme 4 X = B est compatible si et seulementsi B est combinaison linéaire des colonnes
de A . Ce point de vue, par colonnes, prépare directement I'algebre linéaire.
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2. Matrices inversibles

Une matrice A € M, (R) estinversible s'il existe B € M, (R} telle que
AB = BA = I, Cette matrice B estunique;onlanote 4—1.

L'unicité est immédiate. En effet, si B et B’ conviennent, alors
B=BI,=B(AB") = (BA)B' = B/ .Deplus,si A et C sontinversibles, AC' I'est
aussiet (AC)™! = ¢—1A—L Enfin, (AT)71 = (41T,

a f b
c & d

,}) est inversible si et seulement si ad — bc % 0. Dans ce cas, son
. 1
inverse vaut —=— bc([‘xar;r?]

d & —b )

—c & az

La matrice ([Hra@r?]

La figure suivante donne une image concrete de cette condition. Une matrice de taille 2 transforme le
carré unité en un parallélogramme construit sur ses colonnes. Lorsque ad — bc = 0, ce
parallélogramme s'aplatit sur une droite : I'information est perdue, donc on ne peut pas revenir en arriere.



1 1

3 i [ carré unité 3 4 [ carré unité
[ image par A 1 image par N
lonne 2
2 2 A
1 - 1
colonne 1 colonne 1

0 0

0 1 2 3 0 1 2 3

A inversible N non inversible

3. Matrices élémentaires

Chaque opération élémentaire sur les lignes d'une matrice A4 se réalise en multipliant A4 a gauche
par une matrice bien choisie. On obtient cette matrice en appliquant I'opérationa {4, .

Soit E la matrice obtenue en appliquant une opération élémentaire & £, . Alors, pour toute
matrice M a 7 lignes, la méme opération transforme [A4 en E M . Deplus, E est
inversible, et son inverse correspond a I'opération réciproque.

1 0O
Dans M3(R), l'opération Lg + Lg —2L] corresponda B = (_2 %j

oo

) . Son inverse
0

1 00
est (% %j Ilil),quiréalise Lo+ Lnp+ 2L,
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4. Rang et caractérisation des matrices inversibles

Définition :

Le rang d'une matrice A , noté rg(A), est le nombre de pivots d'une forme échelonnée obtenue &
partirde A par opérations élémentaires sur les lignes.

Remarque :

Ce nombre ne dépend pas des opérations choisies. Nous I'admettons ici : la preuve viendra avec la
notion de dimension en algébre linéaire. Pour I'instant, retenez que rg(4) < min(n, p).

Théoréme :

Pour A € M, (R), les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A estinversible;

N

rgld) = n;

3. lesysttme A X = 0 apourseulesolution X = 0 ;

o

. pourtout B ,lesysteme AX = B aune unique solution.

Dans ce cas, l'unique solutionde AX = Best ¥ — A—1R.

Démonstration :



Si A estinversibleet AX = (0,alors ¥ — 4—14 X% — 0 :ainsi, 1 entraine 3. Si 3 est
vrai, le systeme homogeéne a une seule solution, donc il n'a aucune secondaire, et le rang vaut 7.
Supposons 2. On échelonne A :on obtient 7 pivots, donc une matrice triangulaire supérieure a
diagonale non nulle. On divise chaque ligne par son pivot, puis on annule les coefficients au-dessus
des pivots en remontant. On obtient o, . Il existe donc des matrices élémentaires telles que

Er...BE1A =1, pPosons P = Ep...Eq, quiestinversible comme produit
d'inversibles. Alors 4 — pP—1,donc A estinversible d'inverse P . Ainsi, 2 entraine 1. Enfin,
4 découledelavec ¥ — A—1pg, etdentraine3enprenant B = 0.

Cette preuve fournit directement un algorithme de calcul de I'inverse. En effet, les opérations qui
transforment A en I, transforment I, en Hi...H; = A~L.

Méthode :

Pour calculer l'inverse de A :

1. écrivez le tableau (A | I, ;

2. appliquez a tout le tableau des opérations élémentaires sur les lignes pour transformer la partie
gaucheen I, ;

3. siun pivot manque, A n'est pas inversible ;

4. sinon, la partie droite finale est 4 —1 ; vérifiez-le en calculant 4 4—1.

Inversons A = ([Rra},r?] é%:ilg ,}) . On part de (% % | %] Ii]) . L'opération

Ly ¢+ Ly —2Lj donne laligne (0,1|—2,1). Ensuite, Ly ¢ Lj — Lg donne

I:]':I 0 | 3: _]-:' . Donc A_l — ([ﬁ'-..al'j,i"?] 3 & —1

9 %14 ) . On retrouve la formuledu 2 x 2, car
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I ad —bc = 1.

Ce qu'il faut retenir

¢ Un systéeme linéaire a zéro, une ou une infinité de solutions ; géométriguement, on intersecte des
droites ou des plans.

e Les trois opérations élémentaires sont réversibles : elles donnent un systeme équivalent.

e Le pivot de Gauss mene a une forme échelonnée ; uneligne 0 = ¢ avec ¢ % 0 signale
I'incompatibilité.

¢ Les inconnues principales s'expriment en fonction des secondaires, qui servent de parametres.
e Solutions d'un systeme compatible = une solution particuliere + solutions du systeme homogene.

e Le produit A B combinelignesde A etcolonnesde 8B ; il est associatif mais non
commutatif.

. (AB}T — BT AT ot {AB}_l = B—14—1 :1ordre s'inverse.
o Toutsystéme s'écrit AX = B ;si A estinversible, X — A—1R.
e Une matrice carrée de taille % est inversible si et seulement si son rang vaut 7.

¢ L'inverse se calcule par le pivot sur I:A | Iﬂ} ; discuter un parametre impose d'isoler les valeurs
qui annulent un pivot.

Questions fréquentes sur systemes linéaires et matrices

Pourquoi les opérations élémentaires ne changent-elles pas les solutions ?

Chaque opération élémentaire est réversible : ajouter A fois une ligne se défait en retranchant A fois cette



méme ligne, et multiplier par A non nul se défait en divisant par A. Toute solution de I'ancien systéme reste
donc solution du nouveau, et réciproquement. Les deux systemes sont équivalents.

Comment savoir si un systéme a une infinité de solutions ?

Echelonnez-le. S'il apparait une ligne 0 = ¢ avec c non nul, il n'y a aucune solution. Sinon, comparez le
nombre de pivots r au nombre d'inconnues p : si r = p, la solution est unique ; si r est strictement inférieur
a p, les inconnues secondaires sont libres et il y a une infinité de solutions.

Faut-il vérifier AB = | et BA = | pour prouver que B est I'inverse de A ?

Pour des matrices carrées, une seule égalité suffit. En effet, siAB =1et BX =0, alors X =ABX =0:le
systeme BX = 0 n'a que la solution nulle, donc B est inversible, et A = B-1. En pratique, vérifiez toujours un
produit : c'est le meilleur moyen de détecter une erreur de calcul dans le pivot.

Le produit de matrices est-il commutatif ?

Non, en général AB est différent de BA, et I'un des deux produits peut méme ne pas exister. Par
conséquent, les identités remarquables comme (A + B)? = A2 + 2AB + B2 ne valent que si A et B
commutent. De plus, un produit AB peut étre nul sans que A ou B soit nulle.

Pour aller plus loin en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur systemes linéaires et matrices

Les solutions : corrigé des exercices sur systéemes linéaires et matrices

A maitriser avant : Logique, raisonnement et ensembles

Chapitre précédent : Polynémes et fractions rationnelles

Chapitre suivant : Intégrale de Riemann et calcul de primitives

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.
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