Corrigés des exercices de maths en L1

Systemes linéaires et matrices

Corrigé de I'exercice 1 : Un systeme a solution unique

1. Ongarde L3 comme ligne pivot, avec le pivot 1 devant . Les opérations
Lip & Lnp— 2601 et L3 + L3 — L1 donnent

r+y+z2=26
—3Jy — 2 = -9
y — 2z = —4

Ensuite, pour éviter les fractions, on effectue L3 +— 3L3 4 Ly . Onobtient —7z = —21.Le
systeme échelonné est donc

r+y+2z2=06
—3y — 2z = —9
—72z = =21

Ces opérations sont élémentaires, car L3 ¢— 3Lg + Lq se décompose en Lz +— 3L puis
Liq + Lg 4 L . Le systéme obtenu est donc équivalent au premier.

2. Onremonte. D'abord, z = 3 .Ensuite, —3v = —9 4+ 2z = —0 ,donc ¥ = 2. Enfin,
r=0—y—z =1 Vérifions: 1+2+3 =6, 2—-24+3 =3et 1+4-3=2.
L'unique solution est (z, vy, z) = (1,2,3).

Point de méthode : multiplier une ligne par un entier avant de lui ajouter une autre ligne évite les
fractions ; le coefficient multiplicateur doit simplement étre non nul.
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Corrigé de I'exercice 2 : Trois systemes et leurs droites

1. Systéme (a) : l'opération Ly ¢— Lo —3L1 donne —Ty = —7,donc % = 1. Puis
r = 4 — 2y = 2. Le systéme (a) a pour unique solution (2,1).

Systéme (b) : I'opération Ly +— 2Lg 4+ L1 donne 0 = 0. Il reste la seule équation
dr —4y = 6, cest-a-dire T = 3 + 2% . Le systéme est compatible, derang 1.

Systéme (c) : l'opération Ly = Ln — 2651 donne 0 = 3 . Cette équation est fausse. Le
systeme (c) n'a aucune solution.

2. Dans (b), & estl'inconnue principale et Y la secondaire. En posant % = 5, on obtient
Sy ={(3+2s,3)|s € uR} = {(3,00+s(2,1)|s € R}.

3. Chaque équation décrit une droite. Dans (a), les deux droites ont des vecteurs directeurs non
colinéaires : elles sont sécantes au point (2, 1}. Dans (b), la seconde équation vaut —% fois la

premiere : les droites sont confondues. Dans (c), les droites ont la méme direction, mais des
équations incompatibles : elles sont paralleles et distinctes. La figure ci-dessous confirme ces trois

situations.
4 1 I i 4 1 4 1
—_— x+2y=4 — Dx -4y =6 —_—x—-y=1
[ —— 3x—y=5 —-=—- =x+2y=-3 — 2x=2y=5
24 Y 2 A 21

0 g © 0 /
-2 -2 -2 -/

yd

0 2 4 0 2 4 0 2 4
(a) un point (b) droites confondues (c) droites paralleles




Corrigé de I'exercice 3 : Premiers calculs matriciels

1. Lamatrice A estdetaille 3x 2 et B detaille 2 x 3.Ainsi, 4B existe et est de taille
3% 3 ;deméme, BA existe et estdetaille 2 x 2 .0n calcule ligne par colonne. Par
exemple, le coefficient (3,1} de AR vaut 3x 24 1x1 = 7.0nobtient

4 1 8
— (7 Z = _ 12&D5 )
AE 71 3 44 , BA ([\a,a,y.] 13&5 )

Pour BA ,le coefficient (2,1) vaut 1x1+1x 044 x 3 = 13. Les deux produits
n'ont méme pas la méme taille.

1 2
2. On échange lignes et colonnes : AT = , 3 et BT = -1 f ,} .
2, -11 a0 4

3. Les matrices 24 et BT sonttoutes deux de taille 3 x 2 . Donc la différence existe, et

0 3
ZA—BT:(I —3).
& —2

4. Le coefficient (1,3) de (AB)T estlecoefficient (3,1) de AR, soit 7.Parailleurs, le

coefficient (1,3) de BT AT combinelaligne (2,1) de BT etlacolonne (3,1) de
AT llvaut 2x 34+1x1 = 7.Les deux coefficients sont bien égauxa 7.

Corrigé de I'exercice 4 : Un produit qui ne commute pas

1. Ontrouve ARB = ( D) =0et BA = ([Hary?] 1_1%8%5 14 ).Ainsi,

ARB 7/: BA, etleproduit 4B estnulalorsqueni 4 ni B nelesont.

1-1 0
0

2. Le calcul directdonne A2 — 4 et RBZ — R.Parexemple, le coefficient {2, 1:1 de pR2
vaut (-1)x140x(-1) = -1.

3. D'unepart, A+ B = ([Haajr?] %f{‘ﬁi D) , donc {A + ng — ([\ar}r?] 5;5583 1 ) )
281

D'autre part, A2 + 248 + Bl =4 + B = ([l"-,laa,].?'?] “1%0 ) Ces deux matrices
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different. En effet, la distributivité donne seulement (A + B}E — A2 1 AR 1L BA 1+ B2,

or AE ?é B A, donc on ne peut pas regrouper en 2.4 B . On vérifie d'ailleurs :
A+ B4+ BA = ([Hary?] 3:558% 14 ) . L'identité remarquable exige que les matrices

commutent.

4. Raisonnons par I'absurde. Si A était inversible, on aurait B = A_l{AB} —A-1l.0=0.
C'est faux, car B ?é 0.Donc A n'est pas inversible.

Corrigé de I'exercice 5 : Equilibrer une réaction chimique

1. Agauche, ilya 3a atomes de carbone, &a d'hydrogéne et 2h d'oxygéne. A droite,ilya ¢
atomes de carbone, 24 d'hydrogéne et 2¢ + d d'oxygéne. La conservation donne donc

3a —c =0
8a — 2d = 0
26 —2¢c —d =0

C'est un systeme linéaire homogene de trois équations a quatre inconnues.

2. Un systeme homogéne qui a strictement plus d'inconnues que d'équations possede une solution non
nulle. En effet, son rang est au plus 3, donc il reste au moins une inconnue secondaire.

3. On ordonne les inconnues b, c, ci, @ pour que & soit secondaire. La premiere équation donne

r = 3a .Ladeuxiéme donne f = 4g . Enfin, la troisiéme donne
h— dcet+d  ba+ da
- 4 - 2

— bg . Les solutions sont les (g, 5a, 3a, 4a) ,avec a € R .

4. Les quatre nombres sont des entiers naturels non nuls si et seulement si @ est un entier naturel
non nul. Le plus petit choix est @ = 1 .0n obtient CzHg + 50y — 3 COq +4 HO,

Corrigé de I'exercice 6 : Solutions paramétriques d'un systeme




. tre i

1. Les opérations Ly +— Lg — 2101 et Ly + L3 — Lj donnent z 4+t = 2 et
2z + 2t = 4 .Ensuite, L3 + Lg— 2Ly donne 0 = 0. Le systéme échelonné est donc

r+ 2y —z24+1t =1
2+t =2

Il comporte deux pivots. Le rang du systeme vaut 2.

2. Les pivots sont devant & et Z.Les inconnues principales sont I et = ;les secondaires
sont Vet %.

3. La deuxieéme équationdonne z = 2 —t.Puis * =1—-2y +z -1 = 3 — 2y — 2% . Par
conséquent,

S =1{(3,0,2,0) 4 y(=2,1,0,0) + t(=2,0,=1,1) s (y, t) € R22}.

On lit une solution particuliere (3,0, 2, 0) et deux vecteurs qui engendrent les solutions

homogenes.
4, Pour ¥ =t =1,ontrouve © = —let z =1.Vérifions: -1 +2—-141 =1, puis
—24+4-14+3 =4 ,enfin —-1+2+1+3 = 5.Lasolution cherchée est
{—1, 11, 1} .

Corrigé de l'exercice 7 : Inverse d'une matrice d'ordre 3 par le
pivot

1. On part du tableau (A | I'3) et on applique successivement L3 ¢ L3 — L1, puis
Lo+ Ly—Lget Ly + Li—Ly:

1 2 1] 1 0 0 : 1 2 0] 2 0 -1
o 1 110 1 OfJpuis{ Q0 1 O 1 1 =1
O 0 11—-1 0 1 0 11—-1 0 1
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Enfin, L1 = Ly — 2Ly donnelaligne {1,0,0|0,—2,1) . La partie gauche est devenue I3
: trois pivots sont apparus, donc A estderang 3 etinversible.
3 0 -2 1
At =1 7 O

C'est l'inverse cherché.

2. La premiére lignede A , soit (1,2, 1), donne avec les colonnesde 4—1: 0+2—-1=1,
puis —2+2+0=20,puis 1 —2-+1 = 0.Deméme, laligne (0,1,1) donne 0, 1, O
,etlaligne (1,2,2) donne 0, 0, 1.Donc AA—Ll = J3.

1
3. Le systeme s'écrit AX = B avec B = (%) .Comme A estinversible, X — A—18.

Oncalcule 0—4+4+3=-1, 14+42—-3 =0e —-140+3 = 2.L'unique solution
est (z,y,z) = (-1,0,2).0nvérifie: -1+0+2=1, 042 =2,
-14+04+4=3.

Corrigé de I'exercice 8 : Matrices diagonales et triangulaires

1. Le produit de deux matrices diagonales se calcule coefficient diagonal par coefficient diagonal. Par
récurrence immédiate, D" = diag(2", (—1){”1 3™) pourtout . > 0, avec DY = I3.

2. Soit M = ':méj:' . Multiplier a gauche par £ multiplie la ligne 4 par 3 :
(4 M:'i:j =1 M, . De méme, {Mﬂ}qj =7 My, Ainsi, MA = A M équivauta
—1) Mg = O pourtous ¢, 7.Si if,é 7, cela impose My = 0 Réciproquement,
deux matrices diagonales commutent. Les matrices qui commutent avec /A sont

exactement les matrices diagonales.

3. Lamatrice T est déja échelonnée, avec trois pivots nonnuls 2, 1, 4.Sonrang vautdonc
3 : elle est inversible. On pivote sur (T'| I'3).D'abord, L3 + %LS donne
0,0,1]0,0, %} .Ensuite, Lg ¢ L+ L3 donne (0,1,0]0,1, %}.Puis
Ly + Ly —3L3— Lg donne (2,0,0]1, =1, —1} . Enfin, on divise L7 par 2.



1 1)
2 2

—1 1
T 1;1
mfé‘:

|l
O O R

O =

/

On vérifie par exemple le coefficient (1,3) de 77—1: 2x {—%} +1x % + 3 x % = 0.
L'inverse est encore triangulaire supérieur, de diagonale % , 1, % .

4. L'opération L3 + L3 — %LE transforme 7 en une matrice échelonnée dont la troisieme ligne
est nulle. Il n'y a donc que deux pivots. Ainsi, rg({/) = 2 <3, et [/ n'est pas inversible.

Corrigé de I'exercice 9 : Rang de trois matrices

1. Pour M7 ,les opérations Ly ¢— Ly —2L1 et Lg « L3 — L1 donnent les lignes
(0,0,0) et (0,—2, —4).Aprésl'échange Ly ¢+ L3, on obtient une forme échelonnée a
deux pivots : rg({M1) = 2.

Pour My, les opérations Ly +— Lo — Ly et Lg +— L3 — 2.L1 donnent deux fois la ligne
(0,1,2,3) . Ensuite, L3 +— L3 — Lg l'annule: rg{My) = 2.

Pour M3, Lg ¢ Lg— Ly donne (0,1, —1).Puis L3 ¢ L3 — Lgdonne (0,0,2).1
y a trois pivots : rg{M3) = 3. Les rangs valent respectivement 2, 2 et 3.

2. Une matrice carrée d'ordre 3 est inversible si et seulement si son rang vaut 3.Donc M3 est
inversible, et V1 ne l'est pas.

3. Lesysttme M1 X = 0équivauta =+ 2y 43z =0 et —2y —4z =0 . lci, Z est
secondaire. On obtient ¥ = —2z ,puis © = —2y — 32z = z .Avec z = 1, la colonne
X = (1,—2!1)1rr convient:on vérifie 1 —4 4+3 =0, 2—-84+6=0et 1-1=20.

4. On pivote sur (M3 |I3). Les opérations Ly ¢— Lo — Ly puis L3 +— L3 — Lg donnent la

ligne (0,0,2|1, —1,1).0nladivise par 2.Ensuite, Ly + Ly 4+ L3 donne
(0,1,0] —%: %: %) .Enfin, Ly ¢ Ly — L3 donne (1,0,0]| %: %: _%) . Par conséquent,
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On vérifie que chaque ligne de 3 donne, avec les colonnes de cette matrice, les
lignesde 3.

Corrigé de I'exercice 10 : Ecriture matricielle et combinaisons
de colonnes

1. Le systeme comporte deux équations et trois inconnues. Il s'écrit
(31 50(7)=(8)
2 1 -1 A 0

Ainsi, A estdetaille 2% 3, X detaille 3x1 et B detaille 2 =1.

2. Lesysttmeest 4+ 2y =4, v -y =1, 2z 4+ vy = 5. Les opérations
Lo & Ly — L et Ly + L3 —2L1 donnent deux fois —3y = —3. Puis
Ly Ly—Lodonne 0 =0.Donc % = 1,puis =z = 2.L'unique solution est
(y) = (21,

3. Onsaitque AX = 14 yCq. Parconséquent, B = 2C'1 4 Cq. On vérifie :
2L, 2+ 2,-1,1) = 4,1,5) .

4. Ecrire B! = £Cq 4 yCqrevientarésoudre = +2y =1, o -y =0, 2z 4y =0,
Les mémes opérations donnent —3y = —1 et —3y = —2.Ensuite, L3 + L3 — Ln
donne 0 = —1. Le systéme est incompatible. Donc R’ n'est pas combinaison linéaire de

1 et Cq.Géométriquement, €1 et C'g engendrent un plande [R3 quicontient B
mais pas R’ .



Corrigé de I'exercice 11 : Condition de compatibilité d'un
systeme

1. Les opérations Ly +— Ly — 2L et L3 +— L3 — L{ donnent v + 3z = b —2a et
Y + 3z = ¢ —a . Ensuite, L3 + L3 — Ly donne
0=1(c—a)—(b—2a) = a — b+ c.Lesystétme échelonné est

r+ 2y —z = a
y+ 32 =b— 2a
O=a—-b+c¢

2.5 a—b+c % (0, la derniére ligne est fausse. Sinon, elle disparait et on peut remonter. Le
systéme est compatible si et seulementsi o — & +¢c = (.

3. Supposons @ — b + ¢ = 0. La deuxiéme ligne donne v = b — 2a — 3z . La premiére donne
(5a — 2b + Tz,
alors £ =a —2y + 2z = 5a —2b 4 Tz . Les solutions sont les ,b —2a — 3z, , avec
%)
z € R . On vérifie la deuxiéme équation: 2(5a —2b+ 7z) +5(b—2a —3z) +z = b.

4. La forme échelonnée de la matrice n'a que deux pivots. Son rang vaut 2, donc elle n'est pas
inversible. C'est cohérent : pour certains seconds membres, le systéme n'a aucune solution.

Point de méthode : garder le second membre littéral pendant I'échelonnement fait apparaitre
directement les conditions de compatibilité dans les lignes nulles.

Corrigé de I'exercice 12 : Discussion d'un systeme selon un

parametre

1. On prend Lj comme ligne pivot, car son coefficient devant & vaut 1 .Les opérations
Ly ¢+ Ly— Ly et L3 « L3 —mLjdonnent (m — L)y + (1 —m)z = 0 et
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(1-m)y + (1 —m2)z = 1 — m.Ensuite, L3 + L3+ Lg élimine ¥ sans diviser.
Comme (1—m)+ (1 —m2) = (1 -m)(2+ m), on obtient

r+y+mz=1
(m—1)(y —2) =0
(1—m)(m+2)z=1—m

2. Supposons 11 ?é let m ?é —2 . La troisiéme ligne donne z = ﬁ La deuxieme donne

l+m 1
m4+ 2 m4 2

Y = Z car m—l?éD.Enﬁn, r=1l-y-mz=1- . L'unique

solutionest © =y = z = ﬁ

3. Si m = 1, les trois équations sont identiquesa = 4+ ¥ + # = 1. Les solutions forment le
plan {{1 —y—zyz)s(y,z) € IRE}.

Si m = —2, latroisieme ligne devient ([ = 3 .Le systéme n'a alors aucune solution. On
le confirme en sommant les trois équations d'origine : on trouve (0 = 3.

4. La forme échelonnée de la matrice a pour pivots 1, m —1 et {1 —m)(m + 2} . Elle a trois
pivots exactement quand 1 ?é let m ?é —2 . La matrice est inversible si et seulement si

m ¢ {1,-2}.

La figure ci-dessous résume la discussion. Elle trace la valeur commune des inconnues dans le

1
m 4+ 2
cas général, et marque les deux valeurs exceptionnelles.



— X=y=z=

> (solution unigque)

= =1 m=—2: aucune solution
O m=1:unplan de solutions

valeur commune de x, y, Z

-6 -4 -2 0 2 4
parametre m

Corrigé de I'exercice 13 : Inverse par un polynéme annulateur

1. Le coefficient (1,1) de A2 vaut 04141 = 2.Le coefficient (1,2} vaut
Ox141x041x1=1.Parsymétrie des rdles, on obtient

2 1 1
A2={71 92 1]|=A+2I.
1 1 2

Larelation A2 = A 4 273 est vérifiée.

2. Larelation s'écrit 42 — A = 275, soit A(A — F3) = 2I3. De méme,
(A —T3)A = 2I3.Posons B = %{A—Igj .Alors AB = BA = I3.Donc A est
/=11 1

inversibleet 4—1 — %(A — 13}. Explicitement, A—! = E( % | _11)

3. Lesysteme s'écrit AX = B avec B = (1,2, 3:|T . On calcule
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X=a1B=1-1+2+3
1—243, . L'unique solution est (z, ¥, z) = (2,1, 0). On vérifie :

1+2-3)7T
140=1, 240=2, 241 =3,

4.0na A3 =A-A2 = A2 4924 = (A +2I3)+2A.Donc A3 = 34 4 213.

Corrigé de I'exercice 14 : Matrices élémentaires et factorisation
LU

1. L'opération Ly ¢— Lg —2L1 donne (0,1, 2). Ensuite, L3 ¢ L3 4 Lj donne (0,3,5).

1 2 1
Enfin, Lg + L3 —3Lg donne (0,0, —1).On obtient U/ = ? 9
00 -1
2. On applique chaque opérationa {3 :
1 0 O
1 0 0 1 0 0

E1=<—21 0>;E2=<010>;E3= 0 0

0 0 11 10 1 y a5 14

Leurs inverses correspondent aux opérations réciproques. Ainsi, El_l, Eg_l, E3_1
s'obtiennent en changeant —2 en 2, 1 en —-let -3 en 3.

3. Une opération élémentaire sur les lignes d'une matrice revient a la multiplier a gauche par la
matrice élémentaire associée. La premiére opération donne E1 A |, la deuxitme FEqF 14 | la
troisitme EqF o E1 A = U . On multiplie ensuite & gauche par EE_I, puis EZTI, puis

BTl onobtient A = ET'E;IETID = LU .

0

1 0
? 0 . Puis la multiplication a gauche par El_l
3

4. On calcule d'abord EZTIEETI _—

o —

-1
ajoute 2L1 & Ly, cequiplaceun 2 enposition (2,1).Donc



, 0
3 11

Vérifions : la ligne 2 de LIV vaut 2(1,2,1)4(0,1,2) = (2,5,4). Laligne 3 vaut
—(1,2,1) +3(0,1,2) 4+ (0,0, —1) = (—1,1,4). On retrouve bien A = LIJ.

5. La matrice {J possede trois pivots 1, 1 et —1.Sonrangvautdonc 3, etc'estaussile rang
de A .Donc A estinversible.

Corrigé de I'exercice 15 : Transposée et trace

1. La matrice A B estcarréed'ordre 7 et B.A carréed'ordre P . On écrit

(1) P P (1)
I'(AB) = Z aikbk’ﬁ. = Z Z bkiaik = tI‘(BA)
1=1 k=1

k=1:1=1

On a seulement échangé deux sommes finies. Ainsi, tr{AB) = tr(BA).

2. La trace est additive, car elle somme des coefficients. Par conséquent,
tr{AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.0r tr(I,) = n % 0. L'égalité
AB - BA = I, estdoncimpossible.

3. D'apres la régle de transposition d'un produit, {ATA}T = AT(AT}T — AT A . lLa
matrice 47 4 est symétrique.

. TY g — 2, .
4. Le coefficient {j, j:l de A7 A vaut Z {A :'jta’g'j = 2% Ensommantsur 7,on
T T
T A — 2,
obtient tr{A A:' L ai_? Si AT 4 — [, cette somme de carrés de réels est nulle. Donc
47

chaque carré est nul. Par conséquent, 4 = 0.

Point de méthode : pour prouver une égalité entre matrices, on compare souvent un coefficient
quelconque (%, 7) , écrit comme une somme.
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Corrigé de I'exercice 16 : Parties symétrique et antisymétrique

1. Analyse:si M = S + K convient,alors M1 = §T 1+ gT — § _ K .Enajoutant
puis en soustrayant, on trouve § — %{M +MT) et K = %{M — M T . D'ou l'unicité.
Synthése : ces deux matrices conviennent. En effet, ST — %{MT +M)=25,

ET = %{MT ~ M) =-K,et §+ K = M .Ladécomposition existe et elle est
unique.

2.Si gT — _F ,alors ky;; = —k;; pourtout 3 .Donc k;; = 0.

1 4 2
3. Oncalcule M7T = 2! 5 . Par conséquent,
0 -1 0
0 -1 -1
1 3 1 -
S=(33 2) K=(1 _3

On vérifie que & est symétrique, que K est antisymétriqueetque S + A = M.

Corrigé de I'exercice 17 : Parabole passant par trois points

1. Les conditions f(—1) =6, f(1) = 2 et f(2) = 3 donnent

a — c =6 1 =1 1
a + c =2 @(1 1 1)(
4da +2b+4+c =3 4 2 1

QTR
——
|

(

2. L'opération Ly +— Ln — L1 donne 2h = —4.L'opération Lg ¢ L3 —4L1 donne
6b — 3c = =21 .Ainsi, b = —=2,puis —3c = —21+4+12 = -9 ,donc ¢ = 3 .Enfin,
@ =6+b—c=1.0nobtient f(r) = 2 -2z +3.0nvérifie: f(-1) =6,
f{1y =2, f{2) = 3. La figure suivante montre la parabole ; son sommet est justement le

] Nl
\-‘,__’___./



point B, car f(r) = (x — 1}2 + 2.

— y=x?>—-2x+3

C

B (sommet)

3. Oncherche et 5 telsque —a+ 5 =6, a4+ =2 e 2a+4+ 5 = 3. Lesdeux

premiéres équations donnent & = —2 et 5 = 4. Maisalors 2z + 5 =0 ?‘3 3 . Aucune
droite ne passe par les trois points. Ce systeme a plus d'équations que d'inconnues, et il est
incompatible.

Corrigé de I'exercice 18 : Puissances par la formule du bindme

1. On trouve
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N =

[anlan]ew!
O—D
()
1
[anlan]ew!
-
OO
o
I
-

1
0
0

La matrice [V est nilpotente.

2. La matrice 213 commute avec toute matrice, en particulier avec IV . La formule du binéme
s'appliquedonca 2ig34 IV,

3. Pour m > 2, lestermes contenant Jk avec k& > 3 sontnuls. Il reste

A" =2"T3+n2" 1IN +(%)2"2 N2

or (ﬂg) 27~2 = nfn — 1) 273 par conséquent,

n — —
2" n27 1 p(pn-1)273
A" = m
=1 0 2 nn—1}
n
0 0 2
C'est la forme explicite cherchée.

4. Pour n = 0,laformuledonne I3,car gx2-1=get 0x(-1)x 273 =0.Pour
n = 1,elledonne 2f3 4+ N = A Laformule vaut donc pourtout n > 0,

Corrigé de I'exercice 19 : Inverse d'une matrice a parametre

1. Oneffectue L3 +— L3 —tLy,quidonne (0, —%2/1).Puis L3 + L3+ t2Ly donne
(0,0,1 + £3) . La forme échelonnée est donc triangulaire, de pivots 1, 1 et 14 ¢3.0r
1+¢#3 = 0 équivauta + = —1,car ¢ —s +3 estune bijectionde [R.Ainsi, M; est

inversible si et seulement si ?é -1.

2. Supposons & ?é —1. On applique les mémes opérations a {Mt | Ig} . La troisieme ligne devient
(0,0,1+ 3| —¢,22,1). On la divise par 1 + £3 . Ensuite, Lg + Lg — t.L3 donne a droite

1 _i ta(tgn 1+ i3 — tB, —t:l = 1_& tgl:ig, 1, —t:l. Enfin, Ll — Ll — iLg donne




1
14 t3

(1, —t,t2) . Par conséquent,

, 12 —t t2
-1 _ | t 1
M 1 +3 ,—,—1

—t t2 1

On vérifie par exemple que la ligne {1, T, D:l donne avec la premiére colonne 1 + ¢3,
puis ([ avec les deux autres.

3. Pour ¥ = —1, laforme échelonnée a deux pivots. Le rang de M _1 vaut 2. Le systétme
homogéne s'écrit = —y = 0, vy — =z = 0 aprés échelonnement.Donc £ = ¥ = Z | La
colonne X = (1! 1, 1}T vérifie M _1X =10,

1 -1 1
4. Pour t = 1,0na Ml_lzé( 1, —1).Donc X:Ml_l{Z,E,E}T: {l,l,l}T.
-1 1 1
La solution est (1,1, 1) ; on vérifie que chaque ligne de M1 contient deux 1.

Corrigé de l'exercice 20 : Discussion a deux parametres

1. Les opérations Ly ¢— Ly — Lj et L3 + L3 —2Ljdonnent y+ (@ —1)z =1 et
¥+ 2z = b—2 . Ensuite, L3 4 L3 —Lgdonne (3 —a)z = b—3.Lesysteme
échelonné est

r+y+z=1
y+(a—1)z =1
(3 —a)z=b—-3

2.Si a ?‘3 3, les trois pivots 1, 1, 3 — a sontnon nuls. Il y a donc une unique solution. On

trouve z = H.Ensuite, l'équation ¥ + 2z = b —2 donne vy = b —2 — 2z . Enfin,
z =1-—vy—2=3—b+4 z.Aprés réduction au méme dénominateur :
:U_(a—Q)(b—S)} _2a+b—ab}z_b—3‘
- 3—a y = 3 —a — 3—-a
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C'est lI'unique solution lorsque ?é 3.Parexemple,pour @ = 2 et b = 4, on obtient
(0, 0, 1), qui vérifie bien les trois équations.

Si @ = 3,laderniére ligne devient 0 = 5 —3.Si & ?‘3 3, il n'y a aucune solution. Si
b =3 ,ilreste +vy+2z=1et v+2z =1.Ici, z estsecondaire: ¥ = 1-—2z,
puis £ =1 —1y — 2z = z. Les solutions forment la droite {(z,1 — 2z,z) | z [\inin?] R} .

Dans le plan des parametres, la droite @ = 3 sépare deux demi-plans ou la solution est unique.
Sur cette droite, un seul point, (3, 3} , donne une infinité de solutions, comme le montre la figure
ci-dessous.

61 a =3 : solution unique a # 3 : solution unique
5 -
Q 4 -
D
=t
=
E 3 .
©
Q
2 -
1 -
a=3, b= 3: aucune solution
@® :2=3. b=3:unedroite de solutions
0 T T |l T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

parametre a

Corrigé de I'exercice 21 : Matrices nilpotentes et inverse de | +




1. Les matrices I, et IV commutent. En développant, les termes se télescopent :

g—1 q

—1
(IR—N)QZ: Nk= 3" NF—- Y Nf=1,-NT=1,
k=0 k=0 k=1

Le méme calcul vaut dans l'autre ordre. Donc  {,, — N est inversible, d'inverse
Iy + N +...+ N1

2. La matrice —JV est aussi nilpotente, car (—N}q = {_1}g NY = 0.0napplique la
q—
questionla —M .Ainsi, I, +IN estinversible, d'inverse 2 {—1}}“" Nk,
k=0

0 a S8 0 0 o
3. Ecrivons IN = (D 0 ,}r)  Alors N2 = (D 00 0O ) . Sa seule ligne non nulle est
0 0 O 0 0 0O
(0,0, a7y} . Or la troisiéme ligne de IV estnulle. Donc N3 = N2 [V = 0.

4, Onécrit T = I3 4+ N avec N:(

[ NanTan

2 3
% % ) D'aprés la question 3, N3 — , et

N2 n'aqu'un coefficientnonnul, 2 x 4 = 8 , en position {1, 3} . D'apres la question 2,

1 -2 5

71 — fq — N + NZ. ponc T-1=  —4 . Vérifions la premiére ligne de
o 0 1

aqr—1: 1,puis —24+2 = 0,puis 5 —8 43 = 0. La deuxiéme ligne donne 0, 1,

—44+4=0.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : migrations entre deux

villes

1. L'année n +1,laville Agarde 0,8 ,, habitants et recoit 0,3 Y., habitants de B. Donc
Tpr1 =082 +03Y . Deméme, ¥,y =022, +07 Yy, . Cestexactement
Xpt1 = AX, Parrécurrence,si X, = A" X, alors
Xpy1 = A-A" Xy = A"t1xK . Donc X, = A" X pourtout 7.

2. Onpivote sur (P |Iq).D%abord, Lj ¢ Li — Lg donne (1,21, —1). Ensuite,
Ly ¢ Ly —2L1 donne (0, =5 —2,3) . On divise cette ligne par —5 : (0, 1| %: —%} :

i, £y L1 ~akg dme ,01].vene P4 = K151
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3. On calcule d'abord AP = (3 —[][5?5) . Puis

_ p—1 _1/34+2 05—=05\\_/1&0
b=2r (AP)_5(6_6 1+11?5)_<0&0n}5})

La matrice I} est diagonale.

4.De [ = p—ldp,ontire 4 — pppP—1.Llaformulevautpour n = 0.Si
A" = pp"p—l,alors Antl = pp"p—lppp-l = pprtlp—l.or
D" = diag(1,2” ™). Le calcul donne

Aﬂ

n

_1 342" 3-3-27
TN 9 _ol-n&2+3.-27"7"

Pour 75 — 1, onretrouve bien A .

5. Avec T = 500 et ¥y = 1500, on obtient
T, = é(@ggg — 3500 - g_"”*) — 1200 — 700 -2 ™. Comme le total reste égal & 2000,
Y, = 800 + 70027 ", Les populations tendent vers 1200 milliers en A et 800
milliers en B. La figure ci-dessous montre cette convergence rapide.

population (milliers)

1600

1400 1

= [
[#)] (o¢] o N
o o o o
o o o o

limite 1200
—————————————————————————————————————————— ————0

—— X, (ville A)
—— y, (ville B)

limite 800

400

année n



6. Pour Xp = {:J:D, yG}T ,lalimitede A" vaut ]LE;([I"-,.I'E,}T?] g g g ,}) ,car 27" 4 (. Par

conséquent, x, — %l:,ﬂ?m +yo) ety — %I:I:D + %) - Les limites ne dépendent que
du total : A finit toujours avec 50 % de la population.

Point de méthode : dés qu'une matrice s'écrit Py P—1 avec I diagonale, ses puissances se
calculent sans effort ; I'algebre linéaire expliquera comment trouver P .

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L1

Le cours : systemes linéaires et matrices, cours de maths en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur systemes linéaires et matrices

A maitriser avant : Logique, raisonnement et ensembles

Chapitre précédent : Polynémes et fractions rationnelles

¢ Chapitre suivant : Intégrale de Riemann et calcul de primitives

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr/systemes-lineaires-matrices-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/systemes-lineaires-matrices-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/systemes-lineaires-matrices-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/logique-raisonnement-ensembles-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/polynomes-fractions-rationnelles-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/integrale-riemann-primitives-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-l1
https://mathovore.fr/licence-l1-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

