Corrigés des exercices de maths spé

Systemes différentiels linéaires

Corrigé de I'exercice 1 : Exponentielles diagonales et

nilpotentes

1. Lamatrice tD = diag(t, —2t, 0) est diagonale. Ses puissances sont donc
(tD}k = diag{tk, {—Etjk, []}«") , et on somme coefficient par coefficient. Ainsi,
exp(tD) = diag(et, e—2t 1),

2. Un calcul direct donne

N? = 88 % N3 =N2N =0.

0 0 O

Par conséquent, Nk — [ pour k& > 3, etla série se réduit a trois termes :

; 1 ¢ 2t 4312
exp(tN)=Ig+tN +5 N?=|0 5
0 0 1
Cette matrice est le résultat demandé.

3. D'apres le cours, la solution du probléme de Cauchy est X (t) = exp(tIV) X (0}, c'est-a-dire
2t + %tﬁ,
la troisiéme colonne de  exp(tiV) . Donc X(t) = 31, . Vérifions la premiere
nl
équation, qui s'écrit =/ = vy + 2z . D'une part, x/(t) = 2 4 3%. D'autre part,
y + 2z = 3t 4 2. L'égalité est donc satisfaite.
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Corrigé de I'exercice 2 : Matrices de la forme Al + N

1.Ona A =219+ N avec N = ([Rraj,r?] g gl[j,}) et W2 — (.0r 2tly commute

avec 11V .D'apres le théoreme sur I'exponentielle d'une somme de matrices qui commutent,
exp(tAd) = exp(2tIy) exp(tN) = e2t (Iy+ tIN) . Ainsi,

exp(td) = et ([l"-,ll'aj.?'?] 1[:]%;[ ,}) :
2. Lesysttme s'écrit X/ = A x avec X(0) = (1,1). Par conséquent,

X(t) = exp(tA)(1,1), soit =(t) = (1 +1)e?t et y(t) = e2t. On vérifie :
/(t) = et +2(1 4+ t)e?t = 22(¢) + y(z).

01 0 001
3. Deméme, B = —f34+ M avec M:(D 0 1).Oncalcule M2:<D 0] D)
000 000
et AF3 — 0.Comme —If3 commuteavec MAF ,on obtient
2 1 ¢t t2/2
exp(tB) =e"t (Ig + tM + % MQ) = gt (0 1 t/ )
0 0O 1

Enfin, par croissances comparées, e—1t , fe—t et $dz—1 tendentvers (.Chaque
coefficient tend donc vers 0 : exp(tB) — 0 quand % — 0o,

Corrigé de l'exercice 3 : Exponentielle d'une matrice de
rotation

1. Ontrouve J2 = ([l"-,lal'].?'?] 5%@5&—?1) = —J1q . Parrécurrence, Jjir — (—l}p Iqet

gl = P,

2. La série Z ok Jkﬂ@:! converge absolument. On peut donc regrouper les termes pairs et impairs

9210 +00 (_1)p 92p+1
exp(6 J) Z (QP Iq + ZU 2p+1)! J.

On reconnait les développements de cos et gin . Ainsi, exp{® J) = cos8d Iy +sind J.



3. Lasolution vaut X(t) = exp(tJ)(1,0) , premiére colonne de exp(t.J) . Donc
X(t) = (cos t, sin £). Ensuite, sans formule explicite, posons
o) = | X =  X(2), X(2)) . s g/(£) = 2 { K(£), JK(£)) . or, pour
X =(z,v), {X,JX )= z(—y)+yzx = 0.Parconséquent, J est constante et
|X'if:'|2 = 1 pour tout .

4. Les matrices § J et @ J commutent, donc exp({f + @)J) = exp{@ Jjexp(p J) . La
premiére colonne du membre de gauche vaut {cos(f + @), sin(f + ) . A droite, la premiere
colonne du produit est exp(@ J }{cos ¢, sin ) . En identifiant, on obtient

cos(fl +¢) = cosfcosp —sinfsing et sin( + ) = sinfcosp + cosfsing .

Corrigé de I'exercice 4 : Exponentielle d'une matrice

symétrique

1. Le polynome caractéristique vaut x , = (X — )% -4 = (X —3)(X +1).Pour 3,0n
résout —2x + 2y = 0 :vecteur propre (1,1).Pour —1,onrésout 2z 42y =0 :
vecteur propre {1, —1).Ainsi, P = (["‘-,Iaaj.?'?] L& ) , D =diag(3, -1), et

1& -1
1 _ 1 &
P 1_5([1@??]%&1_1).

2. D'aprés le cours, exp(tA) = P exp(tD) P~1. Le calcul donne
1/ edt —t 3t _ o—t
exp(tA) =35(° Te © € :
C'est I'exponentielle cherchée. En # = (0, on retrouve bien fq.
3. Lasolution est X(t) = exp(tA)(2, 0}, soit deux fois la premiére colonne. Donc

X(t) = (e3t + et
3t e—t) '

4. La solution générale s'écrit X (£) = ¢y e31(1, 1) + cq e7H(1, —1), avec
'XU — Cl{l’ ]_:I —+ CEI:L, —]_:I SiCp = 0 , alors Xl(ﬁ:l = CEE_tI:lj —1:1 — 0. En
revanche, si ¢, 0, alors e 3tX(t) — ¢;(1,1)5 0, donc |X{(2)| = +oo. Par
conséquent, la solution tend vers 0 si et seulementsi X € Vect((1, 1)) .
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Corrigé de I'exercice 5 : Déterminant et spectre de

I'exponentielle

1. Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supérieur, et sa diagonale est
le produit des diagonales. Par récurrence, % est triangulaire supérieure de diagonale
{)\;“", T }lﬁj . Ensuite, I'ensemble des matrices triangulaires supérieures est un sous-espace

vectoriel, donc fermé en dimension finie. Les sommes partielles y sont, donc la limite exp{T")

A

. k | %
aussi. Enfin, le coefficient (z, %) de la somme partielle vaut kz Aq [kt = e . Donc

< m

) E‘}"”:l-

exp(T') est triangulaire supérieure de diagonale (e}‘l, ..

2. Sur C,lamatrice A esttrigonalisable: 4 — p7 pP—1.Par conséquent,
exp(A) = Pexp(T)P~1 estsemblabled exp(T).Elles ont le méme polynéme
caractéristique, H (X — E}“"} Dol Splexp A) = {eA X € [\matathrm?]Sp(A)} et
det{exp A) = H et = trld)

3. Supposons exp(Ad) = diag(—1,2) avec A réelle. Alors det{exp A) = —2.0r
detfexp 4) = etT(4) ~ 0, car tr(A) est réel. C'est une contradiction : une telle matrice
n'existe pas.

4.0na tr(A) =1+5—3 = 3. Parlaquestion2, det(exp A) = e3,sans aucun calcul
d'exponentielle.

Corrigé de I'exercice 6 : Deux matrices qui ne commutent pas

1 oncalce AB = ([\rey?]5 0 Y et BA = (71 ] 0}) ponc 4B # BA.

2. Comme A% — B2 —qg,ona exp(d) = I3+ A et exp(B) = I+ B . Ensuite,
exp(A)exp(B) = Iz + A+ B+ AB = ([vrayn 2 B L)) exp(Blexp(4) = T2+ A+ B+ BA = ([\ray71] €1 ).

Ces deux produits sont différents.

3. Posons S = A+ B = ([xra,y?]?g;é ,}).Ona S2 = Iy donc §2P = Iy et

53P+1 — & . Enregroupant les termes pairs et impairs,



chl sh 1
xp(A + B) = ch() 13 +5h() S = (1 & (\maiiremzic} 1 )
4. Le coefficient (1,1) de exp(A + B) vaut ch(l) ~ 1,543, etnon 2. Ainsi,

exp(A + B) # exp(A)exp(B) : I'hypothése de commutation est indispensable

Remarquons toutefois que les trois matrices ont le méme déterminant 1 — U, comme prévu par
I'exercice 5.

Corrigé de I'exercice 7 : Exponentielle et polyn6me annulateur

1. Parrécurrence, Pk — P pourtout & = 1.Donc

400 Lk
exp(tP)=1Ip+ Y TP =TI+ (et =1)F
k=

C'est la formule annoncée.

2. Chaque coefficientde 772 vaut 1+1-+4+1 = 3, donc
77k — 3k—=1¢7r pour k& > 1.Ainsi,

k—1 4k
exp(tU)—Ig—I—Zg tUng—I—%U

[72 — 377 . Parrécurrence,

On obtient exp(tU) = I3+ gl:E‘Et - LU .

3.De K2 = —TI,, ,ondéduit K2 — (-1:11':J I, et K+l — {—1}PH . En séparant les
indices pairs et impairs, comme & I'exercice 3, exp(tK ) = cost I, +sint K .

Point de méthode : dés qu'un polyndme annulateur de degré 2 est connu, toutes les puissances se
réduisent a une combinaison de I, et de la matrice, et I'exponentielle aussi

Corrigé de I'exercice 8 : Valeurs propres complexes et spirale
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l.Ona x, = {X—|—1)2—|—1,dont|esracinessont —14+zet —1—3.Pour A= —-1412,
onrésout (A —AI9)¥V = 0,s0it —tx —y = 0.Levecteur ¥V = {1, —2) convient.

2. La fonction E{t} = E(_l + ﬁ)tV est une solution complexe. Comme 4 est réelle, ses parties
réelle et imaginaire sont des solutions réelles. Or

Z(t) =e t(cost +1isint) ( 1.) = et ( cost +1sin t).
— sint —12costi

Onobtient X1(t) = e *{cost,sint) et Xqo(t) = e ¥(sin ¢, —cos ). Leurs valeurs en
0, (1,0) et (0,-1), sontindépendantes. Comme X — X(0) estun isomorphisme,
X1 et X forment une base de I'espace des solutions, qui est de dimension 2. La solution
o A(t) = e~ t(cqcos t + cqsin ¢,

générale est ; .

,€181n £ — cqcos 1)

3. Les matrices —JIg et J commutent, donc exp(tA) = e—texp(tJ) . D'aprés I'exercice 3,

_ —¢f{cost —[\sint?]
exp(td) = e ( sin t cost

précédente pour ©1 = & et €q = -8

) .Avec Xy = (&, ), on retrouve la formule

4. Pour X(0) = (1,0), onobtient X(t) = e—t(cost,sint) et |X(t)|, = ™", Le point
tourne donc d'un angle £ autour de I'origine, pendant que sa distance a I'origine décroit
exponentiellement. La trajectoire est une spirale logarithmique qui converge vers (0, comme le
montre la figure ci-dessous : c'est un foyer stable.



1.00 1
0.754 cercles,de rayon et

0.50 1

0.25 1

> 0.00

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 1

—1.004{ = X(t)=e (cost,sint)

~1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
X

Corrigé de I'exercice 9 : Systeme 3x3 diagonalisable

1. Onabien A = I3 4+ U . Lamatrice TJ estderangl, donc ker IJ estle plan
z 4+ 1y + 2z = 0,dedimension 2. Deplus, T(1,1,1) = 3(1,1,1).Ainsi, T/ apour valeurs
propres [ (double) et 3, et elle est diagonalisable. Par conséquent, 4 a pour valeurs
propres 1, de sous-espace propreleplan = + v 4+ z = U, et 4, de sous-espace
propre Vect((1,1,1])).

2. Les matrices tf3 et #[J commutent. Avec I'exercice 7, on obtient

exp(tA) = etexp(tU) = el I+ # U.

C'est I'expression cherchée.
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3. Comme U(1,0,0) = (1,1,1}, on trouve
odt _ ot

X(t) =¢e'(1,0,0) +=5=(1,1,1).
Donc ;p{f:] — M et y(t:] — z{t:] — %.Vériﬁcation:

2r+y+z= %{4&‘% + 2et) = z/(t) .

4, Décomposons X = ¥+ Z,avec ¥y dansleplan £ 4+ vy 4+ 2z = 0 et
Zo € Vect((1,1,1)) .Alors X(2) = Yo +e¥Zy.si Zg#F 0, e~ HIX(t) = Zo,
donc |X(2)| ~ e¥t|Zg| — +oo.Sinon, X(t) = e!¥ g avec Y5 0, et
| X(t)| = ¥|¥g| = +co. Toute solution non nulle tend donc vers I'infini en norme, ce
qui est cohérent avec des valeurs propres toutes strictement positives.

Corrigé de I'exercice 10 : Systeme triangulaire résolu en

cascade

1. D'abord, z/ = —z donne z(t) = ce~t, avec ¢ € R.Ensuite, y/ = vy + 2ce—t . Les
solutions homogeénes sont pet ; cherchons une solution particuliere je—t . On obtient
—k =k 4+ 2¢c,s0it k = —¢ .Donc y(t) = bel —ce—t . Enfin,
=z + y+z=x+ bet, carlestermesen e—t se compensent. La variation de la
constante, = = a(t)et,donne o = b.Ainsi, =(t] = (@ + bt)et,
y(t) = bet —ce™t, 2(t) = ce™t,avec a,b,c réels.

2. Les conditions initiales donnent ¢« =1, h—¢c =1¢et a =1.Donc h = 2 ,et

(14 2¢)et,
X() = ,2et —e—t,
e—t

1

3.5 b 0, alors |y(t)] = |blet —|c| = +oo.Si b =0 et a0, alors
|z(t)| = |ale* — +oco .Enfin,si @ = b = 0, lasolution ¢ e~*(0, —1,1) est bornée. Or
X(0) = (a,b — ¢, c). La solution est bornée sur [ si et seulement si
X € Vect({0, —1, 1)) . Ce vecteur est justement un vecteur propre de la matrice pour la valeur
propre —1, la seule valeur propre de partie réelle négative.



Corrigé de I'exercice 11 : Racine double et trigonalisation

1. Ona x, = X2—tr(A)X +det{d) = X2 -4X +4 = (X -2)%.si A était
diagonalisable, elle serait semblable a 2175, donc égalea 2f5.Cen'estpaslecas: A n'est
pas diagonalisable.

o B 18 —1 _

-Ona A —2Iy={[\ary?] o "] | denoyau Vect((1,1)). onprend ¥1 = (1,1).
Ensuite, (A —2T9)(x,v) = (z —y,z —y) = (1,1) estsatisfait par ¥’ = (1,0) . Alors
AV =2Viet AVyg =V +2Vy Ainsi, P = ([Hraj.r?] } gé,}) , de déterminant
_ , -1 _ 10&1 )
1, convient, avec P+ = ([Haa;r.] 1 & 1)

1& ¢

3. Premiére méthode : exp(tT) = Egt([”\,‘ra@r?] 0% 1

}) par |'exercice 2. Puis
b
’ t 11—t

Seconde méthode: N = A — 275 vérifie 2 — 0, et 219 commute avec N . Donc
exp(td) = e?t(I5 + tIN) . Les deux méthodes donnent

1+
exp(tAd) = E‘gt( , —t ) :
t

1
Pexp(tT) = 621:(11 1+t t)’ Pexp(tT)P_l = egt( + —t )

1-1¢

exp(tA4)(1,2) = e2t(1 + ¢ — 21, bonc X(t) = e2t(l -1,
t 42— 2¢) ' 2 —t)
zl = (1 —2t) et 3z —y = e2t(3 -3t -2 +1) = e2t(1 - 2%).

4. On calcule . Vérification :

Corrigé de I'exercice 12 : Probleme de Cauchy en un instant
quelconque

1. Lamatricede @ est A = ([ﬂragr?] ?g‘:é ,}) et A2 = I . Donc AP — Iq et

AEP‘H — A . Enregroupant les termes pairs et impairs de la série,
exp(tAd) = ch{t) Iq +sh(zt) A.

2. D'apreés le théoréme de Cauchy, la solution est u(t) = exp((t — L)a}{1, 0} . Matriciellement,
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u(t) = (ch(t — 1),
,Sh(ﬁ o 1:':' .

3. Pourtout ¢, z2—y2 = ch?(t —1) —sh?(t —1) = 1.Deplus, «(t) >0 .Enfin,
t — sh(t — 1) est une bijection strictement croissante de R sur [R. La trajectoire est donc
toute la branche =z > [ de I'hyperbole, parcourue une fois, de bas en haut. La figure ci-
dessous représente cette branche et le point atteinten £ = 1.

c'est la premiére colonne de exp((t — 1)A). Donc

_3{ = trajectoire x? —y?=1,x>0

autre branche (non parcourue)

3 -2 -1 0
X

4. Posons w(t) = exp(—(t — 1)A)u(t) . Par dérivation d'un produit,
w!(t) = —Aexp(—(t = 1)A)v(t) + exp(—(t —1)A)Au(t).

or A commute avec exp(—(t —1)A), donc w/ = 0.Ainsi, W estconstante sur
lintervalle R, égalea w(1) = v(1).En multipliant par exp((t — 1)A), inverse de



exp(—(t — 1)A), on obtient v(t) = exp((t — 1)A)u(1), d'ol I'unicité.

Corrigé de I'exercice 13 : Equation d'ordre 2 et matrice
compagnon

1. Si ¥ estdeux fois dérivable et X = (y, '), alors X' = (4, y/). L'équation équivaut a
y/l = —y — 214/ . Donc ¥ est solution si et seulementsi X/ — 4 X , avec
0&1 - . _ .
A= ([Eary?] Yy _22) . Réciproquement, si X = {:t?l, :15‘2:1 est solution, alors

:Ei = Zg et ¥ = %1 convient.

2.0na A4 Iq= ([yary?] bel ) et (A4 I5)? = ([ara@r?] 00 ,}) . Comme

—In commute avec A 4 Iy,
1+
exp(tA) = e_t(fg + (A + Ig)) = e_t< } t )

C'est I'exponentielle cherchée.

3. La solution est la premiére coordonnée de E}Ep{iﬂ) {yc,, yl}. Donc
y(t) = E_t((l + 1)y, +iy1),etpour Yo=1, ¥y =0, yt)=(1+¢)et,
Vérifions : y/ = —te—t et y/ = (t —1l)e— . Donc
y + 2y +y =ett—-1-2t4+1+¢) = 0.Deplus, la seconde ligne de exp(tA)
donne y/(t) = —te—t, ce qui est cohérent.

Corrigé de I'exercice 14 : L'exponentielle comme limite

1. Pour 1 < k < n,onécrit

_ _ k—1 .
Hi() = " = A T (- 4).
j:

Chaque facteur du produit est dans [U, ] , donc le produit aussi. Pour % = 0, les deux termes
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valent 1.D'ou 0 < % — ﬁ(

|

) <

n n
2. Parla formule du bindbme ( Iy, commute avec A ), I:Iﬂ + A/ﬂ:l = Z (E)H_kAk ,
k=10

Posons oy = %—(E)H_k > 0,avec &g = 0. Alors

exp(d) = (In+4) = Yk + S4r
k=1 k>n

Avec |A%| < |4k pour k > 1, linégalité triangulaire donne une majoration par
k kjLl
Z O{klAl + Z A ’/k' . Or cette derniére somme vaut exactement
k<mn E>n
elAl _ (1+ |A|/n:|n , par le méme calcul dans [R. L'inégalité demandée est établie.

o

3. Leréel a = |A| estfixé, et 1:1 —|—.5;,/n:|n = e){p(nln(l + af/n:]} — g%, car
nln(l +a/n) — a . Le majorant tend donc vers 0. Ainsi, (I, -+ A/n)n — exp(4).

Corrigé de I'exercice 15 : L'exponentielle est un polynome en A

1. L'ensemble [K[A] est I'image de I'application linéaire & — Q(A}, donc un sous-espace
vectoriel. Par le théoreme de Cayley-Hamilton, XA(A} = 0 avec deg X 4 = ™. Pardivision
euclidienne, tout C(A) s'écritalors R(A) avec deg B < n —1.Donc

KlA] = Vect(I,, A,... A”_l} , de dimension au plus 7. Enfin, un sous-espace de
dimension finie est fermé.

kLl
2. Les sommes partielles L ; A f{k' appartiennent a [K[A] . Comme ce sous-espace est fermé,
™
la limite exp(A) y appartient aussi. Il existe donc & de degré au plus n —1 tel que

exp(4) = Q(A).

3.Si MA = AM  alors prdk — AXAf pourtout j,donc AF commute avec tout
polynéme en A . En particulier, M commute avec exp(d) = Q(4).

4.Si A% = JIq,lecalcul de I'exercice 12 donne exp(A4) = ch(1)T5 + sh(1)A . Donc
@ = ch(l) +sh()X .



Corrigé de I'exercice 16 : Comportement des solutions selon un
parametre

LOna X4 = (X —|—1:IE —a.Si a>>0,lesvaleurs propressont —1 +vg.Si a =10,
—1 est valeur propre double. Si o <00, cesont —1 4 :v—a .

2. Si a < 0, les deux valeurs propres sont distinctes, donc 4., est diagonalisable sur T, et leur
partie réelle vaut —1.Si 0 < a <1, les valeurs propres —1 4 y@ sont distinctes et strictement

négatives. Dans les deux cas, d'apres le théoréme du cours, toutes les solutions tendent vers (I .

Pour ¢ =0, Ag= —Iy3+ N avec N:([Hrajr?]?g;g,}) et 2 = g.Donc

e};p{tAU} = E—t([\rajr?] é ‘E:i ? ,}) —+ 0 par croissances comparées. Pour tout o <1,

toutes les solutions tendent vers (1.

3. Pour @ = 1, lesvaleurs propressont [ et —2.Lenoyaude A7 estdirigé par {1, 1} ;
celuide A1+ 279 par (1,—1).Les solutions sont X(t) = c,(1,1) + che™2t(1, -1).
Elles sont bornées sur [+ et tendent vers Cl{l, 1} . En particulier, les solutions constantes

¢1(1,1), avec €y ?‘é 0, ne tendent pas vers (. Toute la droite ¥ = £ est formée de points

fixes.

4, Pour a>1, A= —1+v@>0.Avec ¥V unvecteurpropre associé, X(t) = e*tV est
solution et |A(t)| = e* t[¥| — o0 Il existe donc des solutions non bornées. L'autre
valeur propre —1 — v@ est négative : I'origine est un col. La figure ci-dessous compare les trois
régimes.

3 °
a=—1: foyer stable a =1 : droite de points fixes a=4: col
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Corrigé de I'exercice 17 : Commutation et exponentielle d'une

somme

1. D'aprés le cours, () = exp(tA) estdérivable et /() = A(t). Or le membre de droite
est dérivable, de dérivée Ag/(t) = A2p(t), continue. Donc ¢ est de classe (2, avec
e = Ap et @l = A2p.

2. Posons  f(t) = exp(tA)exp(tB). En dérivant le produit,
F(t) = Aexp(tA)exp(tB) + exp(tA)Bexp(tB) . En dérivant encore,

f”(t) — AQEtAetB + QAetARBetB 1 ctAB2,tB

Donc f7(0) = A% + 24 B + B2. Dautre part, g(t) = exp(t(A + B)) vérifie
g/(0) = (A + B}E = A2+ AB+ BA + B?.Comme f = g, leurs dérivées
secondes en [ coincident. On en déduit A58 = BA.

3 oncalee AB = ([\ray?] ) 5 b)) et BA = ([\ray?]] 5 2,}). Donc AB# BA.

Par contraposée de la question 2, I'égalité exp(tA)exp(tB) = exp(t(A + B]) est fausse
pour au moins un réel %.

Corrigé de I'exercice 18 : Exponentielle non injective

1. D'aprés l'exercice 3, exp(2m J) = cos(2m)Iy + sin(27)J = Iy . 0r exp(l) = Iq et
2 J ?é 0 . L'exponentielle n'est donc pas injective.

2. Ecrivons 4 = ppp—1avec D = diag{Ay,..., Ap). Alors
exp(A) = P diag(e?) P—1.Ainsi, exp(d) = I, sietseulementsi
diag(e}‘f} = I, Cest-a-dire gAr — ] pourtout 5.0r e# =1 équivauta z € 2imZ .
D'ou I'équivalence demandée.

3. Soit P telque NP —(.0Ona exp(N)—I, = NU,avec
P owk-1 Poyk—1
U= ENT:IH—I—M,OU M = ZNT.Lamatrice M est un multiple de
E=1 k=1
N quicommuteavec N ,donc ps¥P — g .Ainsi, U = 1, + M estinversible, d'inverse



p—l p—l
ST(-M)F ar (I, +M)> (-M)F =1I,-(-M)* = I, Efin. NU =0
E=0 E=0

entraine v = NUU—1 =(0.Donc IN = 0.

4. Supposons exp(d) = D = diag{-1, —2) avec A réelle. D'aprés I'exercice 15, A
commute avec exp(A) = D.Enécrivant A = DA coefficient par coefficient,
%jdj = dé%j' ,donc &g = 0 pour i?é 7. car di ?é dy. Ainsi A = diagfe, B)
avec &, 5 réels, et exp(d) = diag(e®, EJB}. Oor e“>10 % —1 . Aucune matrice réelle
ne convient, bien que det I = 2> 0.

Corrigé de l'exercice 19 : Parties réelles négatives et
convergence vers 0

L
1. Par variation de la constante, les solutions sont 1t} = ert] o + f.g—?’x sf(s)ds | . Par
0

i
linéarité, il suffit de traiter f(s) = Q(s)e” ®.Si u = X, l'intégrale vaut f{,} , qui est un
polynbme. Si & = u — A ?é 0, l'application B — R’ + o R est Iinéaire?et injective sur
C4[X], ot d = deg @, car elle conserve le degré. Elle est donc bijective, et il existe R tel
que (Re®s) = Qeo s . Lintégrale vautalors R(t)e®t — R(0). En multipliant par ¢ ¢,
Y est une somme de termes R(t)e* ! et R(f)el?.

gt

2. La derniere équation y; = )‘uﬂyn donne Y, = Ce : la propriété est vraie au rang 7.

Supposons-la vraie pour les indices & +1,..., 71 .La k -iéme équation s'écrit

yi_ = }l;;yk + fk' avec fk - ;;kj"yj . Par hypothese, f;_ﬁ. est une somme de termes
3
R(ﬁ}g'}‘it , 7 >k .D'aprés la question 1, ¥L est une somme de termes R(ﬁ}g}‘it
avec J = Kk ,cequiachéve larécurrence.

3. Trigonalisons: 4 — pTP—1.Si X/ — 4AX ,alors ¥ = p—1x Vérifie v/ = 7y .
Chaque coordonnée de ¥ est une somme de termes R{ﬁ}g}‘ft , avec
|H{t}e}‘jt| = |H{t}|ERe(}‘J":‘t .Comme Re(A;) <0, cestermes tendent vers 0 par
croissances comparées. Donc Y{t} — 0, puis X = PY — 0 par continuité de

Y — PY .Toute solution tend vers 0.

4, Supposons qu'une valeur propre } Vérifie Re{}l:l > 0, etsoit V ?é 0 telque AV = AV
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Aors X(t) = etV estsolutionet |X(2)| = e*WE¥| > (V1> 0 pour £ > 0.
Elle ne tend donc pas vers (1. Par contraposée, la réciproque est démontrée.

Point de méthode : la résolution en cascade d'un systeme triangulaire suffit a décrire toutes les
solutions, sans aucune décomposition plus fine de la matrice.

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme, trois compartiments

-2 0D
1. Avec X = (z,vy,z),lesysttmesécrit X' = AX ,ou A = ( % 5 [[::]]).De plus,
(z 4+ vy _|_2::|“r = -2 +2r —y +vy = 0.Donc T+ %+ Z estconstante, égale a

z(0) + v(0) + z(0) = 1 : la substance se conserve.

2. La matrice A est triangulaire inférieure, de valeurs propres —2, —1 et 0. Elles sont
distinctes, donc A est diagonalisable. Pour —2 ,onrésout 2 +y = 0et y 4+ 22z =0
vecteur ¥'1 = (1, —2,1). Pour —1,onobtient = 0 et ¥ + 2z = 0 : vecteur

Vo = (0,1, —1). Pour 0,onobtient £ =y = 0 :vecteur V'3 = (0,0,1). La famille
(V'1, V9, V3) estune base de vecteurs propres.

3. La solution générale est X(t) = c;e™2V | + che™tVy +¢c3V3.En ¢ = 0, on doit
avoir (¢, —2¢y +¢n, 61 — ¢y +eg) = (1,0,0) ,donc ¢ =1, cg =2, cg =1 par
conséquent, z(t) = e—2t, y(t) = 2(e—t —e—2t) et

Z(£) = 1—2e—t 4+ =2 = (1 —e—t)%. Onretrouve bien £ +y+2z =1,

4. 0na y/(t) = —2e—t + 4e—2t = 2e—2(2 — et) . Cette dérivée est positive pour
t < In 2 et négative ensuite. La quantité ¥ est maximaleen i — In 2, et vaut alors
of L 1Yy _1
2 4)—2°

5. Lestermes g—1 et =—2f tendentvers J.Donc z — 0, ¥ —+ Uet z — 1 :toutela
substance finit dans le compartiment 3. En effet, les composantes sur ¥'{ et ¥ g5 s'amortissent,
car —2 et —1 sont strictement négatives. Seule reste la composante sur ¥ 3, associée a la
valeur propre (1. La figure ci-dessous montre I'évolution des trois quantités.



s SSEEEES
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Corrigé de l'exercice 21 : Probleme, trigonalisation d'un
systeme 3x3

1. On développe det(}ffg — A:l selon la premiére ligne :
X=X =D[(X =1)(X —2)+1] = (X —=1) = (X —1)*(X —2).

0 0 1
Ensuite, A — fg3 = ? 1 donne z =0 et £ = ¥, dou

1 -11
Eq = Vect{{1,1,0)). De méme, A — 273 donne = = z et ¥ = Z,d'ob

Eq = Vect((1,1,1)). Comme dim Ej =1<2, A n'estpas diagonalisable.

2.0na (A —1I3)(0,bc)=(c,c,—b+c). Légalitéavec (1,1,0)impose ¢ =1let b =1

1 01
Vq=1(0,11).Lamatrice P = ( %] 11 11 ) a pour déterminant 1, donc elle est

inversible. Enfin, AV = V71, AVqg=V{14+V¥Vq et AVq = 2V 3. Ces relations
traduisent exactement p—lAp — 7.

3. Le bloc ([ﬂragr?] %%511 ,}) a pour exponentielle Et(["-,.ra,jr?] é ‘iii ,}) , comme & I'exercice 2.
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r y
el ie 0
Comme T estdiagonale par blocs, exp(tT) = ( 0 et,0 ) . Par la méthode du

0g 0 edt
0 1 -1
pivot, P~1 = _]1 ,eton vérifie PPl = I3.Leproduit Pexp(tT)P~1
1 -1 1
donne alors
e2t — tet (14 t)et
2t 2t t
exp(tA) = € es" —¢€
p(t4) et — (1 +t)et (24 t)et —e2t & 2t — et
o2t _ ot b L o2t & o2t

En # = 0, onretrouve bien 3.

. Les coordonnées de Xy = (1,0,0) danslabase (V1, Vg, V3] sont
P~1Xy = (0,-1,1).0onc ¥(t) = exp(tT)(0, —-1,1) = (—tet, —et, e2t) . En

et — tet,
revenanta X = PY = —telVy — etV +e2tVy, X(t) =| 2t — (1 +t)et,
2 gt

C'est bien la premiére colonne de  exp(tA) .

. Notons (&, B, ) = P~ 1X . Alors X(t) = (o + B1)etV1 + B etV +ye2tVy.
Par croissances comparées, e~ 2! X(t) — V3. Cette limite est nulle si et seulement si

4 = 0.0r 7 estla troisiéme ligne de P_lXU ,soit T — g + Zg . La condition
cherchée est donc £ — ¥+ Z5 = 0 : cestle plan Vect(V1, Vy) = ker(d — 13}2 .

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : systémes différentiels linéaires, cours de maths spé
¢ Les énoncés : exercices de maths spé sur systemes différentiels linéaires

A maitriser avant : Equations différentielles linéaires, Polyndmes d'endomorphismes et Cayley-
Hamilton, Compacité, connexité par arcs et dimension finie
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Chapitre précédent : Equations différentielles linéaires
Chapitre suivant : Calcul différentiel dans les espaces normés
Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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