Exercices de maths sup

Suites récurrentes

Exercice 1 : Suites arithmétiques et géométriques

Soit (y) une suite arithmétique telle que g = 7 et Uy = 28 . Soit (v, ) une suite
géométrique de raison réelle telle que vy = 12 et wg = 36,

1. Déterminez la raison T et le premier terme g de () .
2. Calculez & = u0+ﬂl+---+u20.
3. Déterminez laraison ¢ et le premier terme Yo de {vy).

4. Calculez T = vg+wvy+...+vg.

Exercice 2 : Terme général d'une suite arithmético-géométrique

On considére la suite définie par  Up = 5 et Ypr1 = 3un —4 pourtout n € N.

1. Déterminezleréel # telque ¢ = 3¢ — 4.

2. Montrez que la suite vy, = ugn — £ est géométrique, puis donnez %n en fonctionde 7.

mn
3. Calculez Sp= D uy.
£=0

4. Pour quelles valeurs de g la suite ({uy) converge-t-elle ?

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Exercice 3 : Evolution d'un stock

Un entrepo6t contient 1 000 pieces au début de I'année 0. Chaque année, 20 % des pieces présentes sont
expédiées, puis 300 pieces neuves sont livrées. On note Un le nombre de pieces au début de I'année
7., sans se soucier de l'arrondi a I'entier.

1. Justifiez que %, 41 = 0,8 upy + 300
2. Exprimez Un en fonction de 7., puis étudiez la monotonie et la limite de  {uy, ) .

3. A partir de quelle année le stock dépasse-t-il 1 490 piéces ?

Soit f{:t? = %—I— 3 , et la suite définie par Uy = 1 et Upyrl = f{un:‘ . La courbe de f et la

droite ¥ = & sont tracées ci-dessous.



| ’,

X
—— f — + 3 ,/
(X) =5

74 - droite y = x %

1. Construisez sur la figure les termes %71, ™5 et U3, Que conjecturez-vous ?
2. Déterminez “n en fonction de 7 et démontrez la conjecture.

3. Déterminez le plus petit entier 7 tel que |uﬂ — 6| <103,

Exercice 5 : Récurrence linéaire a racines distinctes

On considere la suite définie par Ug =1, u; = 8 et U, g = U, 11 +6%n pourtout
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e M.

1. Ecrivez I'équation caractéristique et résolvez-la.
2. Déterminez Uy en fonction de 7. Vérifiez le résultat sur tn,
3. Donnez un équivalent simple de %xn quand T — oo .

4. Plus généralement, on garde la relation de récurrence mais on laisse “( et %1 quelconques. A

e
quelle condition sur g et Yy a-t-on 3—2 — 072

Exercice 6 : Récurrence linéaire a racine double

On considere la suite définie par Uy =1, uy = 4 et U, o = 4%, 1 — FUpn pourtout
n € N.

1. Résolvez I'équation caractéristique.
2. Déterminez n en fonction de 7.

3. Vérifiez directement, par récurrence double, la formule obtenue.

Unt1

4. Déterminez la limite de
Un

Exercice 7 : Récurrence linéaire a racines complexes

On considere la suite réelle définie par Uy = 0, uy =1 et U, g = 2%, 1 — 2Un pourtout
necN.

1. Résolvez I'équation caractéristique dans [ et écrivez ses racines sous forme exponentielle.



2. Montrez que u,, = o2 sinﬂl’i—ﬂ pour tout 7%
3. Pour quels entiers 7 a-t-on Uy = 02

4. Lasuite (uy) est-elle bornée ? A-t-elle une limite ?

Exercice 8 : Suite de Fibonacci et nombre d'or

La suite de Fibonacci est définiepar F'g =0, F1 =1et Fypin = Fni1 + F, . Onnote

1+ 5 1—§

]

) : @wh — "
1. Démontrez la formule de Binet : F, =

- V5
2. Montrez que F', ru LA que —ati
n JE F,
n
3. Montrez que 'y, est I'entier le plus proche de % pourtout m = 0,

4. Démontrez I'identité de Cassini: Fy41F,_ 1 — F% = {—1}1r1 pourtout 1 = 1.

Exercice 9 : Récurrence d'ordre 2 avec second membre constant

On considére la suite définie par up = 3, uy = 6 et U, q = 5u, 1 —6uy +4 pourtout
neMN.

1. Déterminez la suite constante ¢ qui vérifie la relation de récurrence.
2. Montrez que Vs = Ux — C vérifie une récurrence linéaire homogéne d'ordre 2.

3. Déduisez-en Ug en fonction de 7, puis vérifiez sur Ug,
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Exercice 10 : Continuité et point fixe, un contre-exemple

ondéfinit f:[0,1] — [0,1] par f(0) =1 et f(x) =5 pour & € ]0,1].0Onpose uy =1
et U, = f{“ﬂ:‘ :

1. Calculez “Wxn pourtout 7 et déterminez lalimite # de la suite.
2. Comparez f@?} et #.Quelle hypothese du théoréme du point fixe n'est pas satisfaite ?

3. On considére maintenant g: ]0,1] — ]0,1], g(z) = % et vg=1, v 1= g(vn).
La fonction g est continue. Pourquoi la limite de l:’unjl n'est-elle pas un point fixede & ?

Exercice 11 : Suite définie par une racine carrée

Soit flx) = v2 4+ = sur [—2, +co, et la suite définie par U, 1 = HUS™E

1. Déterminez les points fixes de f .

2. Onsuppose Up = 0. Montrez que [D, 2] est stable par f puis que [uﬂ) est croissante.
Concluez sur sa limite.

3. Onsuppose Upy = T . Trouvez un intervalle stable contenant Un et étudiez la suite.

4. Danslecas Uy = 0, montrez que [y =2 < %|’“n — 2|, puis que  |uy — 2| <

Exercice 12 : Discussion selon le premier terme

Soit  f(x) = z2 -|-% et la suite définie par g € K et U4l = flug) .



1. Etudiez le signe de  f{z) — = . Déduisez-en la monotonie de (i, ) , quel que soit .

2. Déterminez les points fixes de  f .
3. On suppose |uU| < % . Montrez que w,, € [[j] %] pour tout 7 = 1, puis déterminez la limite.

4. On suppose |1-_;,D| e % Montrez que typ —* +00 .

Exercice 13 : Une suite en escargot

Soit f(x) = 1_'1_33 sur [0, +oof | et la suite définie par Uy = 1 et Up1 = fluy) . Lafigure

ci-dessous représente  f etladroite ¥ = T,
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¥
#

1
\ — =135

————— droite y = x

1.0 1

. Montrez que [%: 1] est stable par f etque [ admet un unique point fixe £ dans cet

intervalle. Donnez sa valeur exacte.

4 L
. Montrez que |un_|_1 — £| £ §|up — £| pour tout 7. Déduisez-en que (uy) converge vers

£.
. Déterminezunrang IV a partir duquel |u, — £| < 10—6 .
. Etudiez la monotonie des suites {ugn} et {u2ﬂ+1] :

Fayi
Fn+2'

. Avec la suite de Fibonacci  (F'y, ), montrez que 1w, =



Exercice 14 : Suite logistique de parametre 2

Soit f(z) = 2z(1 — =) etla suite définie par %g € R et w, . = f(un) .

1. Déterminez les points fixes de .

2. Onpose ty = 1 — 21, . Montrez que Uptl = v2 , puis exprimez Un en fonction de Uq
etde n.

3. Discutez la limite de  {y,) selon la valeur de .

4. On prend Uy = % Déterminez le plus petit 7 tel que |’U~.r1 — %| < 10—10 . commentez la
vitesse de convergence.

Exercice 15 : Convergence lente vers zéro

Soit f(z) = £ — x? etlasuite définie par w, = % et U, = flug).

1. Montrez que ][j], %] est stable par |, puis que {un) est décroissante et converge vers 0.
1 _ 1
2. Montrez que Upy1 — Un + 1— . Pourtout 7.
n

. 1 1
3. Déduisez-en que 7 < tup £ o g pourtout n € N .

4. Onveut 1, < 10—3 . Donnez un rang qui convient et un rang en dessous duquel c'est
impossible. Comparez avec |'exercice 4.

Exercice 16 : Point fixe du cosinus

On considére la suite définie par gy = 0 et Upyq = COBUp,
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1. Montrez que [0, 1] est stable par la fonction cosinus.

2. Montrez que I'équation €08 & = I a une unique solution ¢ dans [D, 1].

3. Al'aide de la formule cos g — cos b — _gsinﬁsin%b , montrez que

|cos @ —cosb| < sin(l) |a — b| pourtous a,b € [0,1].

4, Déduisez-en que Uy — &, puisunrang IV qui garantit |’U~,n, — oc| < 10=% pour n > IV
.Ondonne In{sinl) ~z —0,1726 et In10 =2 2,3026 .

Exercice 17 : Méthode de Newton pour racine de deux

On applique la méthode de Newton 3 g(zr) = £2 — 2 avec Uy = 2.

1. Montrez que la suite obtenue vérifie U,

+1 = %(uﬂ + %) .Calculez 1, U5 et 3 sous

forme de fractions.

_ a2
2. Montrez que Uy — V3 = %

(up) est décroissante.

. Déduisez-en que iy = V2 pour tout 7, puis que
b1

Un — Y2 yontrez que 0<e, | <ed, pusque ep < e2” |

3. On pose €n = Y 0

4. Déterminez unrang 7. qui garantit w,, — V2 < 10—10 . Comparez avec la dichotomie sur
[1,2].

Exercice 18 : Suites bornées d'une récurrence a parametre

Soit @& unréel. Onnote E I'ensemble des suites réelles vérifiant U,y n = 20 Up1 — Yn pour
tout n € IN.



1. Onsuppose |a| <1 etonpose @ = cosf avec & € 0, 7r[.Décrivez E; et montrez que
toutes ses suites sont bornées.

2. Décrivez E{ et E'_1.Toutes leurs suites sont-elles bornées ?

3. On suppose |a| = 1. Montrez que I'équation caractéristique a deux racines réelles 71, "o
avec |’F1| >1> |T“2| . Quelles suites de £ sont bornées ?

4, Déterminez I'ensemble des réels @ pour lesquels toutes les suites de &, sont bornées.

5. Montrez que toutes les suites de E1;2 sont périodiques de période 6.

On considére la suite définie par  Up = 1 et Uy, 11 = Un + uiﬂ ,

1. Montrez que la suite est bien définie, que Uy, = 1 etque {un} est croissante.

2. Montrez par l'absurde que g — 0O,

n—1
3. Montrez que u% =2n+1+4 ;;ZU“L%: pour tout 7 = 1. Déduisez-en que u% > an+1

4. Montrez que % < 2(Vk —Vk—1) pour k > 1.Déduisez-enque u3 < 2n + 2 4 Vn-1I
pour m = 1.

5. Concluez que tuy, ~ Vin .

Exercice 20 : Probleme, étude compléete d'une suite récurrente

Soit f{;p} = ﬂ;— 2 et la suite définie par Up € R et Uptl = f{un} .Lacourbede [ est

tracée ci-dessous avec la droite ¥ = I,
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Partie A : étude de f.

1. Donnez les variations de  f et le signe de f(x) — = . Quels sont les points fixes de f ?

2. Montrez que les intervalles [0,1], [1,2] et [2, +oo[ sontstables par f.

Partie B : étude selon u(0).

1. Onsuppose g € [0,1[ . Montrez que (wuy) converge et déterminez sa limite.

2. Méme question lorsque gy € 1L, 2[.



3. Onsuppose g > 2. Montrez que %, —* 0O .

4. Traitez le cas Up < 0, puis résumez le comportement de la suite selon |UD|.

Partie C : vitesse de convergence. On prend Uy = % :

('un_lj(“n'i'l) : 15 "
+1—1: 3 , puis que []:_:uﬂ_lgi(é) .

1. Montrez que 44
n

2. Déterminez un rang qui garantit w,, —1 < 10—%.

Unt1 — 1

3. Mont _ =
ontrez que ] — 3

. Comparez avec f’;(l} et f'iliﬁjl , et interprétez sur la figure.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : suites récurrentes, cours de maths sup

e A maitriser avant : Nombres réels et suites numériques, Fonctions usuelles et techniques de
dérivation

e Chapitre précédent : Nombres réels et suites numérigues
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¢ Chapitre suivant : Limites et continuité des fonctions

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/limites-continuite-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

