Corrigés des exercices de maths sup

Suites récurrentes

Corrigé de I'exercice 1 : Suites arithmétiques et géométriques

1. Pour une suite arithmétique, U1y — Ug = 7T . Ainsi, 7r = 28 —7 = 21,donc r = 3.

Ensuite, Ug = Ug —37 = 7 —9 Onobtient r = 3 et upy = —2,
2. D'abord, gy = up +20r = —2 460 = 58 La somme de 21 termes consécutifs vaut le
nombre de termes multiplié par la moyenne des extrémes :
Uq T U
0 20 —2 + 58
§ = 21 x 0520 = 21 x =F99 = 21 % 28.
Donc &5 — L&H.
3. Pour une suite geométrique, g = Uy q3 . Donc gB = % = 8.Comme ¢ estréel,
o
g = 2 . Ensuite, Uy = q_g = l_i—g.Onobtient g=2et vg=3,

4. Puisque ¢ ?é 1, on applique la formule de la somme géométrique :

g0 —1 1024 — 1
T=U0ﬁ=3><f=3><1023+

Donc T = 3069.

Corrigé de I'exercice 2 : Terme général d'une suite arithmético-
géométrique
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1. L'équation # = 3¢ — 4 équivauta 2F — 4.Donc # = 2.

2. Pourtout m,ona Yy, g = U, 1 —2=3Uuy—4-2= 3{uy, — 2) = 3uy,. Ainsi,

l:’uﬂ:l est géométrique de raison 3 et de premier terme ¥y = 5—-2 =23 par conséquent,
Uy = 3 - 3" = 37+l ponc Upy = 2+ 37+l pour tout 7. Vérification :
u1:3><5—4:11 et 2+32 =11.

3. On sépare la somme en deux :

Donc 5, = 2(n+1)+ —3 .Pour m =1,ontrouve 4+12 =16 = uy+u,.

4. Le méme calcul, avec % quelconque, donne i, = 2 + (g — 2)3" . si g > 2, alors
Uy —+ +00 . Si Uy <2 alors Uy —+ —O0 . La suite converge si et seulement si
Uy = 2 ; elle est alors constante.

Point de méthode : le point fixe £ n'est une limite que si |r1| <1 .lci @ = 3, donc le point fixe
repousse toutes les suites qui n'en partent pas.

Corrigé de I'exercice 3 : Evolution d'un stock

1. Aprés I'expédition de 20 % des piéces, il en reste 0,8 ., . Ensuite, on en ajoute 300. Donc

2. Le point fixe vériie £ = 0,84 4 300, soit 0,2¢ = 300, donc # = 1500 . La suite
Up = Up — 1500 vérifie U4y = 0,8vp et vy = —500  Ainsi,
Uy = 1500 — 500 x 0,8" . Comme (0,8™) décroit strictement vers 0, la suite () est
strictement croissante. De plus, , — 1500,

3. Oncherche 7 tel que ugp >>1490, c'est-a-dire 500 x 0,8" < 10, soit 0,8" < 0,02. La
fonction ln est croissante, donc cela équivauta = In{0,8) < 1n(0,02) . or In{0,8) <0, donc

In 50 __ 3,912
n>1n1,25 = 0,2031 = 17,0



Vérification : 0,817 = 0,0225 et 0,818 = 0,0180 . Le stock dépasse 1 490 piéces a partir

de I'année 18.

Corrigé de I'exercice 4 : Nombre d'itérations pour une précision

donnée

1. Onpartde Uy = 1 sur I'axe des abscisses. On monte jusqu'a la droite de f puis on rejoint
horizontalement la droite ¥ = % . On obtient ainsi %1 = 3,5, puis uq = 4,75 et
Uq = 5,375 . Comme le montre la figure ci-dessous, les marches montent vers I'intersection des
deux droites. On conjecture que (uﬂ} est croissante et converge vers 6.

8 - X

— flX)=2+3

2
74 - droite y =x
6 -
—7  point fixe £ = 6
5 7 "f,
3 | / /’,,
0 ® . —
uu T T ul T UZ u_j T T T
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L 2 . . 1 -
2. Le point fixe vérifie £ __3ﬂ+ 3, donc _i = 6.Ensuite, w4 —ii = g{“n —6) . Ainsi,
Up —6 = (ug—6)2 " = -5-2 ".Donc w, = 6-5-27 " .Parconséquent,
Up g~ Up =5 27" —5.277"1 = §.277=1 >0 etla suite est croissante. De plus,
9~ ™ _, pn,donc U, — © :laconjecture est démontrée.

mn

3.0na |uy—6|=>5-2 " .lacondition §.97 " < 10—3 équivauta 2™ = 5000.Or
912 — 4 pg9g et 913 — 8199. Le plus petit entier qui convientest n — 13.

Corrigé de I'exercice 5 : Récurrence linéaire a racines distinctes

1. L'équation caractéristique est #2 = + 4+ §,s0it r2 — y» — 6 = (. Son discriminant vaut
1424 = 25 . Lesracinessont ] = 3 et Ty = —2,

2. Les racines sont réelles et distinctes. Donc il existe deux réels @ et § tels que
Uy = @ 3" 4+ b {—jjn pour tout 7. Les conditions initiales donnent le systéme

{a+b:

En ajoutant deux fois la premiére équation a la seconde, on obtient 5z = 10 .Ainsi, a = 2 et
b= -1.Donc =%, = 2- 3" _ {—Z}n . Vérification : la récurrence donne
Un = 8+6 =14 etlaformuledonne 18 — 4 = 14.

m
3. On écrit Uy = 2 - 3”(1 - %(_%) ) . Or |—%| < 1, donc la parenthese tend vers 1. Ainsi,
Uy ~ 2.3,

4. Dans le cas général, u, = a 3" +5 (—j}ﬂ avec @ +0& = uget 3a—20 = u; Onen

. dug + u U p Un .
tire _ 270 " "1 peplus, =2 — _= . Par conséquent, —x — 0 siet
seulementsi @ = O .La condition est t%; = —2%. La suite est alors géométrique de raison

-9,



Corrigé de I'exercice 6 : Récurrence linéaire a racine double

1. L'équation caractéristique est <4 — 4y + 4 = (, soit (fr — 2)2 = (). Elle a une racine
double Ty = 2,

2. D'apreés le cours, il existe deux réels } et [ telsque wu, = (A + un) 2™ . D'abord,
g = A =1 . Ensuite, ¥y = 2(A 4+ pu) =4 ,donc g =1.Ainsi, u, = +1)2"

3. 0nnote P(n) :« up = (412" et w, ;= (n+2)27T1 5 pabord, P(0) est vraie,
car tg =1 et u; = 4. Ensuite, supposons P(n}. Alors

uy oy = 4(n+2)27 11 = 4(nt1)2" = 27 12(2(n42) = (n41)) = (n43) 2712,

Donc P{n+1) estvraie. Par récurrence, la formule est valable pour tout 7.

wu 7y gn+1
1 (nt2) = 2. n—_? . Ce quotient tend vers 2.

4. Pourtout 1, Unp >0 et ——= = i) 2 Y
n

Corrigé de l'exercice 7 : Récurrence linéaire a racines

complexes

1. L'équation caractéristique est 52 — 9 -+ 2 = 0. Son discriminant vaut
4 8 = —4 = {gﬁ)g. Les racines sontdonc 14+ et 1 —5.0r [l 42 = V2 et
arg(l+1) = ?%_r .Les racines sont /5 .i7/% et 5, —im/%,

2. D'apres le cours (cas réel, A < 0),il existe deux réels } et [ tels que
Uy = Enm(}lcosﬁ—ﬁ + psinﬁ—ﬂ). D'abord, ug = A = 0. Ensuite,
uy = ﬁgg — 4 =1.Donc wu, = Eﬂfgginﬁ—ﬁ.Vériﬁcation: Uy = 2x1-0=2

, et la formule donne 2 sin;—r = 2.

3. Comme Z”J‘IE ?é 0,ona uUp = 0 sietseulement si sinﬁ—ﬁ = 0. Cela équivaut a

Z—W € md .Donc Uy, = U sietseulementsi 7 estun multiple de 4.
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4, Pour n = 8k 4+ 2,0na sinrﬂ:i—?r = sin(ﬁﬁwr + E—T) = 1. Ainsi,

Ugpyog = 2%%+1 4 400 . La suite n'est donc pas bornée. Par ailleurs, Ugp = U pour tout

% . Une suite extraite tend vers 0 et une autre vers 0. La suite n'est pas bornée et n'a
pas de limite, ni finie ni infinie. La figure ci-dessous montre ces oscillations d'amplitude

croissante.
601 ----- enveloppes +2"?
® u,=2"2sin(nn/4)
40 A L
¥ °
| 16
20 |
2 2 -
0 —e====t==tt—e - -
______ ®r-o. @
8-%s_
—20 - -
~40 A
—60 A
0 2 4 : - . 1
rang n

Corrigé de I'exercice 8 : Suite de Fibonacci et nombre d'or

1. L'équation caractéristique est r2 — » —1 = (J. Son discriminant vaut 5, donc ses racines sont
% et 1, réelles et distinctes. Il existe donc  } et M tels que F, =A™+ J.-_“Ibn .
D'abord, F'g = O donne p = —A.Ensuite, F'1 =1 donne Al —#) =1.0r

¢ — = V5. Ainsi, p_— %

n

2. 0na ¢ =2 1,618 et |tf| = 0,618 < 1. Donc (g) _, (et

n {Pﬂ
")~

Bl

Fo=21-(



. Fpy1  ntl Fot1
Par conséquent, F, ~ gn = ¢ . Donc =
3. D'apres la formule de Binet, |F. — Ll M <L or L 0,447 < L Ainsi, I'entier
P EIT s BT 2"
F'. est a distance strictement inférieure a % de t’% . C'est donc I'entier le plus proche de

ce réel.

4. On raisonne par récurrence. Pour n =1 : FnFg — F% =0-1=-1=(-1).
Supposons l'identité vraie au rang 7. En utilisant Flpio = Fna1 4+ Fy puis
Foy1=F,+ F,_1,onobtient

FotoFy—Fagi=FoFp+ P2 — PPy = FoiF oy = —(FopiFpog — F2).

Ce dernier terme vaut _{_1},,1 = {-1}"”’"‘1 . L'identité de Cassini est donc vraie pour tout
n =1,

Corrigé de l'exercice 9 : Récurrence d'ordre 2 avec second

membre constant

1. Une suite constante égale a ¢ convient si et seulementsi ¢ = S¢c —6c + 4 ,s0it 2c = 4.
Donc ¢ = 2.

2. Pourtout 7, onremplace g par Up + 2 :
Vppg = Upio0—2=058(v, 1 +2)—-6(v, +2)+4-2=5v, _;—6v,
Ainsi, (vy) vérifie v, n = 5,4 —0bun,
3. L'équation 72 —5r +6 = 0 apourracines2et3.Donc v, = a2" +843".0r vg=1
et Y = 4 Llesysttme a +b =1, 2a+3b =4 donne h =2 et a = —1.Donc

u, = 2 —2" 4 23", Vérification : la récurrence donne  un = 30 —18 +4 =16 etla
formule donne 2 —4 4+ 18 = 16.

Point de méthode : comme pour les suites arithmético-géométriques, une solution particuliere constante
ramene le probleme au cas homogene.
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Corrigé de I'exercice 10 : Continuité et point fixe, un contre-
exemple

1. Montrons par récurrence que 1, = 2 .Cestvraipour n =0.S wu, = 2 , alors

up € 10,1], donc w4 = ? =271 Ainsi, u, =2 "et £ =0.

+1 =
2.0na f{€) = f(O) = lf 0 = £ . Lalimite n'est donc pas un point fixe. En effet, f n'est pas
continueen0: f{z) = 5 — 0 quand 5 — g+, alorsque f(0) = 1.L'hypotheése
manquante est la continuité de [ en #.
3. Deméme, w, = 2 " — 0.0r 0 n'appartientpasa 0, 1], domaine de ¢ . Par ailleurs, 9
n'a aucun point fixe, car % = x impose x = [.L'hypothése « # appartient au domaine
de ¢ » estici en défaut. C'est pourquoi on travaille de préférence sur un intervalle stable fermé.

Corrigé de I'exercice 11 : Suite définie par une racine carrée

1. Un point fixe vérifie 2+ = x .Celaimpose = = 0 et 2 + £ = x2, soit
(r —2)(x +1) = 0.Comme =z > 0,ongarde £ = 2.L'unique point fixe est 2.

2. Lafonction f est croissante. De plus, f{0) = v2 € [0,2] et f(2Z) = 2. Donc
([0, 2]) = [V2,2] C [0, 2] : lintervalle est stable. Ainsi, g € [0, 2] pourtout 7. Ensuite,
u; = V2 > ug = 0. Comme f est croissante, la suite est croissante (cours, partie IV). Elle
est donc croissante et majorée par 2 : elle converge vers £ &€ [D, 2] .Enfin, f est continue,
donc £ estun point fixe. Ainsi, U, — 2.

3. L'intervalle [2, +oo[ eststable, car f estcroissante et f{2) = 2. De plus,
Uy = 3 < Up = 7. Donc la suite est décroissante et minorée par 2. Elle converge vers un point
fixe de [2, ’F] . A nouveau, u, — 2, cette fois en décroissant. La figure ci-dessous
montre les deux escaliers, I'un montant et I'autre descendant.



|
71 — filx)=V2 +x
————— droite y = x

4. Pour tout ., on multiplie par la quantité conjuguée :

(2 tup)—4

un—i—l_2:‘v“2+un_2= 2 Fu, +2 " 2 Fu,+2

Or up = 0,donc /2 +u,+2 > V242> 3. Ainsi |uﬂ+1—2|=:_i%|un—2|.Par

une récurrence immédiate, |uy, — 2| < 3%|u0 —2|.Donc  |u, — 2| < 37

Corrigé de I'exercice 12 : Discussion selon le premier terme
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2

Upt1 — Un = f{uﬂ} — Uy 2 0 pourtout 7. La suite est croissante, quel que soit
U
0.

2
2. 0na f(x) = x sietseulementsi (3:: — %) — (. L'unique point fixe est

Graphiquement, la parabole est tangente a la droite ¥ = £ en ce point.

1
5 -

1 11 . .
.Donc uy = u% + 3 € [375] Ensuite, [ est croissante sur

Hoa |

3.5 Jug| < %,alors u% <

[0, +cof ,avec F(0) = % et f{%) = % .Donc [0, %] est stable, et v, € [0, l] pour

tout 7 > 1. Lla suite est croissante et majorée par % : elle converge vers  # [[j] —] . Comme
E .

12
f est continue, £ est un point fixe. Donc Uy —F

i 1 _ .21 1 e - 1
4, Si |uD| >3, alors w, = ug + 7 > 5 La suite étant croissante, i, > uq > 5 pour tout
n 2 1 . Supposons qu'elle converge vers £ . Alors £ > U > % , et £ estun point fixe par

continuité de f . C'est absurde. Ainsi, () est croissante et ne converge pas. Par le
théoréme de la limite monotone, u, — —+oco,

Point de méthode : pour montrer une divergence vers -, on combine la monotonie avec I'absence
de point fixe dans la zone ou se trouve la suite.

Corrigé de I'exercice 13 : Une suite en escargot

1. Lafonction f est décroissante sur [0, +ca[ . Donc

f{[%: 1 = [£(D, f(%}] = [%: %] C [%: 1] :lintervalle est stable. Ensuite, f(x) = =
équivautd x£2 4+ x —1 = 0, dont les racines sont _IT:E"@

0,618 , est dans [%: 1] .Donc ¢ — %

. Seule la racine positive, environ

2. Comme Uy = 1, tous les termes sont dans [%: 1]. Pour tout 7, on réduit au méme

dénominateur :

*

Uu —

_E_#_L f—ug,
n+1 — 14w,  14+47 (14+u,)+4)



or wu, = % et £ > % , donc le dénominateur est au moins %x % = %.Ainsi,

T
|uﬂ+1 — £ < %|un — £|. Par récurrence, lupy — €] < (%) |“D — £| . qui tend vers 0.

Donc U, —+ £.

e =3By 0382 <

=1
équivauta n ln% > In(5 - 105), soit

In(5-10°) 13,122
n 2 1H(9/4) — m f— 16?2+

i)
. Il suffit donc que %(%) < 10—5 . Cela

[l

. Ona |u0—€'|

Lerang /N = 17 convient.

. Lafonction f o f estcroissante, comme composée de deux fonctions décroissantes. On calcule
1 2 3 < , Lo
— 4 — 2 — 2 U U U
Uy =5, Uy =3 €0 ug =c¢. Comme Uq = g, la suite l: gﬂ} est decroissante.
Comme Ug 2 g, la suite (u2n+1:‘ est croissante. Les termes pairs décroissent et les

termes impairs croissent, vers la méme limite #. La figure ci-dessous montre cet escargot.

. ;
—_— f(X) =
10_\ x) 1+ x
TN f droite y = x
intervalle stable [1/2, 1]
0.8 g
0.6 -
0.4 - _
5 -1
f= ! pid
2
0.2 -
0.0 +£ &
z | ] u.l L‘:% U? | L{n ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
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. . _ Fiy 1 _ a4l
5. On raisonne par récurrence. Pour n = 0, F,=1= Y Si uy, = oy’ alors
gy =1 Fnt2 _ Fata2
ntl Fpt1 ™ Fpy2+ Pyl = Fpgs
Fﬂ—|—2
Donc v, = ?:E pour tout 7. On retrouve ainsi izi % = @

Corrigé de I'exercice 14 : Suite logistique de parametre 2

1.Ona f(r)—z = 2z —2x? — xr = z(1 — 21) . Les points fixes sont 0 et % :

2. Pourtout 7, w, 4 =1—4up(l—uy) =1-4u, +4ud = (1 - Eun}g = w2 . Par

0 0 0
1—(1—2ug)?"
’i'_&.n = 2 -

n 2
récurrence, Uy = Y4 . En effet, Yyl = (*uzn) — 2™ ponc

3. Ondiscute selon [vg| = |1 — 2ug|.

osi 0 <ug<l, alors |vg| <1 et w, — 0.Donc “n_*%'

oSi ug € {0,1},alors vg = Etlet vy, =1pour n>1.Donc uy = 0 pour
n=1,

oSi ug<Oou ug>1 alors |vg|>1et vy = 400 . Donc Upy —+ —0O,

|'Uﬂ|

5 = 2_(21’1 + 1) . La condition

4. Avec Uy = é,ona Uy = %.Ainsi,

o—(2"4+1) < 10—10 équivauta 27 +12>1 08,10 = 33,2 Pour n =5,0na
95 + 1 = 33 :c'estinsuffisant. Pour n = G ,ona &5.Le plus petitrangest n = 6.
L'exposant double a chaque étape : la convergence est quadratique, comme pour la méthode de
avnli /el 1
Newton. Cela s'explique par  f ':E} =2-4x53=0.



Corrigé de I'exercice 15 : Convergence lente vers zéro

1. Ona f’{x} =1-2z >0 sur [0 l], donc [ vy est croissante. De plus,

]

— 1 1 1 1 14.
flo) = 2(1—2)>0 pour z € 10,5] et f(5) = 3 -Donc f(]0,5]) C ]0,3] :
I'intervalle est stable. Ensuite, f{ﬂ?} —x = —x2 < 0, donc la suite est décroissante. Elle est
minorée par 0, donc elle converge vers £ ¢ [0, %] .Enfin, f est continue sur [0, %] donc

g _ g2 — g Ainsi, ¢ =0.

2. Comme 1w, € ][:':. %] , on peut écrire

1 1 _(1_“n)+“n_l+ 1
Y1 7 upg(l —uy) & uny(l—uy) = Un T 1 —uy,

C'est la relation demandée.

1

3. Pourtout k,ona 0<uy < % ,donc 1 =7 < 2. En sommant la relation précédente

1

l_ﬂk

n—1
de 4 =0 a mn —1,onobtient ,uln =24 Z . Par conséquent,
k=0

1 . 1 1 . .
n+2 < T < 2n + 2. En passant aux inverses, T+ 3 < Uy S nta La figure ci-

dessous montre la suite coincée entre ces deux bornes.

0.5 - —— majorant 1/(n + 2)
—— minorant 1/(2n + 2)

e U, avecupg=1/2

rang n
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4.Si n+2 >1000,alors wu, < 1072 . Donclerang n = 998 convient. A I'inverse, si
2n + 2 <1000, cest-a-dire n < 438, alors ., > 10—3 . C'est donc impossible pour
n. < 498, Dans l'exercice 4, treize itérations suffisaient pour la méme précision. Ici, la
convergence est lente, car  f/(0) = 1.

Corrigé de I'exercice 16 : Point fixe du cosinus

1. sur [0,1] C [0, 7], le cosinus est décroissant. Donc  cos([0,1]) = [cos1,1].0r cos1>0,
car 1 <7 . Ainsi, cos([0,1]) C [0,1] : intervalle est stable.

2. Posons h{r) = cos x — x . Cette fonction est continue et strictement décroissante sur [0, 1],
comme somme de deux fonctions décroissantes dont I'une strictement. De plus, A{0) = 1> 0 et
h(1) = cos1l —1 < 0. Par le théoréeme des valeurs intermédiaires et la stricte
monotonie, /, s'annule en un unique « £ ]0,1[.

a-H:I
a0

sin%| < gin1.Deplus, [sint| < |¢| pourtout réel . Ainsi,

3. Soit a,b € [0,1].0na € [0,1] , et le sinus est croissant et positif sur [0, 1] . Donc

|cos a — cos b| = Q‘Sin#‘ ‘sm Qb‘ < 2sin(1) a 5 bl

Donc |cosa —cos b < sin(l)|a — & .

4. Tous les termes Uy sont dans [D, 1] , tout comme @ . On applique I'inégalité avec & = Un
et b =a: |’u,n+1 — a| < sin(1) |uy, — & . Par récurrence,
[y, — | < (sin l}ﬂ [ug — af < (sin ljﬂ .Or 0<sinl<1,donc Uy — &, Ensuite,

N -SSR 6ln 10 13,816 _
(sinl)” < 10—° équivauta n > TnEn D) ~ 0 1'?26 ~ 80,04 .Lerang NN = 81

convient. La figure ci-dessous montre I'escargot obtenu, car le cosinus est décroissant sur [0, 1] .




1.0

0.8 1
0.6 A

— f(X) = cos Xx

————— droite y = x e
0.4

l”
I”
,I
II,
/I
0.2 7 /,f
l””
I””
/’,

0.0 -f_‘Jo U Uy

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Point de méthode : une formule de trigonométrie remplace ici I'inégalité des accroissements finis, qui
donnerait la méme constante sin 1.

Corrigé de I'exercice 17 : Méthode de Newton pour racine de

deux

1. Ona g¢/(x) = 2x . La méthode de Newton s'écrit donc
up—2 _ ui+2 g 2 . 1 3 o
u'ﬂ.+1 — u'n- — 2'1{.”_ — Eﬂﬂ e i(uﬂ' —|— ,u—ﬂ) . EnSUIte, ’|‘_,|:.1 = E{E —|— ]_:I = E . Puis
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_ 13 4y 17 : _1f17 | 24 _ 289 A 4BB _ 2

“2—2(2+3)—1Q'E”ﬁ”' “3—2(12+1?)— Z08 ' PonC wuy =g
_ et o 57T

Uy = 132 Y3 = 408"

0 _ _ 2
UL W2 up + 2 _ (up — V2) . Par récurrence,

2. Pour Uy, >>0,0na Uﬂ+1_‘& —

pL7e - pLTe
Uy >0 et uﬂ_,_l—\"ﬁ > 0. Eneffet, Uy = 2>0 etsi un >0, laformule donne
2 — uy
U > V2>0  Ainsi > . i _ — n .
ntl 2 Ainsi, t, = V2 pourtout 7i.Ensuite, Uiy = Un = “Ho < 0. la
suite est donc décroissante et minorée par 2.
3. Comme uy, > v2,ona 2u, > 2¥2.Donc
2 2
N O PR TR
= “n+l1 2up - 2V2 = (242)? n

Fi T
Par récurrence, si €qn < E% ,alors €, < E% < E%nH.Ainsi, Epm < E% pour tout

T

4. Ona ey = Egﬁ& = ‘@2—1 ~ 0,2071 . Ensuite, EE ~ 3,4-1[]_'5 et
e~ 1,15 .10 ‘ponc uy —v2 = 22 e, < 22 x 1151071 3210711 e
rang n = 4 garantit une erreur au plus 10—10. Le rang 3 ne suffit pas, car
g — V2 & 2,1-1075 . En comparaison, la dichotomie sur [1, 2] divise la longueur par 2 &

chaque étape. Il faut alors 2~ " < 10—10 , soit environ 34 étapes.

Corrigé de I'exercice 18 : Suites bornées d'une récurrence a

parametre

1. L'équation caractéristique est r2 —2gr +1 = 0 .Avec g = cosf, elle s'écrit
(r —e®)(r —e—%) = 0 .Eneffet, e1f 4 ¢—10 = 2cosh et gifle—tf — 1.Comme
8 € ]0, [, les deux racines sont distinctes et non réelles. Donc
Acos nd + usin nd
5. _ {{ )

— lambda, 1 € RR ’} . Pour une telle suite, |un| < |}L| + |J.-_,;,| . elle est bornée.

2. Pour g =1,I'équation (r — 1}2 — [ aune racine double 1. Ainsi, &1 est formé des suites
A+ pn. Pour g = —1,laracine doubleest —1,et B _q estformé des suites
(A + un) {—1}” . Dans les deux cas, la suite est bornée si et seulementsi 4 = 0. Toutes
les suites ne sont donc pas bornées : par exemple (1) ou (n(—l}ﬂ} .



3. Le discriminant réduit vaut g2 — 1 = (1 . Il y a donc deux racines réelles distinctes, de produit 1.
Aucunenevaut =1 :sinon 2F 2a = 0 et |a] = 1.Comme |rq 75| =1, I'une estde
module strictement supérieur a 1 et I'autre strictement inférieur. Les suites de F; s'écrivent

. . mn
Arl + @ T8 . Le second terme est borné. Si A ?é 0,alors [ug| = || = |u| = +eo.
Les suites bornées de F/; sont exactement les suites (i 775 )

4, D'aprés les trois questions précédentes, toutes les suites de £, sont bornées si et
seulementsi a € |-1,1].

5. Pour g = % — .;;05% , les suites de Elfz sont }lcos%—ﬂ + Hsin%—ﬂ . Or
(n+6)m ity

3 3
Ypypn = Ypy1 — Un donne Ypyz = “Un, puis UYpps = Un

+ 24r . Donc Upn+6 = Yn pour tout 7. 0On peut aussile voir directement

Corrigé de I'exercice 19 : Comportement asymptotique de
u(n+1) = u(n) + 1/u(n)

1. Montrons par récurrence que tqn est définiet wyn = 1. Cestvraipour n = 0.Si Uy =1
e s 1 .
,alors Uy ?é 0, donc Ygn41 est défini. De plus, Uy 1] = Up + T = 1. Ensuite,

U — Uy = T%n. > (1, donc la suite est croissante.

n+1

2. Supposons {un) majorée. Etant croissante, elle converge vers un réel £ > 1. La fonction
T — T _|_ = est continue sur [1, —|—r:o[ .Donc £ = £ + % , soit % = [ :c'est absurde.
La suite est croissante et non majorée, donc U, — +0o0,

1
3. On éleve la relation au carré : Yo, , = u% +2 + — . Ensommantde k =03 n —1,les
E41 k w
k

termes se télescopent :
S _
%_u0+2n Z%_2n+1 Z

La somme étant positive, u3 > 2n 41,

;fta*m|'_1

4.Pourﬁ9}“~10na~.r'"_ ~J——

1
pour & > 1,la question 3 donne u? ‘“’“_:
U

bJ —
“‘T
I‘u”

%;— Donc % < 2(vk —Vk=1) . Ensuite,
< o/E car 2k +1 > 2k . Leterme
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jo = 0 vaut 1. Ainsi, par télescopage,

— n—1
Z% <1+ ) (VE—VE=I)=1+/n—1L
=0k k=1

Donc u% <Z2n4+24vn—1lpour n > 1.Pour n = 1,ona bien u% = 4, quiest
égal au majorant.

2 —
5. Endivisant I'encadrement par Zn , on obtient 1_|_ o < Ua < 1_|_ + H2—=. Les deux

in
2
bornes tendent vers 1. Par le théoreme des gendarmes, ;&_ — 1.lLa fonctlon racine est continue
mn

Un A
enl donc —== — 1. Ainsi, u, ~ Vin.

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme, étude complete d'une suite

récurrente

Partie A.

1. La fonction f est paire, décroissante sur ]—co, 0] et croissante sur [0, +oo[ , de minimum

f(0) = % . Ensuite, fl£) -z = z2 — g‘ﬂ: +2 _ (z — 1)5';33 — 2 Cette quantité est positive
hors de ]1, 2[ et strictement négative sur 1, 2[ . Les points fixes sont 1 et 2.

2. Comme f est croissante sur [0, +oo[ , onobtient  £([0,1]) = [%: 1] ¢ [0,1]. puis
FL2]) = [1,2]. enfin, f([2, 4+oo[) = [2, +oo[ . Les trois intervalles sont stables.

Partie B.

1. Si ug € [0,1[, rintervalle [0, 1] eststable, car f([0,1[) = [%: 1[ . Sur cet intervalle,
f{;t?:l — x > [, donc la suite est croissante. Elle est majorée par 1, donc elle converge vers
£ e [UD, 1] . Par continuité de  f, £ estun point fixe. Donc  tu, —+ 1.



2. Si ug € J1,2[, lintervalle  ]1,2[ eststable, car f(]1,2[) = Ji,2[ . Sur cet intervalle,
f{a:} — x < [0, donc la suite est décroissante. Elle est minorée par 1, donc elle converge vers un
point fixe de  [1, UD] .0r Ug <2 Donc sy —+ 1.

3. Si ug>2, lintervalle ]2, 40| eststableet f(z) — x >0 surcelui-ci. La suite est donc
croissante. Si elle convergeait, sa limite £ > Up > 2 serait un point fixe : c'est impossible. Donc

Uy — +00,

4. Si Up < 0, alors Uy = f{u,:]:l = f{|u0|) car [ est paire. A partir du rang 1, la suite

coincide donc avec celle issue de |UD|. Si |’i'.£[:]| =1 ou |UD| = 2, la suite est constante a
partir du rang 1. En résumé : si |u0| <2,alors tgq — 1 ;si |UD| = 2, alors u, = 2
pour 1 =1 ;si |u0| >2,alors u, — =00, La figure ci-dessous illustre trois de ces
comportements.
T -
2.5 x?+2 /7
— flx)="—= p
3 ’
————— droite y = x 2 : répulsif £
2.0 A
1.5 1
1.0 1
0.5 1
0.0
,/, u0=0 U(J:]_,g UUZZ,].
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
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Partie C.

2 — _
1. Ona 4 41— — Un +32 3 — (un 1:'3':““ +1) . D'aprés la partie B, la suite est
mn
décroissante et w,, € [1, %].Donc 0<upy+1< g,et 0<wu,,1—-1< %{uﬂ —1).
n
. 1/5
Par recurrence, () < Uy — 1 < E(E)
mn

2. |l suffit que E(E) < 10 4 soit n ln5 > In 5000. Celadonne #n > 0,1803 ~ 46,7. Le

rang n — 47 convient.

3. Parrécurrence, g > 1 pourtout T, car U >1et u —1ale signede g, —1.0n
0 n+1

U —1
peut donc écrire ntl L 1. Or %, — 1 .Donc ce quotient tend vers 2 . Par
n

Up —1 3 3
ailleurs, f’{;@ = % , donc f’{l} = % <] et f’{g} = %} 1. Ainsi, prés de 1, I'erreur est

y a chaque étape : le point fixe 1 est attractif. A l'inverse, prés de 2, 'écart

multipliée par environ

2

est multiplié par environ % : le point fixe 2 est répulsif. Sur la figure, les marches rétrécissent pres
mn

de 1 et s'agrandissent en s'éloignant de 2. Notre majoration par (g) est donc prudente : le vrai

facteur se rapproche de % .

Untl — £

Yy tend vers f’{f} ; sa valeur mesure la vitesse de
oy —

Point de méthode : le quotient

convergence géométrique.
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