Cours de maths en L1

Suites numeériques

l. Suites numériques : premieres définitions

Une suite numérique est une liste infinie de nombres réels, indexée par les entiers. Elle modélise une
évolution pas a pas : un capital année aprés année, une approximation qui s'affine, un algorithme qui
itere. Dans ce chapitre, toutes les suites sont réelles.

Définition :

Une suite réelle est une application #:N — R, " — Ux.Onla note ':”n:'n = [ Ou
simplement (uy) .Leréel Un estleterme de rang 7. Une suite peut aussi n'étre définie
qu'a partir d'un rang "

Une suite se donne de deux fagons. D'abord, par une formule explicite, comme g = nt1 - Ensuite,
par une relation de récurrence, comme g = 1 et Uppq = VUn T 6 . La seconde forme est la
plus fréquente en pratique, mais elle est aussi la plus délicate a étudier.

1. Suites majorées, minorées, bornées

Définition :

. IO ¥ n e N, o
Lasuite (up) est majorée s'ilexiste M € R tel que . Elle est minorée s'il existe
yn < M
n € N, . L . . - .
m € [ tel que S om Enfin, elle est bornée si elle est a la fois majorée et minorée,
1R
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¥ on

autrement dit s'il existe K > 0 tel que : .
Jun| < K

L'équivalence entre les deux formulations de « bornée » est immédiate. En effet, si m < u, < M il
suffit de prendre K = max(|m/|, |[M]) .

2. Suites monotones

Définition :

v n, g ¥ on, !
et décroissante si . Elle est
> ' <
41 = Yn Y41 = Un
monotone si elle est croissante ou décroissante. On parle de monotonie stricte avec des inégalités

Lasuite {ty) estcroissante si

strictes.

Méthode :

Pour étudier le sens de variation de {4, ) , on dispose de trois outils.

e Etudier le signede UYpi1 — Unm

Unt1
Un

¢ Si tous les termes sont strictement positifs, comparer le quotient a 1.

*Si uy, = f(n), étudier les variations de f sur [0, +oof .

i)
Soit Up = ;_71 Pour m = 1, lestermes sont strictement positifs et ;:1 = TE—? < 1,car
n+1< 2n.Donc (Un)n > 1 estdécroissante. De plus, 0 < up < uy = % : la suite est

bornée.




Il. Définition de la limite d'une suite

Dire que g «tendvers £ » signifie que les termes finissent par rester aussi prés de £ qu'on le
souhaite. Pour rendre cette idée exploitable, on la traduit avec des quantificateurs. C'est la clé de tout le
chapitre.

1. Suites convergentes

Définition :

Soit £ € R.Lasuite (u,) convergevers £ si:

Ve>0,
d N € N,
Vo >N,
;lun_ﬁlig

On écritalors g, — £ ou lim u, = £. Une suite qui ne converge vers aucun réel est dite
divergente.

Autrement dit, pour toute tolérance &, tous les termes a partir d'un certain rang IV sont dans
lintervalle [£ —¢, £ +€].Lerang IV dépendde € : plus la tolérance est petite, plus il faut

n
attendre. Comme le montre la figure ci-dessous, pour ;= 1 4 (__'1_:'1 et € = 0,15, seuls les six
mn

premiers termes sortent de la bande.
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Montrons que 1, = QT?_I-_I_II converge vers 2. 0On calcule |’u,,,,1 — 2| = '.'QLH .Soit e=>0.
D'apres la propriété d'Archimede, il existe un entier N telque N = % Alors, pour tout
1 1 o -
n > N, ona |un—2|=:_iN—_|_l-:::E=:_i£.A|nS| Uy —+ 2.

Méthode :

Pour démontrer 1, —+ £ avec la définition :

1. majorer |ugy — £| par une expression simple Un qui tend visiblement vers 0 (par
exemple % ou %);

2. fixer €0 etrésoudre vy, < £, cequifournitunrang N explicite;
3. conclure par « pourtout 1 > N, |up — €| < v, < € ».

Inutile de chercher le plus petit W possible : n'importe quel rang qui convient suffit.




2. Unicité de la limite et conségquences

Théoréme :

Si une suite converge, sa limite est unique.

Démonstration :

£ — &

Supposons g — £ et Uy — #' avec E?‘é ¢’ Posons £ = ~ (0 - Il existe Ny

telque |ugy — €| < & pour n = Ny, et INg tel que |un—€f| < g pour = Ny,
Pour n = ma3x(/N1, Nq), l'négalité triangulaire donne
1€ — 2" < |€ —up| + |up — £'] < 26.0r 26 <3e = |€ — £'| : cest absurde. Donc
¢=1¢".

Propriété :

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration :

Soit 1y —+ £.Avec £ = 1,ilexiste IN tel que |*u:ﬂ — €| < 1 pour mn = IN . Pources
rangs, |un| < |€]41.Parconséquent, K = max(|ugly.. . |up_1l €] +1) majore
|tp| pourtout m.
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Jo . n / . .
La réciproque est fausse. La suite ((—1)") estbornée par 1 mais elle diverge, comme on le verra
avec les suites extraites.

3. Limites infinies

Définition :

vV AeR, vV A ¢R,

IN N N
Lasuite {typ) tend vers —+co si ’;?, n ;I\T: . De méme, elle tend vers —co s ’;\?{ . !3_:’ N

1l :'_:’ A 1 Un S A

Une suite qui tend vers oo est divergente, puisqu'elle n'est pas bornée. Cependant, on dit qu'elle «
admet une limite » dans [g. Par exemple, Uy = ¥7 tendvers —+co :pour A >0 ,lerang
N = [ A2?7 convient,car n > A2 entraine v@i > A.

Ill. Opérations sur les limites et théoremes de comparaison

1. Opérations

Théoreme :

Soient Uy — £ et Uy —+ ¢’ avec £, ¢! réels, et X € R . Alors:

'un—l—’uﬂ—>€—|—€’et Aty — AL
o upu, = 22
£

i
osi £ ?é 0,alors vy ?é (0 a partir d'un certain rang et ﬁ — ra




Traitons la somme et le produit. Soit £ > 0 .llexiste V1 et Ny telsque |uy — £| < € pour
n 2 Nijet |v, - €f| < epour n = Ng.Pour n > max(INi, INqg], on obtient
(g + vp) — (€ + 8’)| < 2¢ .Comme € est arbitraire, la somme converge vers ¢ 4 ¢'.

Pour le produit, on écrit d'abord :
w, v, — L0 = u (v —E")—I—E"(u — 7)
mn T - T n n :

Ensuite, () converge, donc elle est bornée par un réel K > 0. Ainsi, pour
n > max(N1, Ng),ona |upu, —£ €| < (K +|€)e. Laconstante K + |£'| ne
dépend pas de £, ce qui conclut.

Les régles s'étendent aux limites infinies : par exemple, oo + # = +oo et £ x (—i—m} = oo

si # > (. En revanche, quatre situations ne permettent pas de conclure directement. Ce sont les
formes indéterminées : oo — oo, 0 x oo, % et 22 .1l faut alors transformer I'écriture, par

exemple en factorisant le terme dominant.

Pour w,, = Wn2 4+ n —n ,onauneforme ©o — oo . On multiplie par la quantité conjuguée :

*

u. = n — 1 _}l
T ‘fﬂz—l_ﬂr—l_ﬂr .-']__i_%_i_l 2

2. Passage a la limite dans les inégalités
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Propriété :

Si g, — £, Uy — 7 et Uy < Uy apartir d'un certain rang, alors ¢ < i

Démonstration :

La suite Wyp = Uy — Uy est positive a partir d'unrang "'( et convergevers j, — g/ _ g.

Supposons I, <0 etprenons g = _% .Pour 7 assezgrand, tw, < L +¢& = %{ 0. C'est

contradictoire avec Wy, = 0U.Donc L > 0.

Les inégalités strictes deviennent larges a la limite. Par exemple, % ~( pourtout n =1,
pourtant la limite vaut 0.

3. Théoreme des gendarmes et comparaison

Théoreme :

Théoréme des gendarmes. Soient trois suites telles que Wy < Uy < Uy a partir d'un certain
rang. Si (wy) et (wy) convergent vers la méme limite £, alors ({wy,) converge aussi vers

Démonstration :

| m

Soit & >0 .Pour 7 assezgrand,onaalafois £ —g < Wy, Up < £ + & et I'encadrement.



I Donc £ —& < up < £ +¢, cest-adire |uy — £ < €.

La figure ci-dessous illustre ce théoréme pour 1, — Si% % coincée entre _% et % . On en déduit
que U, — 0, alorsque (sin n) n'a pas de limite.
1.00 - — Vp=1/n
0.75 - wn,=-=1/n
e Uu,=sin(n)/n
0.50 1
0.25 -
0.00 S ettty
—0.25 -
—0.50 1
—0.75 1
—1.00
0 25 30 35 40

rang n

Corollaire :

Comparaison. Si |u, — | < a,, apartird'uncertainranget o, — 0, alors u, — £.De
méme, si Uy 2 Uy, apartird'un certainrang et ¥y — +00 ,alors g — 00,

Pour m = 1,ona n! > n.Eneffet, les facteurs 1,2,..., n—1 sonttous supérieurs ou
égaux a 1.Parcomparaison, n! — 4oo.
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IV. Borne supérieure et théoreme de la limite monotone

Les théoremes précédents supposent la limite connue d'avance. Or on a souvent besoin de prouver qu'une
suite converge sans connaftre sa limite. C'est ici qu'intervient la propriété fondamentale de [ : toute
partie non vide et majorée admet une borne supérieure, c'est-a-dire un plus petit majorant.

1. Le théoreme de la limite monotone

Théoreme :

Soit () une suite croissante.

. . Uy
e Si (un} est majorée, elle converge vers £ = sup n e N
]

e Sinon, elle tend vers oo .

De méme, une suite décroissante minorée converge vers sa borne inférieure, et une suite
décroissante non minorée tend vers —o0

Démonstration :

Un
)T
donc il posséde une borne supérieure #.Soit £ =0 .Comme # — g n'est pas un majorant de
B ilexiste N telque Uy > £ — £ Ensuite, pour 1. = NN, la croissance donne
Up 2 Uy > £ —& . Deplus, up < £ puisque £ majore E . Ainsi |u, — €] < £ pour
n = N,

Supposons {un:l croissante et majorée. L'ensemble £ = { JE N est non vide et majoré,

Supposons maintenant (un] croissante et non majorée. Soit A £ [K.Puisque A ne majore
pas la suite, il existe IV tel que U pr = A par croissance, Up = U pp > A pour tout
n = IN .Donc Ugm —+ +00 .




b1
. _ 1 , . _
Soit Up = ,E'E:]_ 12 - La suite est croissante, car U, 41 — Up = (n+1)? >0 Pour k=2,
Lo 1 L 1w L La suit
ona 13 S F(r—1) = k—1 k- Partélescopage, y, <141 -7 < 2 Lasuite converge

donc, versunréel £ < 2.

La figure ci-dessous montre cette suite croissante qui s'approche de sa borne supérieure sans la dépasser.
Le théoréme donne I'existence de la limite, sans en fournir la valeur exacte.

O B
1.8 1
1.6 A .........oi-.oo.
e @
e ° ®
1.4 - . *
---- majorant 2
1.2 - ¢ —— borne supérieure { = supu,
) n
n
o u,= ) 1/k?
1.0 e ! kgl
0 5 10 15 20 25

rang n

2
6 ’
théoréme est précisément de prouver la convergence sans connaitre la limite.

On peut montrer que # — mais c'est hors programme a ce stade de I'année. L'intérét du
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2. Suites adjacentes

Définition :

Deux suites () et (vy,) sontadjacentes sil'une est croissante, l'autre décroissante, et si
Up — Uy — 0.

Théoreme :

Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite £.Si {u,) estla croissante, on a de
plus gy < £ < v, pourtout 7.

Démonstration :

Supposons () croissante et (v, ) décroissante. La suite d, = vy, — Uy, est décroissante,
comme différence d'une suite décroissante et d'une suite croissante. Elle tend vers [, donc
d, > 0 pourtout 7, parpassage ala limite dans d,, < d, pour m > 7 .Par conséquent,
Uy < Uy = Up S Vg Ainsi (uy,) est croissante et majorée par  Uq : elle converge vers £
.Deméme, (vy) convergevers ¢/ .Enfin, #/ — £ = limd,, = 0.L'encadrement découle de
Uy < sipuk = £ 4 up > 11;1:ka = £

n
1
Pour m 21 ,posons Un = kz_:g et uy, = u, + ﬁ .Lasuite (uy) croft. Un calcul
- -1 . 1 .
directdonne v, q — Up = D) (D) < O.Enfin, vy —up = —— — 0. Les suites

sont donc adjacentes. Leur limite commune est le nombre 2.




Comme le montre la figure ci-dessous, les deux suites se referment rapidement sur leur limite commune.
Chaque couple (ty, Uy ) fournit ainsi un encadrement de €.

-==- |imite commune e
—e— U, croissante
—m— Vv, décroissante

o— o ----

V. Suites extraites et théoreme de Bolzano-Weierstrass

1. Suites extraites

Une extraction est une application @ :IN — [N strictement croissante. La suite ':U(P,:n):' est
appelée suite extraite (ou sous-suite) de {un} . Par exemple, {uﬁn} et {U3n+1} sont
extraites de (U, ) .

Lemme :
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Si ¢ estune extraction, alors @{n) > n pourtout n € IN.

Démonstration :

On raisonne par récurrence. D'abord, @{0) > 0 car @(0) € N.Ensuite, si w@(n) > =, alors
@(n+1) > @(n) > n.Comme ce sont des entiers, @(n+1) > n +1.

Proposition :

Si uy — £ (avec £ réel ou infini), alors toute suite extraite de () tend aussi vers £.

Démonstration :

Traitons # réel. Soit £ =0 et IN telque |un — €| < & pour =N Pour n>= N, le

lemme donne @(n) > n > N . Donc |U¢P(ﬂ) — £ <,

Méthode :

Pour prouver qu'une suite diverge, il suffit d'exhiber :

¢ deux suites extraites qui ont des limites différentes ;
® 0OU une suite extraite qui n'a pas de limite.




. n 2
Soit uy, = (—1) nL—H . D'une part, Ugy = Tﬁ-l —s 1 . D'autre part,
2p+1

Ugpy1 = ~5pgg —* —1-Les deuxlimites différent, donc (ug) diverge.

La figure ci-dessous sépare les rangs pairs et impairs de cette suite. On y voit deux « branches » qui
s'accumulent autourde 1 etde —1.

1.0 ------"'“.““;“';"“.““;“".““.‘“'5““0“"6'“6‘“1‘“‘6'“o'
= °
4+ 0.51
E
IS ® Uuy,—1 (rangs pairs)
c = -
- 0.0 1o B Uyp.1— — 1 (rangs impairs)
I
Il
| —0.54 =
3
" u
S o J S — !____.____.____!____.____.____!___!___J___I___l.__j__.
0 5 10 15 20 25 30

Si (tg,) et (g, 1) convergent verslaméme limite £, alors (uy) convergevers £.

Démonstration :

Soit &0 .llexiste IN71 tel que |u2p—€|€_‘i£ pour p = IN1,et INg telque
ng+1—€| < €pour p = Ng. Posons N = max(2N1,2Nq+1).Tout n > N
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Is'écrit 2pavec p > Nip,ou 2p+1avec p = INg. Danslesdeuxcas, |up—£|<e. ‘

2. Le théoreme de Bolzano-Weierstrass

Théoreme :

Bolzano-Weierstrass. De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration :

On procéde par dichotomie. Soit @y < g < bp pourtout 7. Lintervalle [ag, by] contient une
infinité de termes, au sens d'une infinité d'indices. On le coupe en deux moitiés : I'une d'elles contient
encore une infinité d'indices, on la note [al, 51] . En itérant, on construit des intervalles emboités

“p

[ak, b;;] , de longueur , qui contiennent chacun une infinité d'indices.

ok

Ensuite, on choisit (0) = 0, puis @(k) > @(k—1) tel que U, (p € [y PE]. Ce choix est
possible car il reste une infinité d'indices. Les suites {ak} et {b;:} sont adjacentes : {ak] croft,
(br) décroitet by —ap — 0. Elles ont donc une limite commune £ . Enfin,
&g < u-:pl:k:l < 0k, etles gendarmes donnent ”tp(;ﬂ — £

Le théoreme affirme I'existence d'une sous-suite convergente, sans en donner la limite. Par exemple,
{sin n) est bornée : elle admet donc une suite extraite convergente, alors qu'elle-méme diverge.




VI. Suites récurrentes u(n+1) = f(u(n))

On étudie ici une suite définie par g et Uyt = f{un} ,ou | estune fonction réelle. La
démarche est toujours la méme, et le dessin guide le raisonnement. Dans cette partie, on utilise la
continuité au sens intuitif vu au lycée ; elle sera étudiée en détail au chapitre suivant.

1. Bonne définition et limites possibles

Unintervalle I eststablepar fsi f(I) C I.Si gy € 1 et I eststable, une récurrence
immédiate montre que la suite est bien définie et que uyn £ I pourtout 7.

Théoreme :

Si tup —+ £,si £ ¢ I etsi [ estcontinueen £, alors f(£) = £ :lalimite est un point
fixede f.

Eneffet, U,y 7 — £ comme suite extraite, et f(up) — f(£) par continuité. L'unicité de la limite
donne f(€) = £ . Ce résultat réduit la recherche de la limite & la résolution d'une équation. Cependant,
il ne prouve pas la convergence.

2. Monotonie

Soit I un intervalle stable contenant .
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 Si f estcroissantesur I,lasuite () estmonotone: croissantesi Ui = Ug,
décroissante si U1 = g,

e Si f estdécroissante sur I, les suites {ugn} et {“2n+1:' sont monotones, de sens
contraires.

Démonstration :

Supposons | croissante et Uq > Ug.Si Upaq 2 U, alors f{’un+1} = f{’un} soit
U, g 2 U, . Laréeurrence conclut. Si f est décroissante, f © f est croissante, et on
applique le premier point aux suites {ugn} et {u3ﬂ+1},quivériﬁent

Upg1 = (F @ F)(vn).

Méthode :

Plan d'étude de Uptl = f{uﬂ} :

1. trouver un intervalle stable I contenant g ;

2. chercher les points fixes de f dans I etlesigne de fI::I?:l -

3. établir la monotonie (sens de variation de f ou signe de fI::t?:l —xT):

4. conclure avec le théoreme de la limite monotone, puis identifier la limite parmi les points fixes.

Soit Up = 0 et Upiq = VUn + 6 . Lafonction f:x — /& + 6 estcroissante, et
lintervalle [0, 3] eststable, car f(0) = v6 > 0 et f(3) = 3.Comme u; = V6 > ug,
la suite est croissante. Elle est majorée par 3, donc elle converge vers £ € [0, 3] . Enfin,

£ = F ft6donne g2 _p_g—p,s0t £ =3 ou £ =—-2.Donc £ =3.

La figure ci-dessous représente cette suite par un diagramme en toile d'araignée. On part de g sur
I'axe des abscisses, on monte jusqu'a la courbe, puis on revient horizontalement sur la droite % = I,
En répétant, on voit les termes s'approcher du point fixe.



41 — y=Vx+6

N y:x

® pointfixel=3

3_

--/
2_
1_
0

Ul Ui u>

0.0 05 10 15 20 25 3.0 35 4.0

VIl. Suites arithmético-géométriques et récurrentes linéaires
d'ordre 2

1. Suites arithmético-géométriques
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. — b
Soit U,y = 8 Up+b, avec a?él.Notons c =112

¢ = ac + b . Alors lasuite ¥m = Up — C est géométrique de raison @, et:

, 'unique solution de

un:c+a”(u0—c)+

En effet, en soustrayant ¢ = ac +b a Uy = O Ug + b, on obtient
Up i1 — ¢ = a{tp — ¢} . Par conséquent, si |a| <1, lasuite convergevers c.Si |a|>1 et
Ug ?é c , elle diverge.

2. Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

On considére maintenant la relation U, 4o = G U, 41 + bup,ol @ et b sontréels, avec
b ?é 0. On cherche d'abord des solutions géométriques 1, = 7™ . En substituant, on trouve la
condition r2 = ar +b.

L'équation caractéristique de la relation %, o = G U, 1 T btm est 2 _gr —b = 0.

Théoreme :

Soit A = aZ + 4p le discriminant de I'équation caractéristique.

* Si A0, deracines réelles rl?é Ty Up = AT +ury.
*Si A =0,deracinedouble 7 : un = (A4 pn)rt.
eSi A < 0,deracines i E:I: o Uy = I,Dn (}1 COSI:TL&:I + I Siﬂ(ﬂlsl:l\) .

Dans chaque cas, A et /M sontdes réels, uniques, fixés par “p et Uy,




Traitons le premier cas. Les suites {71') et (r&) vérifient la relation, et toute combinaison

A rf‘ + 1‘5" aussi, par linéarité. Ensuite, le systéme A + u = g, A YT HTy = U a
une unique solution, car son déterminant "3 — 71 est non nul. Enfin, une suite vérifiant la relation
est entiérement déterminée par UYp et U1, par récurrence. Donc (uy) coincide avec la
combinaison trouvée. Les deux autres cas se traitent de méme : dans le deuxieme, on vérifie que

(n r™) estsolution gracea 2+ = a ; dans le troisiéme, on prend les parties réelle et imaginaire
de (petd)".

Soit Ug =1, u; =4 et Uy ng=05uU, 1 —Oup Léquation r2—5r+6=20a
pourracines 2 et 3.Donc wu, = A2" + 3" avec A+ pu=1let 24 +3u =4 .0n
obtient u = 2 et } = —1, soit unzﬁ-Sn—En.Onvériﬁe:

Uy =5x4-6=14=18-4

Ce qu'il faut retenir

Ve >0,

-
La définition quantifiée . : est la base de toutes les démonstrations du chapitre.
¥n> N,

J|un_€| E E

La limite est unique, et toute suite convergente est bornée ; la réciproque est fausse.

Les opérations sur les limites se démontrent avec £ ; les formes indéterminées demandent une
transformation d'écriture.

Le théoreme des gendarmes et la comparaison donnent une limite a partir d'un encadrement.

Une suite croissante majorée converge vers sa borne supérieure : c'est la conséquence directe de la
propriété de la borne supérieure.

Deux suites adjacentes convergent vers une méme limite, qu'elles encadrent.
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¢ Deux suites extraites de limites différentes prouvent une divergence ; toute suite bornée admet une
suite extraite convergente (Bolzano-Weierstrass).

e Pour HU,4q = f{un:‘ : intervalle stable, points fixes, monotonie, puis limite monotone.

e Arithmético-géométrique : on se raméne a une suite géométrique via le point fixe ; ordre 2 : on
résout I'équation caractéristique r2 = ar +b.

Questions fréquentes sur suites numériques

Faut-il toujours utiliser la définition avec epsilon pour prouver une convergence ?

Non. La définition sert a démontrer les théoremes généraux et a traiter les cas simples demandés

explicitement. Dans la pratique, on utilise ensuite les opérations sur les limites, les gendarmes ou la limite

monotone. En revanche, un énoncé qui dit « avec la définition » exige un rang IV construit a partir de
£.

Une suite bornée est-elle forcément convergente ?

Non. La suite {{—1} :1 est bornée par 1 mais elle diverge, car ses termes pairs valent 1 et ses
termes impairs valent —1. Une suite bornée admet seulement une suite extraite convergente, d'aprées le
théoreme de Bolzano-Weierstrass. Il faut la monotonie en plus pour conclure a la convergence.

Comment montrer qu'une suite n'a pas de limite ?

La méthode la plus slre consiste a trouver deux suites extraites de limites différentes, par exemple les
termes de rang pair et de rang impair. Une autre option est d'exhiber une suite extraite qui n'a pas de
limite. Si la suite n'est pas bornée, elle diverge aussi, mais elle peut encore tendre vers oo .

Pourquoi la limite d'une suite u(n+1) = f(u(n)) est-elle un point fixe ?

Si up — £ etsi f estcontinueen £, alors f(un) = f(€).0r f(un) = u, 1 tendaussi
vers £,donc f(€) = £ par unicité de la limite. Attention : ce résultat identifie la limite possible, mais
il ne prouve pas que la suite converge.



Pour aller plus loinen L1

¢ Les énoncés : exercices de maths en L1 sur suites numériques

e Les solutions : corrigé des exercices sur suites numériques

e A maitriser avant : Nombres réels et borne supérieure, Entiers naturels, récurrence et
dénombrement

e Chapitre précédent : Nombres réels et borne supérieure

e Chapitre suivant : Limites et continuité des fonctions

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.
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https://mathovore.fr

