Corrigés des exercices de maths en L1

Suites numeériques

Corrigé de I'exercice 1 : Monotonie et bornes de trois suites

_ Ant3) =5 9 _—5_ Quand n augmente, —>— diminue, donc (up)

n+3 n+3 ) n+3 .
est strictement croissante. Par consequent, v, = Uy = 3 De plus, " >0,dou Uy <2

1. On écrit

.Lasuite (uy) eststrictement croissante et bornée : % < Uy <2

Ynt1 n+1
U = E . Or

7+ 1 < 2n équivauta n = 1.Donc Y,4q < Uy pour m = 1, avec égalité seulement

2. Ona ’UD:D,puis Up =0 pour m =1 .Pour n = 1,o0ncalcule

pour 1 = 1.Ainsi vg = 0< Y] = Uy = % , puis la suite décroit. Elle n'est donc pas

monotone sur N, mais elle est décroissante a partir durang 1 .Enfin, 0 < v, < Uy . La suite
(vy,) est décroissante a partir du rang 1 et bornée: 0 < v, < % :
3. Ona Wo, = 2P et Wopt+1 = —':EP—H} . D'une part, pour tout réel R[4 , il existe P tel
que 2p =M :la suite n'est pas majorée. D'autre part, de méme, elle n'est pas minorée. Enfin,
Wy = 0, wy = —1 et Wn = 2 : elle n'est pas monotone. La suite {wﬂ) n'est ni
monotone, ni majorée, ni minorée.

Corrigé de I'exercice 2 : Convergence par la définition epsilon

1. On calcule:

3n —1—3(n+2) _7
un—gz nto :n+2?dOHC|UR—3|=n+2

m|—~T

Soit & >> 0. La condition 7 < g équivauta 4 >

oy R — 9 . D'apres la propriété d'Archiméde,
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il existe un entier py =

m|~]

.Alors, pourtout 7 > IN ,ona |uy —3| < €. Ainsi Uy — 3

2. Avec ¢ — 10—23, la condition devient n + 2 > 7000, soit n > 6998. Le rang
N = 6998 convient, et c'est le plus petit.

3. On multiplie par la quantité conjuguée :

_(ntl)—n 1 ,
Un = InFl+wm — Jntl+m

Le dénominateur est positif et supérieura 2+, car yn+1 = vi.Donc 0 < v, < L

= 3m
. : 1 5 1 ;
n = 1 .Soitensuite £>0.0na T < g desque n > 2ed - Prenons un entier

N = max(l, ﬁ) Pour m > IN,onobtient |vu, —0| < e.Donc v, — 0.

pour

Point de méthode : on ne résout pas |’Uln - €| < £ exactement quand c'est compliqué ; on majore
d'abord |ty — €| par une expression simple, comme au 3.

Corrigé de I'exercice 3 : Limite infinie par la définition

1. Oncalcule 52 _ 35 — %2 _ n E bn _ ﬂ(ﬂg_ej .Pour m > 0, les deux facteurs sont
positifs. Donc n2 — 3 > %2 pourtout n > 6.

2. Soit A >0.Posons IN = ma,}:(ﬁ, [ V24 -|jl Pour m = IN ,onad'abord n > &, donc

Ugy = %2 . Ensuite, n > V24 , donc %2 > A . Parconséquent, Uy = A . Pour A <0,
le méme rang convient, puisque ty = 0 désque 7 = 6 .Ainsi Uy — +00,
m2 " .
3.Pour m>1,0na n241>n?2e n+1<2n. Donc Up 2 5o = E.Smt A>=0
n

e
et N = max(l,[241).Pour n > IN,on obtient wﬂE%EA.Doc Uy —+ 00



Corrigé de I'exercice 4 : Calculs de limites

2
ey

1. On factorise par 5?2 : dy = . Le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers 2.

5
3

Donc Gy —+ %

T
2. C'est une forme @2 — o2, Avec la quantité conjuguée, bp = Jnitn + n = \./l-l-—l R 0
n

1
1_|_%_,1.Donc bﬂ—>§.

n . 1+g7
.cﬂzl_—n,avec g =

3. On divise par 3 .Comme 0 <g<1l,ona g" — 0.Donc

[ 1] N ]

Cpy —+ 1.

sin(x,) —sin 0

g . Ce taux

4. Posons x, = %,qui tend vers (0 sans s'annuler. Alors d, =

d'accroissement tend vers sin';{[]} — cos0 =1.Donc d, — 1.

5. Onécrit ¢ = exp(lnTﬂ) . Par croissances comparées, h"T” —y 0 . Ensuite, la fonction

exponentielle est continueen 0.Donc g, — el = 1.

Corrigé de l'exercice 5 : Encadrements et théoreme des
gendarmes

Lpour 1<k <n,ona n24+1<n24+k<n2+n.Donc 5oy < modE S magq- BN
sommant ces 7+ inégalités :

_n? g <

n2+n 2—1—1

1 1 R £
Les deux bornes valent 7 ¥ 1/n et 11 1n? elles tendent vers 1 . D'apres le théoreme des

gendarmes, S, — 1.

2. Par définition de la partie entiere, nx —1<| nz | € nz.Endivisant par n > 0, on obtient
L nz | < 4 . Leminorant tend vers =, et le majorant vaut . Donc L ne ]
n = mn

n
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3. Pourtout m > 1, I'inégalité triangulaire donne |[sin n + 2cosn| <142 = 3. Ainsi

sin m + 2cogm
T

3 3 . .
< = et - = 0 . Par comparaison, la suite tend vers 1[I.

Corrigé de I'exercice 6 : Comparaison et factorielles

1. Pour 1 <k <n,ona Vk < m,donc E%.Ensommant, uﬂE%:m.Or

Vi — -+oo. Par comparaison, Uy — +00.

il

T T
n! k 1 k
2. Onécrit pn = | I m=nX | | n . Chaque facteur % appartienta |0, 1]. Donc
k= k=1
i

1 1 n
0« % < % . Par les gendarmes, n_ — (1. Ensuite, % > m, quitend vers —+o0 . Ainsi
1 n '
% 3 et ?1—. — +oo.
2" _ 17 2 . 4 . .
3.0na 1 = H k-Pour m = 2, ceproduitvaut 2 = 5 .Pour 7 = 3, onisole le premier

E=1
et le dernier facteur :

T
2
n!

2
1

n
Les facteurs du produit restant sont dans |0, 1]. Donc < 2—. < % Par les gendarmes,

n
%—;D-

Corrigé de I'exercice 7 : Opérations sur les limites :

démonstrations

1. Appliquons la définition avec ¢ — %'} 0. Il existe IV tel que |uﬂ - ,g| < @ pour
n > IN . Par I'inégalité triangulaire, |£]| < |€ — uy,| + |uy|. Donc un| = |2 _|2_| — |§|

pour 7 > NN | En particulier, iy, ?é 0 pour ces rangs.



2. Pour n = IN ,ona:
2

1 1 _Ezupl _ 2
uﬂ—f‘ |“n||f| < 2| n_€|+

2
Soit £ =0 .llexiste ' tel que lu, — £] < % pour n > IN' . Alors, pour
n > max(INV, N'), 'écart est au plus €. Donc T%n — %
3. Soit K >0 telque |un| < K pour tout. 7. Soit €3> 0.llexiste IV telque |vp| < 7

pour m = IN . Alors |uy, vy < K - E:E.AIHSI Upy Uy — 0.

4. Prenons ., = {—1:{”’ et w, = {—1}"”'"‘1 . Ces deux suites divergent, car leurs termes pairs
et impairs ont des limites distinctes. Pourtant, g +vp = 0 et w, v, = (_1}2”"'1 = -1
. Ces deux suites divergentes ont une somme et un produit constants, donc convergents.

Corrigé de I'exercice 8 : Critere du quotient pour une suite
positive

1. Comme 0 < L <1, leréel g = L grifie L <g<1.Posons

2
g =g—-L = % == (. Par définition de la limite, il existe IV tel que

< L +¢& = g pour n > IN .Comme Uy >>0,onobtient _|_1-='~_iquﬂ pour
tout n = N.

2. On raisonne par récurrence sur % = IV .Aurang IV, l'égalité wu,r = q':] Uy est vraie.
Ensuite, si U, < g U gy, alors U, g <qu, = q’”"‘l_ U py - Ainsi

il
D{uni—ﬂq”ﬂr 0<g<1,donc g™ — 0. Parles gendarmes, u, — 0.

g
n3 +1 _ 5 10"
3. Pour Up = pa,ona E (1_|_n) _}E.Pour Wy, = Troona
r .
Ynt1 _ 10, (1. Dans les deux cas, la limite du quotient est dans [0, 1 . Donc n .0
Wn = mtl ' ! 2"
et 107

T Tt 0.
4. Pour la suite constante égalea 1, le quotientvaut 1.Pour Up = 7 (avec n = 1), ilvaut

"”*T'H —3 1 . Orla premiere suite tend vers 1 etlasecondevers +co.Lecas L = 1 ne
permet donc aucune conclusion.
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Corrigé de I'exercice 9 : Sommes des inverses et des inverses

des carrés

1
(n41)2

1. D'abord, K pt+1— K, = > 0 : |a suite est croissante. Ensuite, pour k& = 2 ,ona
k% > k(k—1), donc:

1 1 1
22 S E(e—1) = k-1

T

En sommant pour k& de 2 a 7, lasomme télescopique vaut | — % . Ainsi
K,<1+41- % = 9 _ % , Ce qui reste vrai pour 1 = 1 . La suite est croissante et majorée
par 2.D'aprés le théoréme de la limite monotone, (K ) converge, vers une limite

inférieure ou égalea 2.

An
2.0na Hyq, -H, = z T . Cette somme compte 7% termes, tous supérieurs ou égaux a
! E=n+l ! !
E.DOI’IC Hgﬂ_H'ﬂ :_:‘ ﬂ,}(ﬁ — E.

o —

3. Supposons que H,, — £ réel. La suite extraite {Hgﬂ} tend aussi vers # . Donc
Hon — H, — 0.0r, par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on aurait 0 > % :
c'est absurde. Ainsi  {F ;) diverge. De plus, elle est croissante. Si elle était majorée, elle
convergerait. Elle n'est donc pas majorée. Par le théoréme de la limite monotone,

H, =+ 4oo,

4. On raisonne par récurrencesur P .Pour p = 0,ona H1 = 1. Supposons
Hap 21 —|—§ . En appliquant le 2 avec 5, = 2% :

H2p+1=H2E7+(H2‘2P—H2P)21+g+%‘

Ainsi la suite extraite {HEP} tend vers oo, donc (FH ;) n'est pas majorée. Comme elle
est croissante, on retrouve I-Lr1 — oo,



Corrigé de I'exercice 10 : Un produit convergent

F
1. Tous les facteurs sont strictement positifs, donc P, > 0. Ensuite, PLH =1+ 2n1+1 =1.La
K
suite {Pﬂ} est donc strictement croissante.
2. Le logarithme transforme le produit en somme. Avec I'inégalité admise :
n
1 1
In P, = In( 1 —|— w—=1—-==
it} k 9
k=1 k=1

Ainsi In P, < 1. La fonction exponentielle étant croissante, on obtient P, < e,

3. La suite est croissante et majorée par €. D'apres le théoreme de la limite monotone, elle converge

vers £ = SUp Pr  Parpassage alalimite, P < e.Deplus, P > Py = %x 5 _ 15

4 — B
5.3
8}2 Donc E{Pﬁie

Corrigé de I'exercice 11 : Suites adjacentes et somme alternée

1. On ajoute deux termes, derangs 27n-+1 et 2Zn-42. Le premier est positif, le second négatif :

I G, =1 _ 1 _ 1 :
2n+2 2n = 2n+1 " 2042 T (2n+1)(2n+2)

A o 1 1
Deméme, 52n+43 =S+l = ~35,73 T 3n13 = [Znt)(ant3)"

2. D'apréslel, (Snoy,) eststrictement croissante et (S9p41) est strictement décroissante.

Ensuite, Sgni1 — So, = ﬁﬂ , qui tend vers [ . Les deux suites sont donc adjacentes.

3. Elles convergent vers une méme limite £ . Or ce sont les suites des termes pairs et impairs de
(5,,) . D'aprés la propriété du cours, (S,,} converge vers £ . De plus,

Son < £ < Sona1, d'amplitude 1 Cette amplitude est inférieure a L ges que

% +% 1 37 37 ° 1 319
n = g?OncaIculzlgSB = l—g—l—g @—I-g—‘ = ggPUls S = 55 +7 = 330
Ainsi =il < P < 250"
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La figure ci-dessous place les termes pairs sous la limite et les termes impairs au-dessus. On voit que

1 H 1 H A W 1 1
I'encadrement se resserre, mais lentement : I'amplitude ne décroit qu'en Tt

104 === limite commune /
m S,,,; décroissante
0.9 - ® S, croissante
|
0.8 1 5
|
|
0.7 | R . L . L T B O
00000""""
°
0.6 - °
0597 e
0 5 10 15 20 25 30

rang

Point de méthode : on peut montrer plus tard, avec l'intégrale, que # — In 2 ; I'encadrement obtenu
est bien compatible avec In 2 &2 0,633 .

Corrigé de I'exercice 12 : Irrationalité de e

| 1 , | | o
1. D'abord, u, 3~ up = gy >0 (up) eststrictement croissante. Ensuite, réduisons au

1
dénominateur n(n+1) (n+1)!. ona (ﬂ—ll—l)! = n(nTT)—:{nEll—le!' puis
L = T et 1 _ (n+1)” Ainsi :
(r+Dr+1 7 ne+lEe+DY T 0! T pat)n+) '
n2+n+n—(n—|—1)2_ 1

()

ntl T Un = T amd ) ()T = (e 1) ()t < U



Enfin, w, —u, = ﬁ — 0. Les suites sont adjacentes.

. Lasuite (uy) croltstrictementvers €.Donc %p < U,1q1 < €. Deméme, (uy,) décroit
strictement vers €, donc € < Up41l < Un.Ainsi Up <€ <VUppourtout n > 1,

. Supposons & =

=l

.Aurang ¢ ,ona ugﬁig{ug—l—ﬁ.Onmultipliepar g-gl>0:

qg-qlug<p-qg'<g-qlusg+1

g 1
g. . .
or g! ug = Z i est une somme d'entiers. Donc M = g - q! tg estun entier, et
0

k=
p - g! aussi. On obtient un entier strictement compris entre A et M + 1 :c'est
absurde.

. Donc & est irrationnel. Pour I'encadrement, on cherche 7 tel que n -n!> 1000 . Pour

n =5, 5x 120 = 600 ne suffit pas. Enrevanche, pour n = 6, 6 x 720 = 4320
convient. On calcule . — T0 4+ 704+ 3604120430+ 641 _ 1'?25[;?

2
vg = B2l 4 2 = U3 minsi 1957 < <UTEE soir 271805 < < 271829

, puis

Corrigé de I'exercice 13 : Divergence par les suites extraites

2p 2p+1
. Ona a?_‘p = Q—P-H. — ] et .:;,QP_H_ = _E—P-FQ
suites extraites auraient la méme limite. Donc (@) diverge.

— —1.Si (ay) convergeait, toutes ses

.Ona bep = cos(Zpm) = 1 et bep+3 = cos(2pm + m) = —1. Ces deux suites extraites
sont constantes, de valeurs différentes. Donc (&) diverge.

.Ona Cgp = 4p — +o0 g Cop+1 — 0. pinsi (cp,) n'est pas bornée, donc elle diverge. Si
elle tendait vers +-co , toutes ses suites extraites tendraient vers 4o, ce qui est faux pour
(Cgp+1:' .Lasuite (c,) diverge et ne tend pas vers —+co.

. Notons £, £g9 et £3 leslimitesde (un, ), {“2n+1:' et {ug, ). lasuite (ug,) est
extraite de {ugﬂ} ,car 6n = 2 -3n. Elle est aussi extraite de {ugn} ,car 6n = 3-2n.
Donc €1 = £3.De méme, {uﬁﬂ_'_g} est extraite de {ugﬂ_H:l , car

6n +3 = 2(3n+1) +1,etde (ug,),car 6n +3 = 3(2n+1).Donc €9 = £3.
Ainsi £1 = £ . Par la propriété des termes pairs et impairs, (u,) converge.
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Corrigé de I'exercice 14 : La suite (sin n) diverge

1. Lessuites (sin(n+1)) et (sin(n—1)), > 1 sont des décalages de (sin 1) . Elles tendent

donc aussi vers £ . Par conséquent, sin{ﬂ_—l—l] —sin{n—1) — 0.0r sinl ?é 0, car
sin{n+1) — sin(n—1) 0

0 <1< .Donc cogn — o 1

2. D'une part, (sin{2nj} est extraite de (sin n), donc elle tend vers £ . D'autre part,
sin(2n) = 2sinncosn — 2£ x 0 = 0. Par unicité de la limite, ¢ = (.

3. On aurait alors 5.11‘12 n 4+ cogdn — 0 + 0 = 0. Or cette quantité vaut 1 pourtout 7.
C'est absurde : la suite l:sin n:l diverge. Elle ne tend pas non plus vers =, puisqu'elle est

bornée.

4. La suite est bornée par 1 . D'apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle admet une
suite extraite convergente.

Corrigé de I'exercice 15 : Lemme des pics et Bolzano-

Weierstrass

1. Lesindices Pj forment une suite strictement croissante d'entiers : k — P estune extraction.
Ensuite, Pk estunpicet Pg41=> Pg.Donc Up, 2 Ypy 1 - La suite extraite {Upk:‘
est décroissante.

2. Posons  @(0) = ny . Comme ©(0) = ny , cen'est pas un pic : il existe  m > @(0) tel que
Um > Y (0). Onpose (1) = m. Ensuite, onitére :si (k) > ngy est construit, ce n'est
pas un pic, et on choisit (k+1) > (k) avec Yip(k+1) = “o(k) . On obtient une
extraction ¥ telle que {utp(k‘j) est strictement croissante.

3. Soit la suite posséde une infinité de pics, soit elle en possede un nombre fini (éventuellement nul).
Dans le premier cas, le 1 fournit une sous-suite décroissante. Dans le second, le 2 fournit une sous-

suite croissante. Toute suite réelle admet donc une suite extraite monotone.

4. Soit {uy) bornée par K .D'aprés le 3, elle admet une suite extraite monotone, elle aussi



bornée par K . Si elle est croissante, elle est majorée, donc elle converge. Si elle est décroissante,
elle est minorée, donc elle converge aussi. On retrouve le théoreme de Bolzano-Weierstrass.

5. Supposons {un) non majorée. Montrons d'abord que pour tout .4 ettout IV, il existe
n > N telque g > A . Sinon, onaurait Uy, < max(d, Ugy - - o ’UfN_ljl pour tout 17,
ce qui est exclu. On pose alors {0} = 0, puis on choisit @{k+1) > (k) tel que
Yo(k+1) = k41 Ainsi Uo(k) = k pour k > 1.Par comparaison, Yol oo,

Corrigé de I'exercice 16 : Suite arithmético-géométrique

1. L'équation » = %c + 3 équivauta %c — 3.Donc ¢ = 6.

2. Oncalcule w —6 = %un +3-6= l{un —6) = %’Un- La suite (vy,) est

n+l = Yn4t

géométrique de raison é,de premier terme Yy = —4 . Donc Uy = 0 — 57

3. La suite (;—n) est strictement décroissante, donc () est strictement croissante. De plus,

;7 —+ 0. Lasuite (uy) croit strictement et converge vers 6.

4. On somme la formule du 2 :

S = 6(n+1) — Zn: &= 6(n+1) — 4(2 - Ql—n)

Donc Sﬂzﬁn—ﬁ—i—;—n.Vériﬁcation: S51=ug+uy =2+4 =256 etlaformule
donne 6 —2+2 = 6.

Corrigé de I'exercice 17 : Récurrences linéaires d'ordre 2 a

racines réelles

1. L'équation caractéristique r2 — 5+ + 6 = [ apourracines 2 et 3.Donc
Uy = A 2" 4 3" . Les conditions initiales donnent A 4+ =1 et 24 +3p = 4, d'od
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m
i =2et X = —1.Ainsi Uy = 9.3"% _ 9" — 3”(2 — (%) ) Le facteur entre
parenthéses tend vers 2.Donc u, = 2-3" —2" — 4oo.
2. L'équation r2 —4r 4+ 4 = D auneracinedouble r = 2.Donc w, = (A +un)2".
Ensuite, Vg = A =let vy = 2(1+pu) =4, dot u = 1. Vérification :
vp =4x4-4=12=3X4 ponc w, = (n+1) 2" = +co.

— 0 équivautd 9202 _y —1 = 0,s0it (r—1(2r +1) = 0. Les

[Nl

3. L'équation 2 — %?‘ —
- 1 1\" " _
racines sont 1 et —5 - Donc 4y, = A + J.-_,.;(_E) . Les conditions A + u = 3 et

—%| < 1, le second terme tend vers (.

P

2=

= 0 donnent & = 2 et X = 1.Comme

1'11
Donc Wy = 1_|_2(_§) — 1.

Corrigé de I'exercice 18 : Racines complexes et suite
périodique

1. L'équation caractéristique est r2 — r 4+1 = 0, de discriminant —3 . Ses racines sont
1+/3 _ + wr /3
7~ ° '

2. D'apréslecours,avec p =1 et 8 = E—T,ona Up = }ucos(%—ﬂ)—kgsin(%—ﬂ).wabord,
ug = A = 1. Ensuite, u1:%+H§:2,donc u = V3. 0n factorise par 2 :
_ofl _nm , V3_: nm) _ nT W
U, = Q(QCDS 3+ gsing | = QCDS( 3 3>.

Ainsi 4 — cos(%—ﬂ) + ﬂsin(%—ﬂ) = Ecos((n_gljw).

3. La fonction cosinus est 24 -périodique, et (ﬂ—l_eg_ljﬂ — [n_gljﬂ 247 . Donc

Upn+6 = Yn . On peut aussi le voir directement : Yy 43 = Yy g~ U, = ~Un, donc
YUp+6 = Yn . Les six premiers termessont 1,2, 1, -1, -2, -1,

4. Les suites extraites {UBP:‘ et {U5P+1:' sont constantes, égalesa 1 et 2 .La suite
(up) diverge.



Comme le montre la figure ci-dessous, les termes se placent exactement sur la sinusoide

+ gcos((t_gljfr) et reviennent tous les six rangs.

3 -
————— te 2cos((t—1)m/3) ® Up
2 1 "\ .r'.‘ ’.\ f.\
LY [ S ro
I fi \ ! ! \
] ‘.| 1 \ ! “ I 1
! ' ! \ I’ ' i "-.
e ¢ $ o s 8 9 ’
\ ] \ ) 1 ! \ I
"1 Jl ! ! \ 1 \ !
0 . ' ll _lI \ ! H f!
: ; 1 ; : ; : ;
\ rf ' ! \ 1 1 H
\ ' \ ' \ / \ 1
\ i 1 !
il I 4 N A O S
v ' H \ K ' /
\\ ’f '.\ ‘f "\ ;_; \\ ,‘"
—2 . L] '
| | 1 | | 1 | | 1
0 6 9 12 15 18 21 24
rang n

Corrigé de I'exercice 19 : Suite de Fibonacci et nombre d'or

1. Lesréels % et ¥ sontlesracinesde 2 —y —1 = (O, équation caractéristique de la relation.
Donc F, = XAem + ui)" Ensute, Fo=A+p=0e F1=2Xp+up=1.0n

obtient }l(({;._',glb:]:]_,avec fp—xlf;:xfg.Donc }L:%' Ju:—%.et
P _pr—g"
n — vE )

2.0na @>>1,donc ™ — 4co.Deplus, -1 <Y <0,car 2 <5 < 3.Donc ralbn—mj
. Par conséquent, F',, =+ +co,

3. Pour = 1,ona Fy, = 1.0ndivise numérateur et dénominateur par @™ :
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Fn—i—l — ¥
r (

— | G
;3\-.__..-'

Gle [T

F'."l-l—l
Fy

Comme

A

Bl <1 les puissances tendent vers (1. Donc

k)
orl _ L 1 _1
Fam BT B S B2
% de N Deux entiers distincts ne peuvent pas vérifier cette propriété
n
simultanément. Donc F';, est I'entier le plus proche de LA

VB

4, Ona ,car B = 2. L'entier F', estdoncaune distance

strictement inférieure a

Corrigé de I'exercice 20 : Etude de u(n+1) = V(2 + u(n))

1. Lafonction f estcroissante sur [—2, +co[.Pour = € [0, 2], onadonc
f0) < flz) < f(2) , soit v2 < flz) < 2. Ainsi f([0,2]) C [0, 2]. Ensuite,
ug = 0€ [0,2] etsi up € [0,2],alors %, = f(un) € [0,2]. Par récurrence,
0 < Uy < 2 pour tout 7.

2.0na Uy = V2 > uy = 0.Comme f estcroissante sur Iintervalle stable [0, 2], la propriété
du cours s'applique. La suite l:uﬂ:l est croissante.

3. La suite est croissante et majorée par 2 . D'aprées le théoreme de la limite monotone, elle converge
vers £ € [0,2].Lafonction f estcontinueen £,donc £ = 3 F £.Ainsi
p2 _p_9—_np,soit -2+ =0.0r £>0.Donc uy — 2.

4. On multiplie par la quantité conjuguée :

W, — 2
Up1 = 2=V24+un =2 =707

Comme %ty = 0, le dénominateur est supérieura 2 4+ 2 > 2 . Donc
1 , e 1
[, 1 — 2| < §lup — 2] Parrécurrence, |y, — 2| < = gn = on
1 —F R
an—1 < 1076 ¢quivauta 271 = 106.0r 919 — 524988 et 220 — 1048 575. La

majoration garantit |u, — 2| < 10—® pour tout 7 > 21 . Ce rang est suffisant, mais pas

. Enfin,

forcément optimal.



La figure ci-dessous représente la construction en toile d'araignée. Les marches montent vers le point
(2,2) , ce qui confirme la croissance et la limite trouvées.

2071 y=vV2+x
S y:x
® limitef=2
2.0 A
1.5 -
1.0 A
0.5 1
0.0
Uo (R U

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Corrigé de I'exercice 21 : Fonction décroissante et fraction
continue

1. Lafonction f est décroissante sur [0, +oof . Pour x € I',onadonc
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f() € flz) < f(%) , soit % < flx) < %.Ainsi F(I) C I .Ensuite, on calcule les

: . 1 2 3
premiers termes. On obtient Up =5 Up =3 et ug=g.
2. L'équation ¢ = 1_‘1_2 équivaut a g2 + # —1 = 0. Sesracines sont %ﬁ . Seule la
racine positive appartienta I, car % < % < 1 équivauta 2 < V5 < 3. Donc
_¥5—1
= =5
3. Pour z,%¥ € I,oncalcule:
f&) = £ = T a Ty = araa
(1+ z)(1 + y) (1+z)(14y)

or (1+2)(1+y) >2x5 =2 ponc |f(z) - fv)| < 2w —y-

4. Lestermes Ugq etle point fixe £ appartiennenta I .Donc
[y 1 — €l = [f(un) - FE)| < %|’u;f.rl — #£|. Par récurrence,

h
|’Un — £| < %) |u0 — £| .Comme (0 < % < 1, le majorant tend vers [ . Donc
5—1

Uy — £ = "FT
5. Aurang 0,ona ;—r; = % =1 = U Supposons 14, = izi;.Alors:
y =1 Fnta _ Futa2
ntl Fnt1i ™ Fpyo2+ Pyl = Fpgs
Fﬂ—|—2
Par conséquent, ?”E = 'L%n — % = 1@2 [ = E(E_,_l_‘_ 1 . On retrouve
” —
Faoy1 1+ 45 .
F, 72 —

La figure ci-dessous montre une toile d'araignée en forme de spirale, typique d'une fonction décroissante.
Les termes de rang pair et de rang impair se placent de part et d'autre de #.



1.1
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Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : discussion selon la valeur

initiale

1. Oncalcule  f(r) — ¢ = T2 — g‘ﬂ: +2 _ (#—Dla—2) | points fixessont 1 et 2.

3
De plus, f(r)— x>0 sur |—oo,1[ etsur ]2,4oo],et flr)—z <0 sur ]1, 2.

2

2 7 al* + 2 C g \ J ,

2.0na o, — ¢ ;‘ _ al =— = f(|af) - Considérons la suite (w?) de premier terme |al.
Elle a le méme terme de rang 1, donc elle coincide avec {uﬂ} a partirdurang 1 .Les deux
suites ont le méme comportement : on suppose désormais o = 0,
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3. Lafonction f estcroissante sur [0, +oof .Or f£(0) = % f(1) =1et f(2) = 2. Donc
2
]

f(o, 1) = [%: 1} et f([1,2]) = [1,2] Deplus, f{z) > 2 pour x > 2. Les trois
intervalles sont stables par .

4.5 0 < a<1,touslestermessontdans [0,1]. Surcetintervalle, f(x) — = > 0, donc
Ut 2 Up . La suite est croissante et majorée par 1 . Elle converge donc vers un réel
£ € [0, 1], qui est un point fixe, par continuité de f . Le seul point fixe dans [0, 1] est 1 :
la suite converge vers 1.

5. Si 1<a<2,lestermesrestentdans [1,2], o0 f{z) — = < 0. La suite est décroissante et
minorée par 1, donc elle converge vers un point fixe £.0r £ < Ug = & < 2 . Donc la
suite converge vers 1.

6. Si @ > 2,lestermesrestentdans [2, +oo[ ,ou f{z) — z > 0. La suite est donc croissante.
Supposons-la majorée. Elle convergerait alors vers un point fixe £ > Uy = & > 2, ce qui est
impossible. Elle n'est donc pas majorée. Par le théoreme de la limite monotone,

Uy —+ 0D,

7. llrestelescas o = 1 et g — 2 :lasuite est alors constante. Avec le 2, on obtient le bilan. Si
|a| < 2, la suite converge vers 1 ;si |a| = 2, elle est constante égale 8 2 a partir
durang 1 ;si |a|> 2, elle tend vers +co.

2
<%

r2—1 (z—D+1) r41
CE 3 5 3
Comme Uy € [0, 1], on obtient ?Jun—l—l — 1] < Zlup, — 1] Par récurrence, et puisque

o=t gt < (3) -1 < (9

8. Oncalcule  f(x) —1 = Pour z € [0,1],0na 0<

La figure ci-dessous réunit trois valeurs initiales. Partant de 0,1 oude 1,2, les marches convergent vers
le point fixe attractif 1 .Enrevanche, partantde 2,15 , elles s'éloignent de 2 et partent vers —oo .



3.0

— y=(x*+2)/3
S y:x
2.5 1
2.0
2 (répulsif)
1.5 A
1.0 A
/ 1 (attractif)
0.5 A
0.0{"
upgk=0,1 up=1,9 ug=2,15
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Point de méthode : le signe de f{x) — = donne 4 lui seul la monotonie sur chaque intervalle stable ;
c'est souvent plus rapide que le sens de variation de f

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : moyenne arithmético-

géométrique

1. Aurang 0,ona @3>0 et bg>0.Si an,>0et b,>0,alors ayb,>0,donc
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bpnt1 = a, b, estdéfini et strictement positif. De méme, @, 11 >>0 . Par récurrence, les
deux suites sont bien définies et strictement positives.

2. On développe le carré :

1 2 a, —2/ay by + b
Q(”'ann — \#bn) - g 51 g n - {In_|_1 — bn_|_1+

Cette quantité est positive. Donc bp+1 < @, 41 pourtout 7, et by < Gp par hypothese.
Ainsi b, < a, pourtout n.

3. D'une part, Gl = n = -2 ; - < 0.Dautrepart, bpti = ap by 2 by by = by,

car Gy = by etlaracine est croissante. La suite (o, ) est décroissante et (b,,) est
croissante.

4, Posons T = Oy et y = Jb,,avec £ =y > 0. Alors 0 <z —y <z +4vy,donc
(ﬂﬁ—y}g"j (xr —v)(r + v) = ap — by, . Avecle 2, on obtient

Uy — by

dr — b
I:]Egﬂ+1—bn+1€_: 5 . Par récurrence, [j-::_:gﬂ_bn::_: 0 J

Eﬂ

GD_ED

5. Le majorant o tend vers (. Par les gendarmes, @, — by — 0. Avec le 3, les suites

sont adjacentes : elles convergent vers une méme limite M(G&U, b[]:l , avec
by < M':a’[]a bo) < Gy .

6. On calcule gy = g et by = V& =2,puis a, = % et by = VE . D'aprésle 5, ona
by < M(4,1) < ay .Donc VB < M(4,1) < 3, s0it 2,236 < M(4,1) < 2,25,

7. Notons (al) et {bfq} les suites associées & A Gp et A bg . Parrécurrence, ah, = Aay, et
bl = A b, . En effet, m:}‘anﬂ—l'et Ay - Aby = Afay, by car
A > 0.Enpassant a lalimite, M(A ag, Abg) = A M{ag, bg).

La figure ci-dessous montre la convergence trés rapide des deux suites pour &y = 4 et bp = 1. Deés
lerang 3, elles sont presque confondues avec leur limite commune.



—m— g, décroissante
—e8— b, croissante
————— limite commune M(4, 1)

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loinen L1

e Le cours : suites numérigues, cours de maths en L1

¢ Les énoncés : exercices de maths en L1 sur suites numériques

o A maitriser avant : Nombres réels et borne supérieure, Entiers naturels, récurrence et
dénombrement

e Chapitre précédent : Nombres réels et borne supérieure

e Chapitre suivant : Limites et continuité des fonctions

e Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre
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