Exercices de maths en L2

Suites et séries de fonctions

Exercice 1 : Convergence des puissances sur le segmentde 0al

Pour n € Net = € [0,1],onpose f, (z) =z" et g (z) = z"(l-x).

1. Déterminez la limite simple  f de  (f.) sur [0,1].

. La convergence est-elle uniforme sur  [0,1] ? Sur [0,1] ?)ustifiez de deux fagons différentes.

N

3. Soit @ € 0,1[ . Montrez que l:fn:l converge uniformément sur  [0,a] .

. Calculez |9n|, sur [0,1] et concluez sur la convergence uniforme de (g,

S

Exercice 2 : Une bosse qui se déplace vers l'origine

Pour n > 1 et x € R, onpose fnliﬂ.?:l = l—l—nﬁ . La figure ci-dessous représente quelques-
unes de ces fonctions sur [0,3].
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1. Montrez que l:fn] converge simplement vers la fonction nulle sur [ .
2. Calculez  § (%) , puis |fn| . La convergence est-elle uniforme sur [ ?
n Lee]

3. Soit @ > 0. Montrez que la convergence est uniforme sur [a, +oo] .

1
4, Calculez ff (;p} dr et sa limite. Commentez.
mn
0

sin(n)

. Montrez que (fﬂ:l converge

1. Pour m =1 et = € R, onpose f {gg}: T
n

uniformément vers [J sur [F.

2. Etudiez la suite (f;{[ﬁl}} , puis la suite {f;{*rr}} . La suite ':f::,:' converge-t-elle simplement
sur &7



. 1 1 L
3. On pose maintenant gﬂ{gp} — /x4 —a Montrez que 0 < gﬂ{x} — || € & pour tout réel
T,

4. Qu'en déduisez-vous sur la dérivabilité d'une limite uniforme de fonctions de classe 1 ?

Exercice 4 : Produit de suites uniformément convergentes

Pour n > 1 et x £ R, onpose fﬂl:;t‘:l:,ﬂ:+%.

1. Montrez que l:fn] converge uniformément sur [ vers = — T .
2. Montrez que (fi;'l converge simplement sur [, mais pas uniformément.
3. Soit A > 0. Montrez que ':ff.%,:' converge uniformément sur  [—A, A] .

4. Soit (fn:l et l:gn:l deux suites de fonctions qui convergent uniformément sur I vers des
fonctions bornées f{ et @.Montrez que {fn gn:l converge uniformément vers fg sur I .

Exercice 5 : Convergence normale de séries trigonométriques

sin(nx)
1. Montrez que la série Z n2  converge normalementsur [.Onnote & sasomme.
n > 1
Justifiez que & est continue, impaire et 21 -périodique.

cos(nT)

2. Montrez que T(SF:' = Z —n3  definit une fonction de classe ¢l sur R etque
o e n=1
o0
3. Montrez que U{f»} = z m est continue sur [, puis que U{a::l — 0 quand
r — +oo. =t

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Exercice 6 : Continuité uniforme et théoreme de Heine

1. Montrez que la fonction 1+ — 12 n'est pas uniformément continue sur [k .

2. Montrez que, pour tous =,y = 0, |E — @| < x,."|$ - y|. En déduire que la racine carrée est
uniformément continue sur [EI, —|—0::1[ , bien qu'elle ne soit pas lipschitzienne.

3. Montrez que la fonction sinus est uniformément continue sur [ .

4. Montrez que  — Siﬂ(,:l_r) n'est pas uniformément continue sur ]D,l] . Pourquoi ce résultat ne

contredit-il pas le théoreme de Heine ?

Pour n € N et = € [, onpose fn{ﬂf«‘:l = a,r-:ta,n{na:} . La figure ci-dessous montre ces courbes

pour quelques valeurs de 7.

JT/2 ---mmmmmmmmmmm oo e enana
0_
— arctan(1lx)
—— arctan(4x)
—— arctan(20x)
12 - T ——— e




. Déterminez la limite simple [ de {fﬂ:‘ sur R.

. Sans calcul de norme, justifiez que la convergence n'est pas uniforme sur [k . Retrouvez ce résultat

en calculant f (%)
mn

% pour % >0, montrez que la

i

Soit @ = 0. En utilisant I'identité arctan t 4 arctan

convergence est uniforme sur  [a, 00| .

Pour

n>1et z€[0]l],onpose f (r)=ncz (1—z)" et g,z)=nz (1-z)" .

. Montrez que (fnjl et {gn) convergent simplement vers 0 sur [D,l].

1 1 1

. Calculez f;r;(]_—;]::]n dz . En déduire limffn et 11mfgﬂ.

0 0 0

La convergence de {fﬂ} est-elle uniforme sur  [0,1] ?

Calculez |E’ﬂ|m et sa limite. La convergence uniforme est-elle nécessaire pour intervertir limite et
intégrale ?

Exercice 9 : Limite d'une suite d'intégrales

Pour

1.

1
n € N,onpose [, = fliii‘”l
0

sur [0,1] . La convergence est-elle uniforme ?

Déterminez la limite simple de A, : & — l-|—1$n
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2. Montrezque 0 < 1—1, < nL—H Quelle est la limite de (£, ?
1

3. Al'aide d'une intégration par parties, montrez que 1 — I, = % — %f ln{l + ;En:, dar .
0

4. En déduire que I,=1- % + ,:;.(%) .

Exercice 10 : Deux séries de fonctions sur le segmentde 0O a1l

Pour n € N et = € [0,1],onpose up(x) = c™(1-x) et v, (c) = ;pﬂ(l_;p}g.

1. Calculez les sommes partielles de E Uy , PUiS sa somme S . La série converge-t-elle
uniformément sur  [0,1] ?

2. Calculez |%nl., et donnez-en un équivalent. La série E Uy converge-t-elle normalement ?
3. Montrez que E Uy, converge normalement sur  [0,1] .

4. Calculez la somme de Z Uy, et vérifiez qu'elle est bien continue sur  [0,1] .

Exercice 11 : Une série alternée de fonctions

n
Pour n > 1 et = > 0,onpose Un(r) = (_ij .
T T

1. Montrez que Uy, converge simplement sur [D, —|—r::o[ et que son reste vérifie

[Rp(x)| < 737 -Onnote S sasomme.
2. Montrez que la convergence est uniforme, mais pas normale, sur [0, +oof .

3. Justifiezque S est continue sur [0, +-oo[ et déterminez . —linl—oo S(z) |



4. Montrezque § estdeclasse (1 et strictement croissante sur [0, +cof .

5. Montrez que  S(x) + S(z+1) = —ﬁ_l pour tout x = 0. En déduire un encadrement de
S(z), puis un équivalent de S(zr) quand = — oo .

1. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur [0,1] qui converge uniformément sur [0,1] .
Montrez, a l'aide du critere de Cauchy uniforme, que la suite {fnlil:l:l converge et que (fn}
converge uniformément sur  [0,1] .

J_-'J'l
2. En déduire que la série ; ™ ne converge pas uniformément sur [0,1] .
mn
An ok
3. Retrouvez ce résultat directement : minorez sup E T etconcluez avec le critere de

Cauchy uniforme.

n

|5-]
[

4. Montrez en revanche que Z:.:;l n? converge normalement sur [—1,1].
mn

Exercice 13 : Fonctions en escalier et sommes de Riemann

Soit f une fonction continue sur [0,1] .Pour n > 1 et x € [0,1], on pose f@) = f(LT J)
n

. La figure ci-dessous représente f,g pour fl:ﬂ?:l = H—L:r :
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1. Montrez que |, _ L™ pourtout = € [0,1].

Al

=

2. Al'aide du théoréme de Heine, montrez que {fﬂ:l converge uniformément vers f sur [0,1] .

1 1
L 1 x—
3. Calculez ffﬂ et en déduire que ﬁg : _, ,/f
0 0

n_
_— L - 1
4. Application : déterminez ll_r}noo E_ i E

Exercice 14 : La fonction zéta de Riemann

1
Pour x £ [K, on considére la série Z}: n¥



1. Déterminez I'ensemble I} des réels I pour lesquels la série converge. On note {{:L?:l sa
somme.

2. Montrez que la série converge normalement sur [a, +oa[ pourtout a > 1.En déduire que ¢
est continue sur It .

3. Montrez que { estde classe ¢l sur I, etqu'elley est strictement décroissante.

, . I;
4. Déterminez . —%H}koo {l::ﬂ:l .

5. Montrez que g{g:j = ﬁ pour x >>1.En déduire que la convergence n'est pas uniforme sur
152

Exercice 15 : Somme d'une série par dérivation terme a terme

Pour m =1 et £>0,0npose wy,(r) = E_ﬂm

1. Montrez que Ugm converge normalement sur |a@, +oo| pourtout o 0.
mn 1

2. Montrez que la somme S estdeclasse ¢l sur ]0, +oo[ et calculez S’{a:} sous forme
simple.

4 - lim Sz
3. Déterminez T = doo '::'

o
1
4. En déduire que S{z) = —In({l1—e~7) pourtout x > 0, puis calculez Z m "
n=1

1. Soit z € [0,1]. En intégrant terme a terme une série géométrique sur [0,%], montrez que
0o (—1)" g2a+l
arctanr = Z T Ontl

n=10
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—17" p2a+1
2. Onpose 4, () = (%n——il

uniformément sur  [0,1] .

pour x € [0,1]. Montrez que Z Uy Cconverge

G
3. En déduire que Tntl — & -
n=>0

4. La série E Uy converge-t-elle normalement sur [D,l] ?

Exercice 17 : Moments nuls et théoreme de Weierstrass

Soit f une fonction continue sur [0,1] , a valeurs réelles.

1 1
1. On suppose que ff{;p} ™ dx = (0 pourtout £ [N.Montrez que ff P = [ pour
0 0

tout polynébme P .
2. Soilt (P) unelsuite de polyndémes qui converge uniformément vers f sur [0,1] . Montrez que
[ir [ 12
0 0
3. En déduire que [ est la fonction nulle.

4. Montrez que pour tout £ > 0, il existe un polynéme P tel que P(0) = f(0) et
if —P| _ <esur [0]].

Exercice 18 : Limite uniforme de polynémes sur la droite réelle

1. Montrez qu'une fonction polynomiale bornée sur [ est constante.

2. Soit (P une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément sur R vers une

fonction f.Montrez qu'il existe unrang IV telque P, — Py soit constante pour tout
n > N,



3. En déduire que f est une fonction polynomiale.

n
k
4. Montrez que les polyndmes iniﬂ-?:' = % convergent uniformément vers £XP sur
k=10
£
[0,1] , avec |exP — Qn|m < 1)t

5. La fonction exponentielle est-elle limite uniforme de polynémes sur [ ?

On définit une suite de fonctions polynomiales sur [0,1] par Py = O et, pourtout n € N :

D[t

Pri1(t) = Po(t) + 3(t = Po(t)?).

1. Calculez P17 et Pq.

2. Montrez par récurrence que, pour tout ¢ € [0,1], 0 < P,(t) < Ppryi1(t) < VE.0npourra
factoriser Vi — Ppi1(t) .

n
3. Montrezque [ < /F — Pn(f:' < ﬁ(l — g) :
N u\" g 2
4. Etudiez ¢ (u) = u(l — E) sur [0,1] eten déduire que |~ — Pol S 53 sur [0,1] .

5. En déduire une suite explicite de polyn6mes qui converge uniformément vers & — |a:| sur

[—1,1].

Pour n>1et £ €R,onpose tn(r) =e—%M etlonétudie S(x) = Z e T,
n=1
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Partie A : domaine et régularite.

- . . . 1
1. Montrez que la série converge si et seulement si x > [J. On pourra comparer uﬂ{:ﬂ} a nd

2. Montrez que la série converge normalement sur [f;&, —I—OO[ pour tout @ == 0. En déduire que
S est continue sur |0, +oof .

3. Montrezque S estdeclasse ¢l et strictement décroissante sur |0, 4-oo] .
Partie B : comportement en l'infini.

jece]
1. Montrezque €% S(z) =1+ Z e—olm—1) , puis que cette série converge normalement

n=21
sur [1, +oof .

2. Endéduire que S{zr) ~ e~ T quand T — 400 .

Partie C : comportement en 0.

+oo +oo
1. Soit x > (0. Justifiez I'encadrement f eVl dt < S(z) < / e—xVt d+.
1 ]

2. Al'aide du changement de variable ¢ — ;2 , calculez ces deux intégrales.
Ly 2
3. En déduire que  S(z) ~ =5 quand z — 0t.

4. La série converge-t-elle uniformément sur |0, o[ ? Justifiez de deux fagons.



Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : suites et séries de fonctions, cours de maths en L2

A maitriser avant : Séries & termes quelconques

e Chapitre précédent : Variables aléatoires discretes

e Chapitre suivant : Séries entieres

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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