Cours de maths en L2

Suites et séries de fonctions

. Convergence simple et convergence uniforme des suites de
fonctions

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de [£ non réduit a un point, et [K vaut [ ou C.Une
suite de fonctions est une suite ':fn:'n N d'applications de I dans [£. La question centrale est
simple : si chaque fn est continue, intégrable ou dérivable, la limite I'est-elle aussi ? Nous allons voir
que la réponse dépend du mode de convergence.

1. Convergence simple

Définition :

La suite {fﬂ} converge simplement sur I vers une fonction f : I — K lorsque, pour tout
z € T, la suite numérique l:fﬂl::t?}) converge vers  f{x) . Avec les quantificateurs :

Vreel
Ve >0,
AN €N,
Vn > N,

|f,(2) = f(z)] < e

Lerang IV dépendicide £ etausside . C'est précisément cette dépendance qui cause des
difficultés. En pratique, on fixe I et on étudie une suite de nombres : la convergence simple se traite
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donc avec les outils du cours sur les suites.

Posons f () = =™ sur [0,]] .Pour 0 < z <1,ona z™ — 0 .En revanche,
fﬂ(l} = 1 pourtout 7. Ainsi, l:fn:l converge simplement vers la fonction f nulle sur
[D,l[ etégalead 1 en 1.Chaque [, estcontinue, mais { nel'est pas.

mn

La figure ci-dessous montre ce phénomene. Plus % grandit, plus la courbe de fn se colle a I'axe des
abscisses. Cependant, elle remonte toujours brutalement jusqu'au point {1,1} :

1.0 = fi(x)=x!
— fH(x)=x?
0.8 — fs(x)=x>
— fio(x)=x1°
064 — folx)=x3
limite simple sur [0, 1[
0.4 -
0.2 1
0.0 A O
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2. Norme infinie et convergence uniforme

Définition :




Pour une fonction bornée g: ¥ — K, onnote 19, = ESLépI |9(z)| . C'est la norme infinie (ou

norme de la convergence uniforme) sur I'espace  B(I, K) des fonctions bornées sur I .

La suite {fﬂ:‘ converge uniformément sur I vers f lorsque fn — f estbornée 3 partir
d'un certain rang et que |fﬂ - f|m — 0 autrement dit :

Ve>0,
dA N €N,
Vn > N,
Vel

|f, () = f(z)] < e

La différence avec la convergence simple tient a la place de % x . Désormais, le rang ¥ convient
pour tous les i a la fois. Par conséquent, la convergence uniforme entraine la convergence simple, vers
la méme limite. Géométriquement, pour n = IV, le graphe de fn reste dans un tube de demi-
largeur £ autour du graphe de f comme le montre la figure ci-dessous.
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—0.5 1 tube de demi-largeur ¢
— |imite f

—1.01 fn pourn=N

0.0 05 1.0 l.|5 20 25 3.0 35 40

X
Méthode :

Pour étudier la convergence uniforme d'une suite {fn:l sur I :

1. déterminez d'abord la limite simple f, en fixant = ;

2. ensuite, majorez |fn(ﬂ?} - f{$}| parunréel @x indépendantde I et de limite nulle, ou
calculez |fﬂ - f|m par une étude de fonction ;

3. enfin, pour prouver qu'il n'y a pas convergence uniforme, exhibez une suite {:r:ﬂ} de points
de I telle que |fnl:$n:l - f{a:n}| ne tende pas vers 0.

Reprenons fﬂ(ﬂi‘} = ™ sur [0,1[, de limite simple nulle. Avec z,, = o~ 1fn ¢ [0,1[ - on
obtient fﬂ{xnj = % . Donc |fn|m > % il n'y a pas convergence uniforme sur [0,1] . En

— AL

revanche, sur [0,a] avec 0 <a <1,ona |fn|m —+ 0 dou la convergence uniforme.

De méme, posons gn{a:} = ™(1-x) sur [0,1] . La dérivée g;z':$:' = oz~ ln — (n+1)x)




annul B pinsi _n”l{:lt{) formément
sannuleen 77 . Ainsi, |g | _(n-l—l) mdl S mai-et L9,) converge uniformémen

o]
vers 0 sur [0]1].

3. Critere de Cauchy uniforme

Il arrive que la limite ne soit pas connue explicitement. On dispose alors d'un critére qui ne fait intervenir
que les fﬂ . Il repose sur la complétude de [ etde C.

Théoreme :

La suite l:fn:l converge uniformément sur { si et seulement si elle vérifie le critere de Cauchy
uniforme :

Vex>0,
d N e NN,
Jvn}mzNJ
Vzxel

Démonstration :

Si f, = f uniformément, soit £>0 et N telque |f (z)— flz)| < = pour m > N
et tout . L'inégalité triangulaire donne alors |fﬂ($“:l - fm(ﬂ?}| < € pour n,m = N,

Réciproquement, supposons le critére vérifié. Pour chaque I, la suite {fﬂ(ﬂ?}} est de Cauchy,
donc elle converge vers un nombre noté f{ﬂ:} . Fixons &, puis I donné par le critere. Pour

n > IN et x € I, faisonstendre m vers I'infini dans |fn|:ﬂ?:l - fm'(i?ﬂ < €. Nous
obtenons |fﬂ'($:' - f'@ﬂ < €, ce qui est la convergence uniforme.
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Il. Continuité uniforme et théoreme de Heine

La convergence uniforme a une cousine du coté des fonctions : la continuité uniforme. La encore, tout se
joue sur la place d'un quantificateur. Ce paragraphe prépare la preuve du théoreme de Weierstrass et de
nombreux exercices.

Définition :

Une fonction f:I — K est uniformément continue sur I lorsque

Vex>0,

2340 >0,

vaijIJ

e —yl <d=|f(e) = fly)l < e

Pour la simple continuité en chaque point, & dépend du point . Ici, au contraire, un méme §& sert
partout. Toute fonction lipschitzienne est donc uniformément continue : si |f{£:l - f(y:l| < k‘|a:—y| ,le
choix & = e / k convient.

La fonction carré n'est pas uniformément continue sur [ . En effet, posons Ty = T et
1 — : _ 1
Y, = n + 5 . Alors |$n ynl — 0, mais y%—ﬁ% = 2+n2 > 2.Aucun § ne
convient donc pour £ = 1. Pourtant, sur tout segment [—A, A] , elle est 2.4 -lipschitzienne,
donc uniformément continue.

Théoreme :




I Théoréme de Heine. Toute fonction continue sur un segment [a,b] y est uniformément continue.

Démonstration :

Raisonnons par I'absurde. Il existe alors & >> 0 et, pourtout 7 = 1, deux points
1 ,
Tpy Y, € [@,b] tels que Ty, — yﬂ| < get |[fley) - f{yﬂﬂ >€. lasuite (zy) est
bornée. D'aprés le théoreme de Bolzano-Weierstrass, elle posséde une sous-suite {xtp(ﬂ)} qui
converge vers unréel £, et £ € [a,b] car le segment est fermé.

Ensuite, Y,00) = io(n) + ':ytp(n) - xtp(’n}l} tend aussi vers £ . Par continuité de f en #,
la différence f':ftp(n):' - f(ytpl':nj:l tend vers 0. Cela contredit la minoration par €.

L'hypothese de segment est essentielle. Par exemple, + —s % est continue sur ]D,l] , Mais pas
1

uniformément continue : avec Ty =§

[flen) - fly )l =1.

1 _
et y = =7, ona E% yﬂl — 0 alors que

lll. Propriétés de la limite uniforme : les théoremes d'interversion

Voici le cceur du chapitre. Chacun des théoremes suivants autorise a échanger deux passages a la limite.
De plus, chaque hypothese d'uniformité est nécessaire : nous donnons a chaque fois un contre-exemple.

1. Continuité de la limite uniforme

Théoréme :

Si chaque fn est continueen a € I etsi l:fﬂ:l converge uniformément vers f sur T,
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alors f estcontinue en . En particulier, une limite uniforme de fonctions continues sur I est
continue sur 1.

Démonstration :

. - < E , .
Soit & > (0 . D'abord, choisissons 71 tel que |fn - f|oo = 3. Ensuite, par continuité de fn
en a,ilexiste §>0 telque |z —a| <4 entraine |f (z)—f (@) < = . Pour de tels =,
on écrit alors

|F(e) = fla)l < 17 (e) = F (@) +1f, (z) = f (a)| +|f,(a) = fla)] < e

Il suffit d'ailleurs d'avoir la convergence uniforme sur un voisinage de chaque point, par exemple sur tout
segment inclus dans I . La continuité est en effet une propriété locale. Par contraposée, on obtient un
outil tres efficace : si des fonctions continues convergent simplement vers une limite discontinue, la
convergence n'est pas uniforme. C'est le casde £ — =™ sur [0,1] .

2. Théoreme de la double limite

Théoreme :

Soit @ une extrémité de I, éventuellement infinie. On suppose que l:fn:l converge
uniformément vers f sur I etque, pourtout 7%, fn{x} tend vers un nombre E'n quand

£ — a . Alorslasuite (£,) converge versunnombre £,et f(z) = £ quand = — o .
Autrement dit :

Démonstration :



Le critére de Cauchy uniforme donne, pour #n,m > N ettout =, |f (z)—f ()| < e.En
faisant tendre & vers @, onobtient |£, — £,,,| < €. Ainsi, (£,) est de Cauchy et converge
versun £.Enfin, on majore |f(z) — £| par |f(x) — f @) +|f &) — La| +]€n — £] et

on conclut comme pour la continuité.

Sans uniformité, I'égalité tombe en défaut. Par exemple, avec fﬂl@t?:l =z™ sur [0l et a =1,
le membre de gauche vaut [, tandis que celui de droite vaut 1 .

3. Intégration sur un segment

Théoreme :

Siles f,, sontcontinues sur le segment [a,b] et convergent uniformément vers f sur [a,b],
alors

La fonction [ est continue d'aprés le théoréme précédent, donc intégrable. Ensuite, I'inégalité de la
moyenne donne

7fn—7f s7|f,ﬂ—f|s(b—a)|fn—f|oo£—>oo]0.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Le contre-exemple classique est une « bosse » triangulaire. Soit fn nulle hors de [[jj %] , affine sur
1] [1 2] (1) I ' l
=| etsur |z 2|, avec =] — p .Pour n > 2, l'aire dutriangle vaut 1 .Or, pour tout
[D, n n'm fn n n = 9 1 P

€ [0,1], fn{:lijl = 0 dés que % < et fn{[j:l = 0 . La limite simple est donc nulle,
d'intégrale nulle. La figure ci-dessous montre ces bosses qui s'affinent sans perdre d'aire.

8 - f> :airel
fa :aire 1l
fg :aire 1l

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Méthode :

b

Pour calculer limff sur un segment :
mn
a

1. cherchez la limite simple  § ;

2. si la convergence est uniforme, intervertissez directement ;
b

3. sinon, majorez f (f_ — f)| &lamain, par exemple en coupant [@,b] en une zone ou
n
o)

la convergence est uniforme et une petite zone ou fn reste bornée.




4. Dérivation

sin(nx)
T

La convergence uniforme de {fﬂ:l ne suffit pas pour dériver. Par exemple, f {:1?} —
n

. . 1
converge uniformément vers 0 sur R, car |f,| = 7 .Pourtant f;{[l} = 1 pourtout 7.
[eca]

C'est donc sur les dérivées qu'il faut imposer I'uniformité.

Théoreme :

Soit {fﬂ:‘ une suite de fonctions de classe ¢*1 sur l'intervalle I . On suppose que :

e ilexiste Ty € I telque (f, (zg)) converge;
* la suite {f;:l converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction 9.

Alors l:fn:l converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction f de classe ¢1,
/
et f = g.

Démonstration :

Notons £ = lim fn{i?,j) . La fonction & est continue, comme limite uniforme locale de

x
fonctions continues. Posons  f{z) = £ + f g{t) dt . Par le théoréme fondamental de I'analyse,
<0
T

festdeclasse clet f' = g.Deplus, f (x)=f (5q)+ ff;{t) dt . Ainsi, pour =
dl

dans un segment & contenant <y, de longueur L :

(@) = F@) < 1f,(wg) = £ + L sup 17l =gl

Ce majorant ne dépend pas de I ettend vers 0. Toutsegmentde I étantinclus dans un tel
5, la conclusion suit.
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Une limite uniforme de fonctions dérivables peut ne pas étre dérivable. Ainsi, + — rd + =5

converge uniformément vers 1 —* |x| sur [E.En effet, I'écart vaut < =,
g =1 24+ 1fnd |z = "

IV. Séries de fonctions et convergence normale

Soit (ty) une suite de fonctions de I dans I . La série de fonctions Z Uy estla suite de ses
i
sommes partielles Sp = Z UL . Tout ce qui précede s'applique donc aux Sy . Toutefois, les

k=0
séries possedent un mode de convergence supplémentaire, trés commode a vérifier.

1. Les trois modes de convergence

La série Z Uy

e converge simplement sur I si, pourtout x & I ,lasérie numérique E uﬂ{;ﬂ}
pace]

0.8]
converge ; on note alors 5{1?:' = Z ’t&n{:ﬂ:‘ et Hn{i?:' = Z "‘-ﬂ'r;‘.'@:' le reste ;
n=0 k=n+1
« converge uniformémentsur I si (5, ) converge uniformémentvers § , c'est-a-dire si
|Rn|m — 0.

e converge normalement sur I sichaque %n estbornée et sila série numérique
E U nverge.
|Un|,, converge

Théoreme :

La convergence normale entraine la convergence uniforme, ainsi que la convergence absolue en tout



point.

Démonstration :

Pourtout =, |[un(z)| < |Un|,, - Par comparaison de séries & termes positifs, E Uy (T)
converge absolument. Ensuite, pour tout I, ona

Ba@)l< S @< Y ju.

k=n-+1 k=n+1

Ce majorant est le reste d'une série convergente. Il est indépendant de I ettend vers 0, d'ou
|Hﬂ|OO — 0

Méthode :

Pour montrer qu'une série de fonctions converge normalement sur .J, cherchez une suite numérique
(ay) telleque |ugn(z)| < oy, pourtout x € J, avec E &y convergente. Souvent,
%n = |Ynl,, s'obtient par une étude de fonction. Si la série ne converge pas normalement sur
T tout entier, essayez sur les segments [a,b] C I ou surles intervalles [a, +oo .

(="
La réciproque est fausse. Par exemple, la série Z n + x converge uniformément sur
n>1
A s N , - L 1 1
[0, +co[ gréace a la majoration du reste d'une série alternée : | R, ()] < e a0 20

1 o . .
revanche, [Unl,, = @ et la série harmonique diverge.
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2. Régularité de la somme

En appliquant la partie Ill aux sommes partielles, on obtient les énoncés suivants. lls forment la boite a
outils de toute étude de fonction définie par une série.

Théoréme :

1. Continuité. Siles n sontcontinues sur I etsi E Uy converge uniformément sur

tout segment de f,alors § estcontinuesur I.
2. Limite terme a terme. Si Z Uy converge uniformémentsur I etsi up{z) — £,
Lece]
quand £ — a, alors Z £, convergeet S{z) — Z £y

n=>0
3. Intégration terme a terme. Siles %y sont continues sur [a,b] etsi Z Uy converge

b o b
uniformément sur [a,b] , alors fg — 2 fun.
o

n=0"
4. Dérivation terme a terme. Siles Upn sontdeclasse ¢l sur I, si E U, converge

simplement sur f etsi E u% converge uniformément sur tout segment de I, alors

jece]
S estdeclasse clet S’ = Z ul,
n=>0

sin(nz)

Considérons S(z) = Z —n2  sur R.Pourtout T,
n=1

donc normalement sur [k, et sa somme est continue. La figure ci-dessous représente les sommes

sin(nx)
n

< L Lasérie converge

— pl

partielles &1, S3 et Sqgp :elles se stabilisent trés vite, car le reste est majoré par

S h<kE

k>n




1.04{ — S
— S
0.5 520
0.0
—0.5-
~1.0-
_m —n/2 0 /2 n

X

jece] jece]
1 1
: m_ 1 -1 =
Pour |z| <1, on sait que E_ ™ = {7 - Montrons que E_: nrhTh = (1—z)%"

=
Posons up(r) = ™, declasse ¢l sur |—11[.Surunsegment [—a,a] avec 0 <a <1,
ona |u§1|::pj|| = n|;t:|”_1 < n an—1.O0rla série Z n a™1 converge, par exemple d'aprés
la régle de d'Alembert. Tout segment de  |—1,1[ étantinclus dans un tel [—a,a], le théoréme de

1
dérivation terme a terme s'applique. Par conséquent, la dérivée de ﬁ , qui vaut (l—azjg , est

bien la somme annoncée.

Sur ]—1,1[ tout entier, la série E ™ ne converge pas uniformément : son reste

ﬂ-+1 , . . \
Rn{g;} = h n'est pas borné. C'est pourquoi on travaille sur les segments. Le caractere local

de la continuité et de la dérivabilité rend cette restriction sans conséquence.
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V. Le théoreme d'approximation de Weierstrass

Les théorémes précédents décrivent ce que la convergence uniforme préserve. A l'inverse, le théoréme de
Weierstrass affirme que les polynémes suffisent pour approcher uniformément toute fonction continue sur
un segment. C'est un résultat de densité : I'ensemble des fonctions polynomiales est dense dans

C([a,b], K} pour la norme infinie.

Théoreme :

Théoréme de Weierstrass. Soit f continue sur un segment [a,b] . Il existe une suite  {Py,) de
fonctions polynomiales qui converge uniformément vers | sur [a,b] .

Un changement de variable affine = = a + (b—a)t raméne au segment [0,1] . Sur ce segment, on
utilise les polynémes de Bernstein de [ :

B(H)(w) = 3 £(k) (%) ok (1—z)nF
k=10

Démonstration :

Notons p(x) = (ﬂi‘,) £k (1—2)"~F | La formule du bindme et ses dérivées donnent trois

identités, valables pour = € [0,1] :

kzn:[) pk(w') =1, kzn:g k pk($) = ngc, zn: (k — n:c)g pk(x) = nx(l_u@-)‘

k=0

Soit £ >0 .D'aprés le théoréme de Heine, il existe § =0 telque |z —y| < & entraine
|f(z) = f(y)] < e.Notonsaussi M = |f|__ .Grace ala premiere identité :




i

f(@) = Bo(N(@l < 3 | fz) = £

;3I?3"

‘pk

k=0

D'une part, les indices tels que |$~ — %l <6 contribuent au plus €. D'autre part, pour les autres
- (k — na)? _— .

indices, 1 < sz et leur contribution est majorée par

- m
2
zﬂ':knm (z) = 2M$(1$)<M
' p2s2 PE\ né? = opg?

Ainsi, |f—Bn{f}| A e

on 52 , qui est inférieur a 2 pour 71 assez grand.

, qui n'est pas dérivable en % .

Les polyndmes de Bernstein de degrés 4, 16 et 64 s'en approchent, lentement mais uniformément.

La figure ci-dessous illustre cette convergence pour f{g:} = |g:; — %

— By(f)
—— Bje(f)
0.4 —— Beal(f)
0.3-
0.2 -
0.1-
OO I I T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Remarque :

Le segment est indispensable. En effet, une limite uniforme de polynémes sur [ tout entier est
encore un polynéme. Ainsi, la fonction exponentielle est limite uniforme de polyndmes sur tout

segment, mais pas sur [ . Les exercices développent ce point, ainsi que I'application classique : une
1

fonction continue sur [D,l] dont tous les moments f f{i;:, M d sont nuls est la fonction nulle.

0

T
k
I
Sur [0,1] , les sommes partielles P.lz) = Z LT convergent uniformément vers €XP . En
E=10

- £
effet, I'inégalité de Taylor-Lagrange donne |e¥ — Py(z)| < (nt 1)1 Pourtout = € [0,1] . voila
donc une suite explicite de polynémes, comme le prévoit le théoreme de Weierstrass.

Ce qu'il faut retenir

* La convergence simple se teste point par point ; la convergence uniforme exige
|fn - f|m — 0 avec un rang indépendant de .

Pour nier la convergence uniforme, exhibez une suite {:t:ﬂ:l avec |fnl:ﬂ?n:l - f{ﬂinﬂ qui ne
tend pas vers (0, ou une limite simple discontinue.

Le critere de Cauchy uniforme caractérise la convergence uniforme sans connaitre la limite.

Théoreme de Heine : une fonction continue sur un segment y est uniformément continue.

¢ La limite uniforme de fonctions continues est continue, et la double limite s'intervertit.

Sur un segment, la convergence uniforme permet d'intervertir limite et intégrale ; la bosse glissante
montre qu'elle est utile.

Pour dériver une limite, il faut la convergence uniforme des dérivées, au moins sur tout segment.



¢ La convergence normale d'une série entraine sa convergence uniforme ; la réciproque est fausse.

e Continuité et dérivabilité étant locales, une convergence normale sur les segments ou sur les
[@, +oo[ suffit.

e Théoreme de Weierstrass : toute fonction continue sur un segment est limite uniforme de
polynémes.

Questions fréquentes sur suites et séries de fonctions

Quelle est la différence entre convergence simple et convergence uniforme ?

Dans la convergence simple, le rang a partir duquel |fn(ﬂ?:l - f{ﬂiﬂ < € dépend du point . Dans la
convergence uniforme, un méme rang convient pour tous les Z : c'est la condition |fﬂ - f|m — 0 .
Par exemple, x™ converge simplement sur [D,l[ vers [J, mais pas uniformément.

Comment montrer qu'une suite de fonctions ne converge pas uniformément ?

Le plus rapide est de constater que des fonctions continues convergent simplement vers une limite
discontinue. Sinon, exhibez des points Tx tels que |fnl:ﬂ?n} - f{iﬁﬂﬂ ne tende pas vers 0, par
exemple le point ou fﬂ atteint son maximum. Une limite d'intégrales incorrecte sur un segment donne
aussi une preuve.

Convergence normale ou convergence uniforme : laquelle vérifier pour une série ?

Commencez par la convergence normale, souvent immédiate avec une majoration |ty ()| < ap
indépendante de . Elle entraine la convergence uniforme. Si elle échoue, comme pour les séries
alternées de fonctions, majorez directement le reste  Fi,(x) uniformémenten z.

Pourquoi suffit-il de travailler sur les segments pour prouver la continuité d'une somme ?

La continuité et la dérivabilité sont des propriétés locales. Il suffit donc que la convergence soit uniforme
au voisinage de chaque point, par exemple sur tout segment ou sur tout intervalle [r;&, —I—CO[ inclus dans
le domaine. C'est ainsi qu'on prouve la continuité de la fonction zéta sur |1, 400 .
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Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur suites et séries de fonctions

A maitriser avant : Séries a termes quelconques

Chapitre précédent : Variables aléatoires discretes

Chapitre suivant : Séries entieres

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/suites-series-fonctions-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-quelconques-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/variables-aleatoires-discretes-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-entieres-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

