Corrigés des exercices de maths en L2

Suites et séries de fonctions

Corrigé de I'exercice 1 : Convergence des puissances sur le

segmentde O0al

1. Pour 0 < z <1, lasuite géométrique {z™) tendvers 0.Pour £ = 1,o0na
fﬂ(l} = 1 pourtout 7.La limite simple est [, nulle sur [0,1] et telle que

f=1.

2. Premiére méthode : chaque f,, est continue sur [0,1] , mais f est discontinue en 1.0Orune
limite uniforme de fonctions continues est continue. Donc la convergence n'est pas uniforme sur
. — 1
[0,1] . Seconde methodel: posons g, = 2 Ifn ¢ [0,1[ - Alors |fﬂ{a:ﬂ:l — flzn)| =5
donc 531{3 |fn - fl= 7 ne tend pas vers [J. Cette seconde méthode s'applique aussi sur

[D,l[ , oU la limite est pourtant continue. La convergence n'est uniforme ni sur [D,l] ni sur

[O,1] -

_ — n
3. Pour z € [0,a],ona 0 < z™ < a™ . Ainsi, F[:]Ll% [fp=0l=a ,quitend vers 0 car

0 < a < 1.La convergence est uniforme sur [0,a].

4, Lafonction 9., est positive et dérivable, avec
gl (z) = nen(l-z) - o™ = £ 1(n — (n+1)x) pour n > 1. Elle croit donc sur

[D, n—i—l] et décroit ensuite. Par conséquent :

‘gﬂ‘m - gn(ﬂl—l—l) = (nili—l)n n+1 < n—l—l

Ainsi 9| —+ 0, {gﬂ} converge uniformément vers 0 sur [0,1] . Le facteur 1—x
« écrase » laremontée de ™ présde 1.
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Corrigé de I'exercice 2 : Une bosse qui se déplace vers l'origine

1. D'abord, fn@l = 0 . Ensuite, pour = ?‘é 0,ona fﬂl::]:‘:l ru % = T}—E , qui tend vers (.

La suite converge simplement vers la fonction nulle sur [.

2. Oncalcule  f (%) — ﬁ — %.De plus, l'inégalité 2|ﬂ:1:| <14+ ngd | qui équivaut 3
n

(lnz| — 1}2 > 0,donne |f (2] < % . Donc |f’”|oo = % et la convergence n'est pas

uniforme sur [£.

n(l — ndz2)
(14n2s2)2
Soit 5 > 1, desorteque L < g .Alors,sur [a, +oof :

1
0< 7 (v)< [, (a)= 1&5&2 < 5.3 = na

Ce majorant ne dépend pas de = et tend vers [ :la convergence est uniforme sur

[r:&, —I—-:o[ . La figure de I'énoncé I'explique : le maximum % se déplace vers 0 et finit par sortir

de [a, oo .

3. La dérivée vaut f;{a:} = .Ainsi, f,, est positive et décroissante sur [%1 —|—oo[ :

1
2
4. Uneprimitive de £, est z — a-ln(1 4 n2z2) . Donc ffﬂ _ 1n(1;n ) o
0

1 1 1
. | .. ;
1HI:].—|—H2:IN21HH,dOU ffﬂm%.mnm /‘fﬂ_;[:]: fllmfﬂ'
] ] a0

L'interversion est vraie ici, bien que la convergence ne soit pas uniforme sur [D,l] . La
convergence uniforme est donc une condition suffisante, mais pas nécessaire.

Corrigé de I'exercice 3 : Convergence uniforme sans

convergence des dérivées

1. Pour tout réel =, |fﬂ{$}| < %,avec égalitéen = = ;—n Donc |fn|
o0

convergence vers [ est uniforme sur [:.



2. Ona f;l:a:} = cos(nz) . Ainsi, f;{[]} = 1 pourtout 7, alors quelalimite f = 0 vérifie
F(0) = 0. Deplus, f;{ﬁr} = cos(nm) = (—1)", suite divergente. La suite {f;) ne
converge pas simplement sur [.

3. Comme ¢ I:d?:l > |:r:| la différence est positive. En multipliant par la quantité conjuguée

22 + -5 — 22 1/n2 1/n2
_ n _ _ 1
9,@) —lel = T Tl S o @ e S 1n =

car gﬂ{x) > % .Donc 0 < gn(ﬂﬁ:l —|z| < %, et g, — || uniformément sur R.

4. Chaque 9, estdeclasse (1, car £2 + # > 0. Pourtant, la limite uniforme || n'est pas

dérivable en 0. Une limite uniforme de fonctions (1 n'est pas forcément dérivable : il
faut controler les dérivées.

Point de méthode : le théoreme de dérivation porte sur la convergence uniforme de l:f;:l , jamais sur
celle de l:fﬂ:l seule.

Corrigé de I'exercice 4 : Produit de suites uniformément

convergentes
1. Pour tout =, |f (r) — x| = # . Donc |f id| = % — 0 : convergence uniforme
jece]
sur .
2. Pour I fixé, fﬂ{:t?:lg — 22 par produit de limites. En revanche, fﬂl::t’;:lg —zd = n —|—

.En £ = n, cette différence vaut 2 + # > 2. Ainsi {f%} converge simplement vers

£ — 12, mais pas uniformément sur [.

fler-=

tend vers ( : la convergence est uniforme sur [—A4, A].

3. Pour || < A,ona < E + é . Ce majorant est indépendant de = et

4, Ecrivons fﬂ 9, fo = fnlign —g)+ l:fn — f)g . D'abord, il existe IV tel que
|fn _f|oo <1 pour n > N .Donc |fn|m =< |f|O,D + 1. Ensuite, pour n > IV et tout
r eI
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7,(2)9,(2) = F(@)g(@) < (1Fl o + 1) |9, = 9] + 1910 |Tn = F|_

Le majorant tend vers (J, donc fn g, /9 uniformément sur I.la question 2
montre que I'hypothese « bornées » ne peut pas étre supprimée : * — £ n'est pas bornée sur
[ .

Corrigé de I'exercice 5 : Convergence normale de séries

trigonomeétriques

sin(nx)

< Lz , et la série de Riemann E ﬁ converge. La série converge

1. Pourtout =, 7
n

donc normalement sur [£. Chaque terme est continu, et la convergence normale entraine la

convergence uniforme. Par conséquent, 5 est continue sur [ . Enfin, chaque terme est impair
et 24 -périodique, et ces propriétés passent a la somme d'une série simplement convergente.
S estimpaire et 27 -périodique.

sin(nx)
m2

2. Posons wﬂ(@ — L:':)SI::’dﬂ.Chaque Wy estde classe 1, avec w%(ﬁ} = _
mn

. D'une

— L . At ; [ i) L .
part, |wn|m = 73 : la série E Wy, converge simplement. D'autre part, |w”|oo < 2 :la

série des dérivées converge normalement, donc uniformément, sur [£ . D'apres le théoreme de
sin(nx)

I _ _
dérivation terme a terme, T est de classe 1 sur R et T = _E : n? -5,
n > 1
3. Pourtoutréel =, 0 < — L 5 < % . La série converge donc normalement sur [E,et [J est
ne+xs —n

. . 1
continue sur [k . Ensuite, pour chaque 77, n2tal — 0 guand r — 4o . la

convergence étant uniforme sur [£, le théoréeme de la double limite s'applique. Ainsi

U(ﬁ}_} Z |:J:unand r — oo,
n>1

Corrigé de I'exercice 6 : Continuité uniforme et théoreme de

Heine

1. Posons Tp = T et ynzn—l—%.Alors |$ﬂ—yﬂ|=%—>ﬂ,mais



y% - :t?% =2+ # = 2. Supposons la fonction uniformément continue, et prenons £ = 1.

% < § pour 7 grand, donc |y2 — zZ| <1 :clestabsurde. La

fonction carré n'est pas uniformément continue sur [.

Le & associé vérifierait

2. Par symétrie, supposons T = iy = 0. L'inégalité voulue s'écrit v < U + JT—7. Les deux
membres sont positifs. On peut donc comparer leurs carrés : = < y + (z — y) + 2\/ulz—y) .
ce qui est vrai. Soitalors £>0 et § = ¢2.Si |z —y| < &, on obtient

vz — y1| < V& = ¢ . La racine carrée est uniformément continue sur [0, +oo[ . Elle
I =0 1
r—0

n'est cependant pas lipschitzienne, car n'est pas borné quand + — Ot .

al

3. D'aprés I'inégalité des accroissements finis, [sin z — sin y| < sup |cog|- |z —y| < |z — y| .
Le sinus est 1 -lipschitzien, donc uniformément continu sur [ (prendre 4§ = ¢ ).

4. Posons,pour n =1, T, = m et Y, = ﬁ . Ces points sont dans ]D,l] , et

|ﬂ?ﬂ - ynl — 0, Cependant, gin%ﬂ — 1 et sirhyL = [0 . Comme en question 1, aucun §
ks
ne convient pour g = % La fonction n'est pas uniformément continue sur ]0,1] . 1In'y a

pas de contradiction avec le théoreme de Heine : ]D,l] n‘est pas un segment, et la fonction n'a
pas de prolongement continuen [J.

Corrigé de I'exercice 7 : Limite discontinue de fonctions
arctangente

1.Si >0, nzxr — +oo,donc fﬂ{:ﬂ}—}%.Si x < 0, de méme fﬂ{:ﬂ}—} —%.En n
f,0) = 0. Lalimite simplevaut f(z) =5 si £>0, f(0)=0et flz)=
< 0.

Si

2. Les fﬂ sont continues, mais f est discontinue en (0. Or une limite uniforme de fonctions
continues est continue. Par conséquent, la convergence n'est pas uniforme sur [ . Par le calcul,

T
fﬂ(%) = arctanl = %,tandis que f(%) = E—T.Donc |f _f|oo > % :pasde
convergence uniforme.

3.Pour z 2 a>0e nmn >1,ona nz>0.Lidentité rappelée donne

% —arctan(nz) = &I‘Ctaﬂcn,l_;r .Comme arctan estcroissante et ni

0< flz)— 71, (z) < arctanng:

Ce majorant ne dépend pas de = et tend vers ( :la convergence est uniforme sur

1 .
T < ma
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[@, +oo[ . Parimparité, elle I'est aussi sur  |—co, —a] .

Corrigé de I'exercice 8 : Bosse glissante et interversion limite-
intégrale

1. En Qeten 1, f, et 9, sannulent.Pour z € [0,1[ ,posons g =1—=x € J0,1[.Par
croissances comparées, 1.2 g™ — 0, donc fﬂ{a:} = £ n4g™ — 0, et de méme
gn{ﬂi‘) — 0. Les deux suites convergent simplement vers 0 sur [0/1] .

2. Le changement de variable % = 1 — & donne
1

| 1 _ 1 .
/$(1_$ [ u du = n+l " n+2 T (p+1)(n+2)
0

1

1
Ainsi ffn [n-l—lj{n-l—ﬁj — 1et fgn = WM —+ 0.
0 1]

3. Si {fﬂ} convergeait uniformément vers [ sur le segment [El,l] , le théoréme d'intégration
1
donnerait f fﬂ —+ (. Or cette limite vaut 1 . La convergence de {fﬂ} n‘est donc pas

uniforme. La figure ci-dessous montre des bosses de plus en plus hautes et étroites dont I'aire
s'approche de 1.



— f3, intégrale = 0,450
— fi10, intégrale = 0,758
f30, intégrale = 0,907

) 0.6
X
4, Ona gri{l{a:} = n{l—a:}”_l(l — (ﬂ—I—l}:ﬁ). Le maximum est atteint en '.n%i—l :
n —n [
__n { n _ _n_ l) 1,
|g”|oo - n+l(n+1) - n+1(1 T no— Do]e
1
Ainsi l:gn:l ne converge pas uniformément, et pourtant fgn 0 = flim 9,° La
0

convergence uniforme n'est donc pas nécessaire pour intervertir. En revanche, I'exemple de
(fn:l prouve qu'on ne peut pas s'en passer sans autre argument.

Corrigé de l'exercice 9 : Limite d'une suite d'intégrales

1L Pour 0 <x<l, g7 — 0,donc An(r) = 1.En 1, hu(l) = % . La limite, discontinue

en 1, n'est pas une limite uniforme de fonctions continues. La convergence simple n'est pas
uniforme sur [0]1] .
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1 1
2. On écrit 1-1I, = f(l—ﬁ)da’;: fl+ —dx.Pour T € [D,l],ona
0

1]
1
. . 1
0 < 1+ = < x™. Parcroissance de l'intégrale, (0 <1 — I, < f;r;’-”« dr = i Donc
0

I, —1,

_a'_"?l—l

1-|— 7 = & -in Posons ulr) = ¢ et u(r) = %ln{1+$ﬂ} ,
Ces fonctions sont de classe 21 sur [0,1] . L'intégration par

3. Pour m =1, écrivons

de sorte que v/(x) =

= 1_|_ =
parties donne :
1 L 1
T
1-7, = {M}O _%/ln(l+$n) de =102 _ %/ In(142") de
0 0

C'est la formule demandée.

4. Pour y = 0,onsaitque O < In{l+4+vy) < y.Ainsi 0 < fln{1+g;ﬂ} dr < nL—I—l , qui

0
tend vers (] . Le dernier terme est donc un o(%) . Finalement, 1 — 1“ 2 + o( )

Point de méthode : sans convergence uniforme, une majoration directe de |f {fﬂ — f}| suffit

souvent ; ici, I'écart =™ estintégrable et petit en moyenne.

Corrigé de I'exercice 10 : Deux séries de fonctions sur le

segmentdeO0al

1. Pour x € [0,1], la somme géométrique donne S pr(x) = (1— J:}Z z" = 1— N+l En

£ = 1, tous les termes sont nuls, donc S py(1) = 0. La somme vaut S{z) = 1 sur

[D,l[ et S(1) = 0.Les %Un sontcontinues, mais S estdiscontinueen 1.La
convergence n'est donc pas uniforme sur [0,1] . La figure ci-dessous montre les sommes
partielles 1 — & +1, qui plongent toujours jusqu'a 0 en = = 1.



1.0 - O
0.8 -
0.6 1
0.4 -
—_— S(x)=1-Xx3
024 — Sio(x)=1—x11

—— Sso(x)=1—x°!
somme S sur [0, 1]

0.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

n
2. L'étude de I'exercice 1 donne [Unl,, = (ni—l—l) nL-l—l formule encore valable pour n = 0.O0r

LL 1
bl 1) _1 A- . L 7 7 1 7 .
— ] = = .Ainsi | Y terme général d'une série
divergente : pas de convergence normale. Ce résultat était prévisible, puisque la convergence
normale entrainerait la convergence uniforme.

cPour n > 1, wh(x) = 2~ 1(1-x)(n(l—z) — 22, quis'annule en ﬂi_l_g.Donc
T
_(n " _ 4 - _ 4 |

4
La série Z m converge, donc Z Yy converge normalement sur [D,l] .

o0 1:1—1')2

. Pour z € [0]], Z :t?'”{l—ﬁjlg ==, =1l1—-%.En £ =1,lasommeestnulle. La
n=>0

somme vaut 1 — xr sur tout [D, ] : elle est bien continue, comme le prévoit la

convergence normale.
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Corrigé de I'exercice 11 : Une série alternée de fonctions

1. Fixons x = 0. La suite (m)n -1 est positive, décroissante et de limite nulle. D'apres le

critére des séries alternées, E uﬂ{:ﬂ} converge. De plus, son reste est majoré par la valeur

: _ 1 1
absolue de son premier terme :  |R,, (x)| < o el I

. 1 " R — 0.
2. Le majorant — est indépendantde I ettendvers [I.Donc | ”'oo tla

convergence est uniforme sur [0, +co[ . Cependant, Uy = % atteinten r = 0.La

série harmonique diverge, donc la convergence n'est pas normale.

3. Chaque %Uxp est continue et la convergence est uniforme : S est continue sur [0, oo .

De plus, uﬂ(x} — 0 quand x — 4o . Le théoréme de la double limite, appliqué sur
hm Slz) =0,
[0, +oo[ , donne M (@) =
(_ jn +1
(n-i—a:)z
dérivées converge normalement, donc uniformément, sur [0, 4-co[ . Par dérivation terme &
terme, S est ¢l et

1 -
et |ul| = —3.Llasériedes
oD ’-”«

4. Chaque %Uq estdeclasse ¢l,avec ! I:dﬂ‘:l n

00 n—+1
HOED
nzzjl

Cette série est alternée, avec des termes décroissants en valeur absolue. Sa somme a donc le signe
1 1

(1+2)2  (2+=

. 1
(nt+z)? ~ (14z)? (2+.1:)

7 T -

de son premier terme, et elle est méme minorée par jg >0 Ainsi g/ =0

5 est strictement croissante.

5. On décale l'indice :
= (-1 S 1
S@+l)= 3 artre = ) mre = —(S(@) + )
n=1 m=2
D'ou S(r)+ S(z+1) = — _1‘_1 Comme § estcroissante, S(z) < S(z+1). Ainsi
25() < —=k5 et 25(+1) > —

+1 r+1
£ 21, donne S{x) > —21—$.Donc, pour £ =1 :

< S(z) < —m‘

Les deux bornes sont équivalentes a —% . Par encadrement, S{g;) P —ﬁ quand
r — oo,

. La seconde inégalité, écriteen 1 — 1 pour



Corrigé de I'exercice 12 : Critere de Cauchy uniforme et

prolongement au bord

1. Soit £ > 0. La convergence uniforme sur [D,l[ fournit, par le critere de Cauchy uniforme, un
rang IV telque, pour n,m = N et = € [0]1], |fnl:$‘:l — fm(i?ﬂ < €. Fixons
n, m 2 IN etfaisonstendre £ vers 1 .Par continuité de fﬂ et fm en 1, on obtient
|fn{1:' - fm(lﬂ < €. D'une part, la suite {fnlil:l:l est donc de Cauchy, et elle converge.
D'autre part, I'inégalité |fn|:ﬂ?:l — fm(ﬂ?ﬂ < € vaut maintenant sur  [0,1] entier. Le critére de
Cauchy uniforme est vérifié sur [0,1] : la suite converge uniformément sur [0,1] .

T
k
2. Les sommes partielles Sn{iﬂ) = z % sont des polynémes, continus sur [D, ] . Sila série
k=1
convergeait uniformément sur [D,l[ , la question 1 montrerait que {Sﬂ{l}} converge. Or
T
1
Sn(l} = Z L tendvers oo . La série ne converge donc pas uniformément sur
k=1
[D,l[ .
an ok
3. Pour = € [0,1], posons Dylx) = Z T = Sanlz) — Su(x). Cest une fonction
k=n+l1
in 1
continue et croissante, de limite Z r en 1.Chacundeces 7 termes vautau moins
E=n+1
L . Ainsi :
2n

2L 1 1
sup [So, — 55| 2 Z E=N 3, =73
[0,1] k=n-+1

Le critere de Cauchy uniforme échoue pour :z = % : pas de convergence uniforme sur
[0.].

n
4. pour |z <1, [%|< —12 . La série converge normalement sur [—1,1], et sa somme y est
mn - n

continue.
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corriaé de I ‘ce 13 : Foncti lier ot I

Riemann

1. Par définition de la partie entiere, | nz | < nz < | nz |+ 1. Endivisant par 7, on obtient

0< ¢— L el J < % Donc |$ ! el J| 1 . Notons aussi que l- nT J € [0,1] - sibien que

fn est bien définie.

2. Lafonction [ est continue sur le segment [0,1] . D'aprés le théoréme de Heine, elle y est
uniformément continue. Soit £ >0 ,et § >0 telque |z —y| < ¢ entraine

_Lns |

fle) — fly € .Pour 5 > 7 ettout I, laquestion 1l donne
L 1-_
|J {I’i‘ n'{:l::'| < €. Ainsi fﬂ j <€ pour p, > 1
n o0 =

< § »donc

: la convergence est

&
uniforme.
3. Sur [%, k;'l'l[, fﬂ vaut f( ) La fonctlon ,m est en escalier, et
1 n—1]
1
ffﬂ:ﬁ f( . Ensuite, |ff ff|=:i|f | — (. Donc
0 E=0
1
13
7 f(ﬁ) — ff
E=0 0
n—1 1 ln—l 1
4. On écrit ;:ZD nTE = ﬁk—g TT Ffn 2VeC flz) = F continue sur  [0,1] . La limite

1
vaut f 1':_1|_—"I$ — Iln 2 . La figure ci-dessous représente fEU : ses marches sont déja tres
0

proches de la courbe, et I'aire sous I'escalier vaut environ 0,7058 , contre In 2 =2 0,6931 .



1.0 - — f(x) =1/(1 + x)
aire sous fg
0.8 -

0.6 1

0.4 1
aire = 0,7058

0.2 1
In2 = 0,6931

00 ! T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Corrigé de I'exercice 14 : La fonction zéta de Riemann

1. C'est une série de Riemann. Elle converge si et seulementsi = >1: D = ]I, 4oo].

2. Soit @>1.Pour = Z2aet n>1, Dﬁi#iﬁ,

La convergence est normale sur [a, +co[ . Chaque terme étant continu, ¢ est continue sur

terme général d'une série convergente.

L . 1
[a, +oo[ . Tout Zy>>1 appartient & un tel intervalle, par exemple avec 5 — —I;:” . Donc

¢ est continue sur .

3. Posons un(z) = e~%IN 7 declasse ¢l,avec wu/ (x) _nn gy [a, +oof

1 ] 1 1
lul, ()] < 1;‘1—5" .Posons ph — % ~ 1. Alors ian =3 ﬂsz , et le second facteur tend
Inm

vers 0 car a — &> 0.Ainsi

{1 , - .
na — O myy terme d'une série convergente. La série des

dérivées converge donc normalement sur  [@, +co[ . Par dérivation terme a terme, ¢ est

Tey — In n
¢l sur D, avec § ':3::' - _;2 nt < 0 : { est strictement décroissante.
n
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4. Sur [2, 400l , la convergence est normale, donc uniforme. De plus, L;.; =1 et # — 0 pour

1
n > 2 quand x —+ oo . Par le théoréme de la double limite, ((z) — 1.

n+1
5. Lafonction ¢+ — #~ % est décroissante sur [l, —|—r:o[ . Donc LJ: = d_i . En sommant, on
ne = r
+oo "
obtient ¢(z) > ?—i — ﬁ.Ainsi ¢(x) = 400 quand i, — 11 . Supposons la
1

convergence uniforme sur  |1,2] . Il existe alors IV tel que |¢(x) — S y(z)| < 1 sur ]1,2].
or 0< Sy(z) < N,donc ¢ <IN +1 sur ]L,2], ce qui contredit la minoration. La
convergence n'est pas uniforme sur |1,2] .

Corrigé de I'exercice 15 : Somme d'une série par dérivation
terme a terme

1. Pour © > a, < un{g;} < E;na < [E—ﬂ]ﬂ. La série géométrique de raison e~ % £ ]D,l[

converge. La série converge normalement sur |1, +co] .

2. Chaque Un est ¢l avec wul(x) = —e™ ™ . Sur [a, oo, |ul(z)] < e ™4 :lasérie
des dérivées converge normalement. Tout segment de |0, +oo[ est inclus dans un tel intervalle.
Par dérivation terme a terme, S est ¢l et, en sommant la série géométrique :

/ . —nT - 1
§'(z)= =) e "= —rfgm=—gzo7

n=1

— 1

Ainsi S';Ii;[:‘:l — —m .

3. La convergence est uniforme sur [1, +0o[ , et up(r) — 0 quand = — oo . Parle
théoreme de la double limite, S{zr) — 0.

4. Posons  g(z) = —In(l —e™%) sur [0, +-oo[ . Alors g/(x) = —3 i_:_x = §'(x). sur
lintervalle ]0, 400[, S — g estdonc constante. Or g(zx) = —Ilnl =0et S(zr) = Oen

+o0 : la constante est nulle. Donc S{x) = —In{l — e~ %).En £ =1In2,0na

1 1
e~ "I — 97 ™ Ainsi Z nat = —lnﬁ =In2,

mn=1




Corrigé de I'exercice 16 : Série de l'arctangente et valeur de
n/4

pece]
1. Soit x € [0,1[.Pour t € [0,x], ﬁ — Z (—1)" 27 car 2 < 1. De plus,
n—=

i) o
[(=1)" 27| < z2n, et Z 27 converge : la série converge normalement sur le segment
[0,2]. Le théoréme d'intégration terme & terme donne alors

T T
[e.e) [e.e) 1\ 2n41
di n (1) = ‘
arctan r = /@ = E (—1) ftgn dt = E T on+1
0 n=>_0 0 n=>0

C'est la formule annoncée, valable sur [01] .

n+

2n+1

décroissantes) et de limite nulle. Le critere des séries alternées s'applique, et le reste vérifie
rént+3 i

[Bn@] < 5773 < Tni3

|Bn| < 3,43 —* 0 :la convergence est uniforme sur [0,1] .

1
2. Fixons T £ ]D,l]. La suite (‘T ) est positive, décroissante (produit de deux suites positives

. Cette majoration reste vraieen 1 = (0, ou tout est nul. Donc

3. Les Un sont continues, donc la somme V¥ est continue sur [D,l] .Or ¥V = arctan sur

[0,1] . En faisant tendre & vers 1, on obtient V() = . li}ml— arctan z = arctanl
O (=D
Ainsi Sn+1 = 4-
n=>0
1 : 1 - .
4.0na |up| = g.77.atteinten £ =1, et n diverge. La convergence n'est

pas normale sur [EI, ] : ici, seule la convergence uniforme permet de conclure.

Corrigé de I'exercice 17 : Moments nuls et théoreme de

Weierstrass

d
1. Soit P{x) = Z an £ . Parlinéarité de l'intégrale,
n=>0
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1 1 1

a
ffP = E Gy f f{x)xﬂ dx = 0 .Donc ffP — () pour tout polynédme P .
0 0 0

n=1_

2. Une telle suite existe d'aprés le théoreme de Weierstrass. Ensuite, par I'inégalité de la moyenne :

1 1 1
[
[ipe= [ 12| < [unpe=n<in 1Px -1k = ool0
0 0 0
1
Donc [fpk_p[fg

1

3. D'apres la question 1, fka — [ pourtout % .Donc ffg — [ . La fonction fz est
0

continue et positive, d'intégrale nulle sur [D, ] : elle est identiquement nulle. Ainsi [ = 0.

<

B2

4, Soit & > 0 . Le théoréme de Weierstrass fournit un polynéme < tel que |f - oo
Posons P = @ + ( f(0) — @(0)), qui est un polyndme avec P(0) = f(0). Alors
if =Pl sIf-@l,+ /0 -0 < 5+ . Le polynéme P convient.

Corrigé de I'exercice 18 : Limite uniforme de polynomes sur la

droite réelle

1. Soit P(z) =azzf+...4+aqavec d >1et ayz7 0.Albors
|P(z)] ~ |ag] |:J?|d — +4oo quand £ — +oo,et P n'est pas bornée. Par
contraposée, un polynome borné sur [ est de degré au plus ([, donc constant.

2. Appliquons le critere de Cauchy uniforme avec £ = 1. ll existe W tel que
|Pn(z) — P(z)| <1 pourtout n > IN ettoutréel x.Lepolynome P, — Py est
alors borné sur [ . D'aprés la question 1, F, — F jr est une constante Cn pour tout
n =N,

3. Ona ¢y = FPu(0) — Ppr(0), qui converge vers ¢ = f{0) — P pr(0) par convergence simple
en 0.Pourtout T, en passanta lalimite dans Py,(z) = Pp(x) + ¢y, on obtient

flz) = Pp(z) + c .Donc f estune fonction polynomiale.

4. pour z € [0,1], linégalité de Taylor-Lagrange & I'ordre 7 entre 0 et % donne



n+1

|33| e

xr __ < .
e? —Q (z)] < H),E’&ﬁ eXp < 4!
Donc |EXP | ( _|_1:,| — 0 : convergence uniforme sur [0,1] .

. Si XD était limite uniforme de polynémes sur [, ce serait un polyndme d'aprées la question 3.
Or un polynéme de degré ¢ a une dérivée {-:E—I—l} -ieme nulle, alors que toutes les dérivées de

eXP valent exp >0 . La réponse est donc non : le théoréme de Weierstrass exige un
segment.

Corrigé de I'exercice 19 : Approximation explicite de la valeur

absolue par des polynomes

1 £2N A
. On calcule Pl{t} =04+ E(t — []} . Ensuite, Pg{t) (t — E)' Ainsi
Pi(t) = i et Po(t) =t - 8 . Par récurrence immédiate, chaque P, estun polyndme.

. Montrons par récurrence la propriété 0 < P, (t) < v pourtout t € [0,1] . Elle est vraie pour
Py = 0. Supposons-la vraie aurang 7. D'abord, % — Pﬂ(tjg > (0, donc
Ppy1(t) = Pu(t) > 0 . Ensuite, en factorisant ¢t — P2 = (Vi — P,) (Vi + P,) :

e — Ppya(t) = (V - Pn(t))(l - SD”(”)'

or vi+ P,(t) < 2V < 2, donc le second facteur est positif. On obtient
0 < Pp(t) € Prgit) < V7.

. Comme P, (t) > 0, le second facteur est au plus 1 — % pinsi

2
Vi — Ppy1(t) < (1 — %)(& — P,,(t)) - Par récurrence, & partir de v — Pp(t) = V%
T

0 < E-P(t) < i{1-%)

. Pour n =1, ) = (1 - A 1 — (1) . La fonction ¥, croit donc jusqu'a
“n 2 2

Up = 737 € J0,1], puis décroit. Son maximum vaut
2 \_ _2 / n\" 2 .
(fon(n—l—l) - n—i—l(n—i—l) < n—+1
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Pour n =0, @D(U} =u <1< 2 Enappliquantcecia u = vi € [0,1] :

2
F&lﬂ VE — Py(t)] < n+1. La figure ci-dessous montre la montée des P, vers 7, plus

lente pres de 0, la ou la racine a une tangente verticale.

1.0
0.8 -
0.6
0.4

0.2 -

0.0 -

5. Pour z € [-11], £2 € [0,]] et V&2 = |z|.Posons Ry(r) = Pp(x2), polyndme en
z . Alors Sulpl [\bigl|7]|z| — Bn(z)[\bigr?] < ;37 . (R,) converge uniformément

vers || sur [-1]1].

Point de méthode : cette construction explicite est le point de départ de la preuve du théoreme de
Stone-Weierstrass, qui généralise le théoreme de Weierstrass.

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme, étude d'une fonction
définie par une série




Partie A.

1. Si x < 0, alors uﬂ{:t?:l = 1 :le terme général ne tend pas vers [, et la série diverge
grossierement. Si & > [, posons w = 7 . Par croissances comparées,

n? up(r) = v&¥e™%Y — 0, donc Up(z) = o(ﬁ) . La série converge si et seulement

si ©>0.

2.Pour £ > a>0, 0<u,(r) < e 97 terme d'une série convergente d'aprés la question 1.
La convergence est normale sur [a, +0o[ . Les %pn sont continues, et tout £y >0 est

;'I-'D .
dans [?: -|-.;3.:.[ .Donc S est continue sur |0, +oof .

3.0na ul(z) = —vme %™ sur [a,+oo[, |ul(z)| < i e %7 Deplus,
N2/ e— M — y5 e—av¥ _ (), d'ot un majorant sommable. La série des dérivées converge
donc normalement sur [a, +oo[ . Ainsi S est (1, avec
S'g) ==Y me MmO

5 est strictement décroissante.
n > 1

Partie B.

e* S(x) = Z emlm—1) _ 14 Z e—=lm —1)
n > 1 n > 2
n>2e >1,0na —1>0,donc —=(m—1) <el—M —e.eg— .Ce
majorant est sommable (partie A) : la convergence est normale sur [1, +oo] .

1. En multipliant par ¥, . Pour

2. Pour n > 2, ,—x(W—1) _, g quand T — +0co . Le théoréme de la double limite donne
eT S{a:‘:l — 140 =1.Donc SI:J?:I ra e” % quand £ — oo :le premier terme
I'emporte.

Partie C.

1. Lafonction @:t — e—%VT est positive, continue et décroissante sur [0, +o0[ . Pour
n+1

n > 1,onadonc f @ < (P[:ﬂ;] < f @ - Les intégrales généralisées de ¥ convergent

n—1

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

+co +

s@< [ o
0

2. Le changement de variable + — w2, de classe ¢l et strictement croissant, donne

df = 2u dwu . Une primitive de 2w e~ T4 est —23—5‘?“(% —+ ﬁ) On en déduit :

(A

(question suivante). En sommant pour 1 = 1 : f @
1

+oo +o0 +0o0
/ e~ oVl dt = f 2u e Tu dy = %) f e—z/t dt = 26_$(% + #)
0 0 1

. 2 —f1 1
Les deux intégrales valent P et Ze *T(E + ﬁ) .

3. En multipliant I'encadrement par ‘%2 , on obtient .g—ﬂ?(;p + 1:1 < %25(@ < 1.Quand
£ — 0T, le minorant tend vers 1 . Par encadrement, S(a:] r % quand  — 071 .La

figure ci-dessous, en échelle logarithmique, montre S coincée entre ses deux bornes, qui se
rejoignent presde (.

— = majorant 2/x?
101 1 — >
] — = minorant 2e X(1/x + 1/x?)

10°

10_12

4. Premiere méthode : chaque uﬂ{a:} tendvers 1 quand gz — Q1. Sila convergence était
uniforme sur ]D, —I—oo[ , le théoréme de la double limite imposerait la convergence de Z 1,
ce qui est absurde. Seconde méthode : les sommes partielles vérifient 0 < Sy < IN . Une
convergence uniforme donnerait IV tel que |S — .S'N| <1l,donc 5§ < N+1.0r

SI::E:I ra % n'est pas bornée pres de (. La convergence n'est pas uniforme sur

10, ool .



Point de méthode : pour trouver un équivalent d'une somme Z f{n} avec f monotone, encadrez-
la par des intégrales de f

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

Le cours : suites et séries de fonctions, cours de maths en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur suites et séries de fonctions

A maitriser avant : Séries a termes quelconques

Chapitre précédent : Variables aléatoires discretes

Chapitre suivant : Séries entieres

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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